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Zur Integration der Potentialgleichung. I. 


Zur Integration der Potentialgleichung 
vermittelst C. Newmann’s Methode des arithmetischen Mittels. 


Von 


Ernst Ricnarp NEuMANN in Halle. 


Erster Aufsatz. 
Hilbert’s Modification von C. Newmann’s Convergenzbeweis. 


Die von Carl Newmann angegebene ,,Methode des arithmetischen 
Mittels“ war wohl in erster Linie dazu berufen, einen Ersatz zu gewahren 
fiir das Dirichlet’sche Princip, d. h. fiir beliebig gestaltete ebene und 
raumliche Bereiche die Existenz einer Fundamentalfunction*) mit will- 
kiirlich vorgeschriebenen Randwerthen darzuthun. Diese principiell wichtige 
Aufgabe hat die Methode langst gelést in Verbindung mit gewissen com- 
binatorischen Methoden.**) 

Doch die Methode leistet noch mehr, sie gestattet nicht allein den 
Existenzbeweis zu fiihren, sondern sie liefert uns auch einen fertigen ana- 
lytischen Ausdruck fiir die gesuchten Fundamentalfunctionen in Form 
gewisser unendlicher Reihen, der sogenannten Newmann’schen Reihen —, 
und darin besteht eben ihre Ueberlegenheit iiber die anderen Ersatz- 
methoden fiir das Dirichlet’sche Princip, wie sie von H. A. Schwarz und 
Poincaré angegeben sind. 


*) Wir verstehen unter dieser Bezeichnung eine Function U, welche in dem 
betreffenden Bereiche dén bekannten Potentialbedingungen geniigt, d. h. nebst ihren 
Differenzialquotienten stetig ist und der Laplace’schen Gleichung AU = 0 Geniige 
leistet. — Wegen der genaueren Definition vergleiche weiter unten § 3, pag. 13. 

™) Die einschligigen Arbeiten von C. Newmann findet man niedergelegt in 
seinen ,,Untersuchungen iiber das logarithmische und Newton'sche Potential“ (Leipzig 
bei Teubner 1877) und in der ersten Abhandlung ,,Ueber die Methode des arith- 
metischen Mittels“* in den Abhandlungen der Kgl. Siichs. Gesellschaft d. Wiss. Bd. XIII 
(Leipzig bei Hirzel 1887). — Diese beiden Werke, auf die ich mich dfters zu berufen 
habe, will ich immer kurz folgendermassen citiren: ,,C. N. Unters.‘ und ,,C. N. Ab- 
handl. I“. 
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Zwar konnte C. Neumann nur die Anwendbarkeit seiner Methode auf 
convexe, oder richtiger gesagt, mirgend concave Gebiete verbiirgen; wenn 
es ihm aber nach Entdeckung dieser seiner Methode, wie gesagt, gleich- 
wohl gelang, auch fiir beliebige Bereiche das Dirichlet’sche Problem zu 
lésen, d. h. wenigstens die Evxistenz einer Fundamentalfunction mit vor- 
geschriebenen Randwerthen zu beweisen, so hatte das seinen Grund in der 
folgenden Ueberlegung: Jedes (nicht von Hause aus schon convexe) Gebiet 
lasst sich sicherlich in solche (iibereinandergreifende) Theilgebiete zer- 
legen, fiir welche die Methode des arithmetischen Mittels — sei es direct, 
sei es unter Zuhilfenahme der Abbildung nach reciproken Radien — eine 
Fundamentalfunction aus vorgeschriebenen Randwerthen herzustellen ge- 
stattet. — Die erwihnten combinatorischen Methoden gestatten dann weiter 
aus solchen Fundamentalfunctionen der Theilgebiete die Fundamentalfunc- 
tion fiir das ganze urspriingliche Gebiet herzustellen und somit das ge- 
stellte Problem zu lésen. . 

Derselbe Gedanke findet sich auch in der Methode von H. A. Schwarz 
wieder, vermittelst welcher wohl zuerst in einwandsfreier Weise die 
Existenz einer Fundamentalfunction mit willkiirlich vorgeschriebenen Rand- 
werthen fiir eine grissere Classe von Bereichen bewiesen ist, nimlich fiir 
alle ebenen Gebiete, die von singularitatenfreien Stiicken analytischer Curven 
begrenzt werden; auch Schwarz stellt zunichst die Fundamentalfunctionen 
gewisser Theilbezirke her und setzt dann aus diesen Functionen vermittelst 
seines ,alternirenden Verfahrens“ (das also den C. Newmann’schen_,,com- 
binatorischen Methoden“ entspricht) die Fundamentalfunction des ganzen 
urspriinglich vorgelegten Bereiches zusammen. 

Wihrend nun aber diese Zerlegung des gegebenen Gebietes in Theil- 
gebiete bei Schwarz im Wesen der ganzen Methode begriindet ist, — sie 
hingt enge damit zusammen, dass Schwarz von dem analytischen Aus- 
druck fiir die begrenzende Curve Gebrauch macht — so stellt sich bei 
C. Neumann die Nothwendigkeit der Zerlegung erst beim Convergenzbe- 
weise ein; C. Newmann nimmt die Zerlegung lediglich vor, um die Theil- 
gebiete gewissen Bedingungen anzupassen, unter denen allein er die Con- 
vergenz der Methode des arithmetischen Mittels beweisen kann. Ob die 
Convergenz aber wirklich an solch einschriinkende Bedingungen gebunden 
ist, ob sie nicht vielleicht thatsdchlich in viel weiterem Umfange statt- 
findet, und somit méglicherweise auch fiir das ganze urspriinglich vor- 
gelegte Gebiet selber, ob sonach vielleicht die Methode des arithmetischen 
Mittels uns ganz direct, ohne Zuhilfenahme der combinatorischen Methoden, 
die gesuchte Fundamentalfunction dieses Gebietes liefern kénnte — diese 
Frage bleibt dabei ganz offen. 

Diese Frage gerade, die Frage nach dem Giiltigkeitsbereiche der Methode 
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f des arithmetischen Mittels ist nun aber in neuerer Zeit in den Vordergrund 
. des Interesses getreten. Es handelt sich also bei den neueren Unter- 
, suchungen iiber die Methode nicht mehr um die principielle Frage nach 
4 der Existenz einer Fundamentalfunction mit vorgeschriebenen Randwerthen, 
: sondern um die folgende mehr formale Frage: Gelten vielleicht die Reihen, 
welche C. Neumann fiir die Fundamentalfunctionen des inneren und dusseren 


Gebietes von nirgend concaven Curven und Fliichen angegeben hat, ganz 
allgemein auch bei beliebigen Curven und Flichen? oder anders aus- 
” gedriickt: Lassen sich alle Fundamentalfunctionen ganz beliebig gestalteter 
Gebiete in Form dieser Neumann’schen Rethen darstellen? 

Diese Frage hat vor Allem Poincaré zum Gegenstande einer grésseren 
Arbeit gemacht.*) Er kommt in ihr zu dem Resultate, dass diese Frage 
fiir einfach zusammenhiingende Bereiche allgemein, oder doch wenigstens 
unter sehr weiten Voraussetzungen iiber die Begrenzung, bejahend 
zu beantworten ist. — Doch ist dieser Poincaré’sche Beweis fiir die 
Allgemeingiiltigkeit der Methode des arithmetischen Mittels vorliufig 
noch sehr umstiindlich und in mancher Hinsicht unbefriedigend; so setzt 
z. B. Poincaré das Dirichlet’sche Princip von voruherein als gelést voraus 
und zieht iiberhaupt Hilfsmittel zum Beweise heran, deren Benutzung — 
nach Lage der Dinge heute zwar noch unvermeidlich — doch nicht in 
der Natur der Sache begriindet ist. 

Bei dem Studium der Poincaré’schen Arbeit und der an sie sich 
enge anschliessenden neueren Arbeiten von Liapounoff, Steckloff und Korn 
gewinnt man iiberhaupt den Eindruck, dass uns noch immer ein wesent- 
licher Punkt in diesem Gebiete verborgen ist. — Wenn ich daher in 
diesem und den folgenden Aufsitzen die hauptsichlichsten Resultate 
meiner mehrjihrigen Untersuchungen iiber die Methode des arithmetischen 
Mittels veréffentliche, ohne meinerseits eine vollig befriedigende Lésung 
der aufgeworfenen Frage zu geben, so geschieht dies in dem Glauben, 
dass die hier angestellten Betrachtungen vielleicht doch bis zu einem 
gewissen Grade geeignet sein méchten, etwas Licht auf das Wesen der 
ganzen Methode und der Functionen, deren sie sich bedient, zu werfen, 
und somit auch ein wenig zur Aufhellung des stellenweise noch herrschen- 
den Dunkels beizutragen. — 

Die Convergenz der Methode des arithmetischen Mittels zu beweisen, 
ist bisher im Wesentlichen auf zwei giinzlich verschiedenen Wegen versucht 
worden. Diese beiden Wege werde ich nun nach einander einer niheren 
, Untersuchung unterziehn. — Es ist dies erstlich der Weg, auf welchem 


\e “ 


oe Ee lUhEhC CUO 


*) La méthode de Newmann et le probléme de Dirichlet. Acta mathematica 
Bd. 20, 1897, pag. 59. 
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C. Neumann urspriinglich die Convergenz der Methode wenigstens fiir 
convexe Gebiete bewies, ein Weg, bei welchem die sogenannte ,,Configura- 
tionsconstante“ des betrachteten Gebietes eine wesentliche Rolle spielt; 
und der zweite Weg ist der neuerdings von Poincaré in der citirten 
Arbeit eingeschlagene, der sich enge an ein Verfahren anlehnt, dessen 
sich H. A. Schwarz bei einem verwandten Problem bedient hat. 

Die neueren Arbeiten iiber die Methode verfolgen ausschliesslich den 
zweiten Poincaré’schen Weg weiter, und auch ich neige der Ansicht zu, 
dass auf ihm noch eher eine befriedigende Lésung der aufgeworfenen Frage 
za erwarten ist. — Wenn ich gleichwohl daneben den urspriinglichen 
C. Neumann’schen Weg eingehend beriicksichtige und vielfach Wege ein- 
schlage, welche auf demselben Princip, wie er, beruhen, so geschieht das, 
weil sich dieser Weg durch seine Einfachheit und Durchsichtigkeit aus- 
zeichnet, und weil er uns entschieden einen tieferen Kinblick in den 
Mechanismus der aufeinanderfolgenden Functionen gestattet, auf deren 
Anwendung die Methode beruht, was wohl vor Allem im Falle mehrfach 
zusammenhingender Bereiche gilt, mit denen ich mich in dem zweiten 
Aufsatz eingehender beschiftigen werde. — Ueberdies gedenke ich im 
dritten Aufsatz zu zeigen, dass das C. Newmann’sche Verfahren des Con- 
vergenzbeweises noch einer grossen Verallgemeinerung fahig ist, welche 
es vielleicht dem Interesse der Mathematiker wieder etwas niher riickt, 
da sie es in einen gewissen Zusammenhang zu den neueren Untersuchungen 
bringt, die an das Poincaré’sche Verfahren ankniipfen. 


Was nun specieller den Inhalt des vorliegenden ersten Aufsatzes 
anlangt, so diirfte dieser vielleicht nichts wesentlich Neues enthalten, er 
behandelt vornehmlich die Grundlagen fiir unsere weiteren Entwicklungen. 
Ich gebe zuniichst die Methode in ihren Hauptumrissen an [vgl. pag. 14—15] 
und bringe sodann den Newmann’schen Convergenzbeweis mit einer gewissen 
Modification, die sich dann weiterhin als diusserst fruchtbar herausstellen 
wird, und die wohl auf Hilbert zuriickgeht. 

Im Wintersemester 1895/96 hat nimlich Professor Hilbert in Géttingen 
in einer Vorlesung iiber partielle Differenzialgleichungen auch die Methode 
des arithmetischen Mittels behandelt. — Im Anschluss daran hat sich 
dann einer seiner damaligen Schiiler, Herr Ch. A. Noble, weiter mit diesem 
Gegenstande beschiiftigt und auch eine kurze Mittheilung dariiber in den 
Géttinger Nachrichten veréffentlicht.*) — Da jedoch gerade der haupt- 
sichlichste Satz, ja der Satz in welchem, wenigstens nach meiner Ansicht, 


*) Jahrgang 1896, pag. 191—198. 





ap &. & @ ee Od lk CO 


— | 


a_i i i ia 








Zur Integration der Potentialgleichung. I. 5 


allein etwas wesentlich Neues enthalten ist, in der Arbeit nicht bewiesen, 
nicht einmal ausgesprochen, vielmehr stillschweigend als bekannt voraus- 
gesetzt und mehrfach angewandt wird, so muss ich wohl annehmen, dass 
ihn Hilbert in der Vorlesung bewiesen hat, und will ihn daher kurz den 
»Hilbert’schen Sate“ nennen. — Dieser Satz spricht zum ersten Male aus, 
dass es fiir die Convergenz der Methode des arithmetischen Mittels schon 
villig hinreichend ist, dass die Configurationsconstante des betrachteten 
Gebietes kleiner als 1 ist, dass die Newmann’sche (weit engere) Bedingung 
convexer Begrenzung ganz itiberfliissig ist. 

Fiir diesen Satz, der also bereits eine gewisse Erweiterung des Giiltig- 
keitsbereiches der Methode darstellt, will ich nun im Folgenden einen 
Beweis liefern, wie ich ihn mir fiir meine Zwecke zurechtgelegt habe 
[vgl. § 5]. — In der Bezeichnungsweise werde ich mich dabei an die von 
C. Newmann gebrauchte, von der Hilbert’schen etwas abweichende halten, 
welche auch leicht die Ausdehnung der Untersuchungen von ebenen auf 
réumliche Gebiete gestattet. — 

Hilbert bedient sich iibrigens einer etwas anderen Configurations- 
constanten, die freilich mit der Neuwmann’schen enge zusammenhingt 
[vgl. § 6], vor ihr aber entschieden den Vorzug verdient, auch bestimmter 
definirt wird, sodass sie sich im einzelnen Falle leichter berechnen lisst. — 
Darin erblickt nun Noble den Hauptvorzug der Hilbert’schen Ueberlegungen, 
weil es erst durch die erleichterte Berechnung der Constanten erméglicht 
sei, die eventuelle Anwendbarkeit der Methode auf weitere Bereiche fest- 
zustellen; — wenn dem aber so ist, so verdanken wir das eben erst dem 
Hilbert'schen Satz, denn bevor dieser bekannt war, konnten wir die Con- 
vergenz der Methode bei einem Gebiete, das nicht convex war, mochte 
nun seine Configurationsconstante einen Werth haben, wie sie wollte, doch 
nicht verbiirgen. Es spielte friiher der Werth der Constanten tiberhaupt 
im einzelnen Falle keine Rolle — héchstens liess er die Stirke der Con- 
vergenz abschiitzen —, die Constante diente iiberhaupt nur voriibergehend 
dem einen Zweck, ein fiir alle Male die Convergenz des ganzen Verfahrens 
fiir convexe Gebiete zu beweisen. — 

Noble zeigt dann noch im weiteren Verlauf seiner Arbeit, dass jedes 
ebne Gebiet, das von einer ,,.Randcurve mit stiickweise stetig sich andernder 
Tangente und ohne Spitzen“ begrenzt wird, sich stets in tibereinander- 
greifende Theilgebiete zerlegen lisst ,deren Configurationsconstanten kleiner 
als 1 sind, fiir welche also die Newmann’sche Methode die Fundamental- 
functionen liefert, aus denen sich dann die gesuchte Function fiir das 
ganze Gebiet nach den Schwarz-Newmann’schen combinatorischen Methoden 
zusammensetzen lisst.— So beachtenswerth der damit erbrachte Existenz- 
beweis auch ist, etwas wesentlich Neues bringt er nicht, denn, dass es 
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stets eine Eintheilung des Gebietes giebt, welche im Wesentlichen dasselbe 
leistet, allerdings. eventuell unter Zuhilfenahme der Abbildung nach reci- 
proken Radien, das war, wie oben erwahnt, schon friiher bekannt. — 
Dass iibrigens beide Arten der Eintheilung thatsichlich auf dasselbe 
herauskommen, werde ich im letzten Paragraphen dieses Aufsatzes zeigen. — 


Um mich nun spiater kiirzer ausdriicken zu kénnen, will ich hier zu 
Kingang der Arbeit sogleich noch bemerken, dass ich iiber die ,,beliebigen“ 
Curven und Fiiichen ein fiir alle Mal die Voraussetzung mache, dass sie 
keine besonderen Singularititen besiissen, also im Besonderen von iiberall 
stetiger Biegung, fret von Spitzen, bezw. Ecken und Kanten seien. Sollte 
diese Voraussetzung nicht erfiillt sein, so bediirften unsere Ausfiihrungen 
noch einer gewissen Modification, deren Beriicksichtigung freilich unsere 
Formeln nur unnéthig compliciren und den Grundgedanken, um dessen 
Auseinandersetzung es mir zu thun ist, nur verschleiern wiirde. — Zudem 
scheint mir ein naheres Eingehn hierauf um so weniger nothwendig als 
jene Modification des Verfahrens aus den Arbeiten von C. Newmann [vgl. 
vornehmlich Abhandl. I] véllig klar ersichtlich ist [vgl. auch weiter unten 
die Anmerkungen pag. 31 und 44]. — Schliesslich will ich auch gleich von 
vornherein noch bemerken, dass ich mich hinsichtlich der ,willkiirlichen“ 
auf einer Curve oder Fliche vorgeschriebenen Functionen, immer auf 
stetige Functionen beschrinken werde. 


§ 1. 
Das Potential einer Doppelbelegung.*) 


Es sei gegeben irgend eine geschlossene Curve 6 in der Ebene, und 
auf derselben seien beliebige, aber stetige Werthe f, in irgend welcher 
Weise vorgeschrieben. Ferner sei gegeben irgend ein Punkt p in jener 
Ebene und es bezeichne E die Entfernung dieses Punktes p von einem 
Elemente do jener Curve und y die auf diesem Elemente do errichtete 
innere Curvennormale 

Alsdann bilde man das folgende iiber alle Elemente do von 6 hin- 
erstreckte Integral: 


1 
Wr=1 ft (3) 11 fi. ae, 


wo 

*) Dieser Paragraph enthilt eine blosse Zusammenstellung derjenigen Eigenschaften 
der Potentiale von Doppelbelegungen, von denen wir im Folgenden Gebrauch machen 
wollen. — Wegen des Beweises dieser Eigenschaften verweise ich auf C. Newmann’s 
Unters. (vornehmlich Cap. 4, § 6 und § 9, pag. 135) und Abhandl. I, § 4, pag. 34. 
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@ (lo p 

(de), = (ue 2) dé = =¢.- de 

die scheinbare Grésse des Elementes do ‘von p aus darstellt, dieselbe 

positiv oder negativ gerechnet, je nachdem ein in p gedachter Beobachter 

auf -die innere oder dussere Seite jenes Curvenelementes do hinblickt. 
Zu einer dieser Function W, in der Ebene vollig analogen Func- 

tion im Rawme gelangen wir nun, or 

wenn wir eine geschlossene Fliche 6 s 

betrachten, auf derselben in irgend 

welcher aber stetigen Weise eine 

Function f, vorschreiben und als- 

dann das iiber die ganze Flache 6 

hinerstreckte Integral bilden: 





ed 
1 E 
We = 2 [te Ze, ad 

wo p ein ganz beliebiger Punkt im nasi 
Raume ist, und wo EF und » ganz analoge Bedeutungen haben, wie oben. 
Um daher unseren folgenden Ausfiihrungen eine gréssere Allgemeinheit 
zu geben, bei ihnen in gleicher Weise den Fall einer geschlossenen Curve 6 
in der Ebene, wie den Fall einer geschlossenen F'liiche 6 im Rawme zu 


beriicksichtigen, wollen wir allgemeiner 


” W, = if faldoy, 
setzen, wo 

éT, cos (v, E) 
(2) (do), ==" do= ——— de 


die positiv oder negativ gerechnete scheinbare Grésse des Elementes do 
vom Punkte p aus bedeutet, und wo bei Betrachtungen 


in der Ebene: im Raume: 
h=1l1, T, = log h=2, T,=—7 





anzunehmen ist. 
Dieses so definirte Integral W,, betrachtet als Function der Lage 
des Punktes p, bezeichnet man als das ,,Potential einer Doppelbelegung“ 


der Curve oder Flache 6 und die Function = nennt man das ,,Moment“ 


dieser Doppelbelegung; doch will ich die Betrachtungen, auf welche sich 
diese Bezeichnungen stiitzen, als fiir unsere weiteren Zwecke unwesentlich, 
hier tibergehn. 
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Dieses Potential W besitet num die Eigenschaft, in jedem Punkte des 
innern, sowie des iiussern Gebietes der gegebenen Curve oder Fliche 6 nebst 
seinen Differenzialquotienten stetig zu sein und iiberdies der Laplace’schen 
partiellen Differenzialgleichung AW =O Geniige zu leisten, d. i. bei Be- 


trachtungen 
in der ee der Gleichung: . gyn der Gleichung: 
aw ew , ow 
a at Oy? 7s. a a + Se Oy* 7 One® aie 


Wir wollen diese bisher genannten Eigenschaften kurz als ,Haupt- 
(3) eigenschaften“ bezeichnen und kénnen daher kurz so sagen: 
Das Potential W einer Doppelbelegung besitet die Hawpteigenschaften 
(4) im jedwedem .Punkte des innern, sowie des diussern Gebietes der vor- 
gelegten geschlossenen Curve oder Fliche «. 
Im Unendlichen, d. bh. wenn der Punkt p ins Unendliche riickt, nimmt 
(5) W, den Werth 0 an. — Beziiglich des sonstigen Verhaltens der Func- 
tion W im Gebiete ausserhalb 6 sei noch hervorgehoben, dass das iiber 
eine beliebige, 6 wmschliessende Curve oder Fliiche o hinerstreckte Integral 


(6) I => da verschwindet, wenn N die auf dem Curven- oder Flachenelement 


dq errichtete innere Normale bedeutet. 

Sodann ist noch zu bemerken, dass die Function W, in der Nihe 
von 6 unstetig ist. Lassen wir naimlich den Punkt p durch 6 hindurch- 
gehn, so besitzt W, unmittelbar vor und unmittelbar nach dem Durch- 
gange wesentlich verschiedene Werthe, die wiederum verschieden sind 
von denen, die es in dem Momente besitzt, in dem p gerade in 6 hinein- 
fallt, identisch mit einem Punkte s von 6 wird. Es macht also der 
Werth von W,, beim Durchgange von p durch 6 zwei unmittelbar auf- 
einanderfolgende Spriinge, und zwar sind diese Spriinge einander gleich, 
nimlich gleich f,, gleich dem Werthe, den die Function f, in jenem 
Curven- oder Flichenpunkte s besitzt. Es sind nimlich die Grenzwerthe 
von W;, d. h. von den Werthen der Function in inneren Punkten i: 


(7i) Wue= Witt, 

und die Grenzwerthe von W., a» von den Functionswerthen in dusseren 
Punkten a: 

(7a) Wi. W.—T., 

wo also W, den Werth von W in dem geradezu auf 6 gelegenen Punkte s 
bedeutet. 


Gegeniiber diesem unstetigen Verhalten von W, in der Néhe von o 
sei hinsichtlich dieser Werthe W, bemerkt, dass sie, betrachtet lediglich 
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(8) als Function der Lage des Punktes s auf der Curve oder Fliiche 6 selber 
eine daselbst stetige Function bilden. 

Endlich sei noch bemerkt, dass im Gegensatz zu den Functions- 
werthen selber sich die Differentialquotienten von W nach der Normalen 
von 6 beim Durchgange durch o durchaus stetig andern, es ist namlich 


ow ow 
(9) oe + on = % 


wenn N die mit v correspondirende iussere Curven- oder Flachennormale 
bezeichnet. — 

Zam Schlusse sei noch eines wichtigen Specialfalles Erwihnung 
gethan, in dem die Function W, besonders einfache Werthe annimmt, 
namlich des Falles, dass wir f, = const., oder noch specieller f, = 1 setzen. 
Es geht dann W, in die schon von Gauss betrachtete Function 


(10) w, = i | (a0), 


iiber,*) und diese hat in inneren Punkten 7, in Punkten s der gegebenen 
Curve oder Fliche 6, und in fiusseren Punkten a die folgenden einfachen 
Werthe: 


(10’) w;= 2, w,=1, w,=0. 


§ 2. 
Die Oeffnungsfunction und die Hilbert’sche Configurationsconstante 
einer geschlossenen Curve oder Fliiche. 


Wir wollen jetzt von dem zuletzt betrachteten Falle, dass die Func- 
tion f, eine Constante sei, ganz absehn, vielmehr annehmen, dass /, eine 
wirkliche Function sei, d. h. eine Function, die an verschiedenen Stellen 
auch thatsachlich verschiedene Werthe annimmt. 

Es sei G der grésste, und K der kleinste dieser Werthe, mithin 
G — K die sogenannte Schwankuwng dieser auf der gegebenen Curve oder 
Flaiche 6 vorgeschriebenen Function f. Dann ist die Frage, um die es sich 
jetzt handelt, die folgende: Wie gross ist unter so bewandten Umstiinden 
die Schwankung der Randwerthe W, der zugehérigen Function W? 

Wir wollen fiir diese Randfunction W, aus spiter leicht ersichtlichen 
Griinden die neue Bezeichnung /” einfiihren, definiren demnach /, durch 
die folgende Gleichung: 


(! f= Wim i fte(dos. [vel (1) pag. 7) 


*) Theoria attractionis corporum sphaeroidicorum ellipticorum homogeneorum. 
Gauss’ ges. Werke, Bd. V, pag. 9, theorema quartum. 








(3) 
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Es handelt sich dann also darum, die Schwankung dieser neuen Func- w 
tion f’ zu bestimmen, oder wenigstens méglichst enge Grenzen fiir sie . 
anzugeben, sie in Beziehung zu setzen zu der Schwankung der Function /. ( 


Wir markiren zu diesem Zwecke auf 6 zwei beliebig aber fest ge- 
wahlte Punkte s, und s,, bilden mit Bezug auf beide die Function f’ und 
bilden dann weiter die Differenz dieser beiden Functionswerthe 

, , 1 1 
fh, — t= Ff foldo), — ff foldo),. ( 


Nunmehr zerlegen wir 6 zunichst in ganz willkiirlicher Weise in zwei 


Theile « und #6. Dann sind jene Integrale hinzuerstrecken iiber alle k 
Elemente da des einen, sowie alle Elemente df des anderen Theils, wir 

miissen also schreiben: ] 

, , 1 ; 1 , 

fe — t= { [rede + fra} | fre@ar, +f pcan), 

@ 8 @ 5 é 

oder aber: s 

, , 1 1 
@) K— t=, f fellde, — (ae), — 4 fold). —@B). 
a@ 2 
Jetzt setzen wir nach Hilbert iiber jene Hintheilung von o fest, dass ( 


zum Theile « alle Elemente do gehiren mégen, die von s, aus grosser 
erscheinen als von s,, und zum Theile B alle tibrigen, also diejenigen 
Elemente, die von s, aus grésser oder gleich gross erscheinen als von s,,*) 
sodass also (d«),, > (da),, und (dB), < (dB),, ist, oder aber: f 
[(da),, —(da).,] >0. und [(dB). — (dA).,] = 9. 
Den Ausdruck rechter Hand in (2) werden wir demnach vergrissern, 
wenn wir daselbst in dem ersten Integrale fiir f seinen gréssten Werth G, 
in dem zweiten, abzuziehenden, dagegen seinen kleinsten Werth K ein- 
treten lassen. Es ist daher 


4) K-K< Gf f (de), — do) — K-, [1@B.— @B a. 
a 3 
Nach Formel (10’) pag. 9 ist nun aber w,, = w,, (nimlich = 1), d. i. 


Ff (ao), = f Go. (9) 


a Kc +f (Bs = bef eh + foe, | 


oder 





*) Bei dieser Ausdrucksweise ist wiederum die scheinbare Grosse eines Ele- 
mentes do von einem Punkte p aus nicht absolut gerechnet gedacht, sondern positiv 
oder negativ, je nachdem ein in p gedachter Beobachter auf die innere oder iiussere 
Seite von do hinblickt [vgl. pag. 7]. 
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C- woraus sich weiter sofort die einfache Beziehung 
ie 1 1 
6) A Uae), —(ae) = {dB — 4B] 
= ” B 
d ergiebt. — Den gemeinsamen Werth dieser beiden Ausdriicke wollen wir 


nun abkiirzend mit D(s,,s,) bezeichnen; dann kénnen wir die Formel (4) 
in die folgende einfache Gestalt versetzen: 
(6) fs, — fy S(G—K) - D(s,, 83). 

Die hier eingefiihrte Function D(s,, s,) will ich nun kurz bezeichnen 
als die Oeffnungsfunction von 6 in Bezug auf die Pole s, und s,.*) Wir 
kénnen dieselbe dann folgendermassen definiren: 

Man markire auf der gegebenen Curve oder Fliiche 6 zwei beliebige 
Punkte s, und s, und theile sodann 6 in der Weise in zwei Theile « und £, 
dass man zum Theile « alle Elemente do rechnet, welche von s, aus grdsser 
erscheinen als von s, aus, zum Theile B aber alle iibrigen. — Alsdann ver- 
stehn wir unter der Oeffnungsfunction der Curve oder Fliche 6 mit 
Bezug auf s, und s, als Pole das folgende tiber den Theil « hinerstreckte 
Integral: 

(1) D(s» 8) = fy, f (ade), — @e))- — 

Aus dieser Definition geht unmittelbar hervor, dass D(s,, s,) wirklich 
eine Function lediglich der Lage von s, und s, ist, denn auch das Inte- 
grationsgebiet « ist, ausser natiirlich von der Beschaffenheit von 6, nur 
noch abhingig von der Lage dieser beiden Punkte. 

Ferner ist aus jener Definition sofort ersichtlich, dass D(s,, s,) eine 
? wesentlich positive, d. h. niemals negative Function ist, und endlich, dass 
? diese Function verschwindet, wenn beide Pole zusammenfallen: es ist 

(8) D(s,s) = 0. 
Es sei sogleich wegen spaterer Anwendungen bemerkt, dass dies im All- 
gemeinen die einzige Art ist, die Oeffnungsfunction zum Verschwinden 
zu bringen. Sie kann als Summe von lauter positiven Gliedern nur noch 
dann verschwinden, wenn diese Glieder einzeln simmtlich zu 0 werden, 
d. h., wie man wohl leicht iibersieht, wenn von den beiden auf 6 
(9) gelegenen Punkten s, und s, aus séimmtliche Elemente do gleich gross 
erscheinen; das erfordert aber eine ganz besondere Beschaffenheit der 
vorgelegten Curve oder Fliche o [vgl. weiter unten § 7 und § 10]. — 
Die an dieser Stelle fiir uns wichtigste Eigenschaft der Oeffnungs- 
function ist nun aber in der Formel (6) enthalten. Diese besagt, dass 


=V—"F TS @S 


*) Dieser Name diirfte sich darum einigermassen empfehlen, weil man die Gréssen 
(do), [vgl. (2) pag. 7], welche in der Function eine Hauptrolle spielen, stets geo- 
metrisch deuten kann als die Oeffnwngen gewisser Winkel bezw. Kegel. 
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das Product aus der Oeffnungsfunction D(s,, s,) und der Schwankung G— K 
der urspriinglich ‘auf 6 vorgeschriebenen Function f eine obere Grenze bildet 
fiir die Differene der Werthe von f’ in den Punkten s, und s,. 

Lassen wir nun die Pole s, und s, auf 6 in andere und andere Lagen 
riicken, so wird die Oeffnungsfunction D(s,, s,) im Allgemeinen andere 
und andere Werthe annehmen. — Den gréssten aller dieser Werthe be- 
zeichnen wir mit c. Es ist dann ¢ die Hilbert’sche Configurationsconstante 
der vorgelegten Curve oder Fliche 6. — In der That hangt dieser Werth c 
nur noch ab von der Beschaffenheit, von der Configuration von 6. 

Nach der Definition dieser Constanten ¢ als Maximum der Oeffnungs- 
function D(s,, s.) [vgl. (7)] ist also 

D(s,, 5) Se, 


welche Lage auch s, und s, auf 6 besitzen mégen, mithin wird nach (6) 
die Werthdifferenz von /’ in zwei solchen beliebigen’ Punkten s, und s, 
umsomehr: 

fy — fy <(G—K)e 
sein, und diese Relation wird also z. B. auch dann noch giiltig bleiben, 
wenn wir s, und s, in diejenigen beiden Punkte von 6 riicken lassen, in 
denen die Function f’ ihren gréssten Werth G’, bezw. ihren kleinsten 
Werth K’ annimmt, d. h. es wird auch noch 
(10) G’— K'< (G—K)-c 
sein. Die Hilbert’sche Configurationsconstante c besitzt also die Eigenschaft, 
ee obere Grenze darzustellen fiir den Quotienten der Schwankungen der 
urspriinglich auf 6 vorgeschriebenen Function f und der auf Grund der- 
selben gebildeten Function f’ [vgl. (1)]. 

Das Wesentliche an diesem Resultate liegt nun darin, dass wir bei 
seiner Herleitung keinerlei speciellere Voraussetzungen tiber die Beschaffen- 
heit der vorgelegten Curve oder Fliche 6, oder iiber den Werth der 
Configurationsconstanten ¢ gemacht haben. Dieser Satz gilt daher auch 
ganz allgemein, gleichgiltig ob z. B. die gegebene Curve oder Fliiche 6 
tiberall convex oder aber convex-concav ist. 

Bemerkung. — Aus den obigen Betrachtungen geht hervor, dass die 
Differenz f,, — f., ihre in (6) angegebene obere Grenze (G— K)- D(s,, s,) 
nur dann wirklich erreicht, wenn die vorgeschriebene Function f unstetig 
ist, in der Weise, dass sie auf dem Theile « von 6 iiberall den Werth G 
und auf dem Theile f iiberall den Werth K besitzt. Dieser so definirten 
unstetigen Function kénnen wir nun aber eine stetige Function f beliebig 
annihern; wir kénnen somit, selbst wenn wir uns auf stetige Functionen f 
beschrinken, die Differenz f,, — f,, beliebig nahe an (G—K) - D(s,, s,) 
herandriicken, und daraus folgt, dass dieser Ausdruck die wahre obere 
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Grenze fiir f, — f.,, und dass demgemiiss auch die Hilbert’sche Configura- 
tionsconstante c die wahre d. h. die kleinste obere Grenze fiir den 
Quotienten der Schwankungen der Functionen f und f" darstelit. 


§ 3. 
Die Methode des arithmetischen Mittels. 


Wir schicken den Ausfiihrungen dieses Paragraphen die folgenden 
Definitionen voraus [vgl. C. N. Abhandl. I, pag. 16 u. 21]: 


I. Unter einer Fundamentalfunction U eines von einer ge- 
schlossenen Curve oder Fliiche 6 begrenzten innern Gebietes 3 
verstehn wir eine Function, welche innerhalb dieses Gebietes 3 
die Haupteigenschaften besitzt [vgl. deren Definition (3) pag. 8], 
und iiberdies auch mit ihren Randwerthen, d. i. mit ihren Werthen 
auf 6 in stetiger Weise zusammenhiingt. 

II. Eine Fundamentalfunction U des Gebietes U ausserhalb 
einer geschlossenen Curve oder Fldche 6 muss innerhalb dieses Ge- 
bietes M& ebenfalls die Haupteigenschaften besitzen und ebenfalls 
mit ihren Randwerthen, d. h. ihren Werthen auf 6 in stetiger Weise 
zusammenhiingen, zugleich aber auch noch zwei weitere Bedingungen 
erfiillen, naimlich in allen unendlich fernen Punkten ein und den- 
selben Werth besitzen*), und sodann muss noch das iiber eine 
beliebige, 6 umschliessende Curve oder Fliche @ hinerstreckte 


Integral f ov da verschwinden, wenn N die innere Normale des 


Curven- oder Flachenelementes dw bedeutet. 


Von solchen Fundamentalfunctionen gilt nun der Satz, dass sie durch 
Angabe ihrer Randwerthe eindeutig bestimmt sind, d. h. es giebt nicht zwei 
verschiedene Fundamentalfunctionen eines Gebietes, die auf dessen Be- 
grenzung ein und dieselben Werthe besitzen, wie sich das leicht, am ein- 
fachsten wohl mit Hilfe der Green’schen Siitze, beweisen lasst. 

Eine schwierigere, aber nicht minder wichtige Frage ist die, ob man 
diese Randwerthe ganz willkiirlich wahlen darf, oder genauer ausgedriickt, 
ob es stets, wie man sich auch auf der Begrenzung eines Gebietes eine 


*) Dieser Werth braucht durchaus nicht gleich oo oder 0 zu sein; darin unterscheiden 
sich eben diese Fundamentalfunctionen U von den wohl schlechthin als Potential- 
functionen bezeichneten Functionen V, welche im Unendlichen wie M slog 7, oder 7, 
d. h. wie das Potential einer Masse M gleich oo bezw. 0 werden, und welche auch 


nicht die letzte Bedingung erfiillen, fiir welche vielmehr ul dw gleich 2haM wird 


oN 
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Function vorgeschrieben denken mag, eine Fundamentalfunction jenes Ge- 
bietes giebt, welche am Rande mit jener Function iibereinstimmt. 

Einer der ersten, der diese Frage nach der Existenz einer Funda- 
mentalfunction bei beliebig vorgeschriebenen Randwerthen aufwarf, war 
Dirichlet. — Er beantwortete sie bejahend, doch ist der Beweis, den er 
fiir diese seine Behauptung in dem beriihmten Dirichlet’schen Princip gab, 
spater als nicht stichhaltig erkannt worden. 

Strenge Beweise fiir die Existenz solcher Fundamentalfunctionen haben 
erst 1869 und 1870 H. A. Schwarz*) und C. Newmann und in neuerer 
Zeit Poincaré in seiner ,méthode de balayage“**) geliefert. 

Unter diesen Methoden beansprucht wohl, wie schon erwihnt, die 
von C. Neumann angegebene ,,Methode des arithmetischen Mittels“***) 
aus dem Grunde das grésste Interesse, weil sie nicht nur die Evistenz 
der gesuchten Fundamentalfunction sicherstellt, sondern unter gewissen, 
weiter unten zu besprechenden Einschriinkungen auch die Aufgabe lést, 
die Fundamentalfunctionen des innern, sowie des diusseren Gebietes einer 
geschlossenen Curve oder Fliche 6 aus thren Randwerthen wirklich her- 
zustellen, sie liefert uns namlich einen fertigen analytischen Ausdruck 
fiir diese gesuchten Functionen, und zwar verlangt sie zu diesem Zweck 
von uns die Ausfiihrung der folgenden sogleich anzugebenden Operationen: 

Methode des arithmetischen Mittels. — Man bilde auf Grund der 
gegebenen Randwerthe f der gesuchten Fundamentalfunctionen successive die 
folgenden Functionen: 


1 . , 
W, = fr.(ao), ? W, — Fe 9 


, 1 , , ” 
(1) W, = i ft (do), ? W, “ee. 9 
” 1 « ” ” “rT 
W, — i ft. (de), W, —_ f, 
etc. ete. ete. 


*) H. A. Schwarz: ,,Zur Theorie der Abbildung“, sowie vor Allem: ,,Ueber die 
a2 A2 
Integration der partiellen Differentialgleichung sat + By > = 0 unter vorgeschriebenen 


Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen“. Ges. mathem. Abhandlungen, Berlin 1890, 
Band II, pag. 108 bezw. 144. 

**) H. Poincaré: ,,Sur les équations aux derivées partielles de la Physique 
mathématique. Americ. Journal of Mathematics, Baltimore 1890, vol. XII, pag. 211, 
daselbst § 1. 

***) Zum ersten Male veréffentlicht ist diese Methode in den Berichten der Kgl. 
Siichs. Gesellsch. d. Wiss. 1870 [vgl. die Berichte tiber die Sitzungen vom 21. April 
und 31. Oktober 1870]. — Wegen der ausfiihrlicheren Darstellungen, welche die Methode 
spiter durch C. Newmann gefunden hat, vgl. oben die Anmerkung pag. 1. 
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te- d. h. man bilde auf Grund von f die zugehirige Function W,, [vgl. (1) 

pag. 7], bezeichne deren Randwerthe W, mit f, und bilde auf Grund dieser 
Ja- neuen Randfunction f" entsprechend die nédichstfolgende Function W,,, be- 
var zeichne deren Randwerthe W, mit f,’ und fahre in dieser Weise fort. — 
er Dann werden die so definirten Randfunctionen f,“ mit wachsendem n gleich- 
ab, miissig gegen eine Constante, die Convergenzconstante C, convergiren. 

Sodann bilde man die beiden folgenden unendlichen Reihen 

“a (2a) &£=—(C—f) + —f) +(C-—f) +--+ 
rer . , ” ” v Vv 

(2i) 2 C-1) + -h)4+@" —-) +--- 
die und auf Grund der so definirten Functionen &, und y, die Ausdriicke: 
i) 
-” (8a) o,=C+ i [§(d0), = C—[W,+W,'+W,"+ Wi" +--4, 
en, 
- Bi) W=C+ a, f 1(40),—= C+ [((W—W)+(Wi—W") ++. 
ner 
or = Es stellen alsdann die durch diese Neumann’schen Reihen 
ick definirten Functionen ®, und ¥, diejenigen Fundamentalfunc- 
ck tionen des dussern und innern Gebiets der verlangten geschlossenen 
mn: Curve oder Fliche 6 dar, welche auf 6 die Werthe f, d. i. die vor- 
ler geschriebenen Randwerthe besitzen. 
die 


Auf den Beweis fiir die Richtigkeit dieser Behauptung wollen wir 
hier nicht niiher eingehn; derselbe ist in aller Strenge von C. Newmann 
gefiihrt worden [vgl. Unters. pag. 192—205, und Abhandl. I, pag. 77—88] 
unter der einzigen Voraussetzung, dass das angegebene Verfahren con- 
vergire. — Auf diesen einen Punkt, auf den Convergenzbeweis allein wollen 
wir daher unser Augenmerk richten. Von C. Neumann selber ist er 
allgemein gefiihrt allein fiir den Fall einer nirgends concaven Curve oder 
Fliiche 6. — Wir werden ihn nun. in § 5 in etwas weiterem Umfange 
fiihren, wir werden daselbst den ,,Hilbert’schen Satz“ beweisen, welcher be- 
hauptet, dass die angegebene Newmann’sche Methode des arithmetischen 


die Mittels convergent ist, sobald nur die Configurationsconstante c der begrenzen- 

en den Curve oder Fliiche 6 kleiner als 1 ist*). 

90, Doch bevor ich auf den Beweis dieses Satzes eingehe, will ich noch 
im folgenden Paragraphen einen Hilfssatz beweisen, der fiir unsere weiteren 

jue Beweisfiihrungen zwar nicht unumgiinglich nothwendig ist, sie aber 

11, 

gi. *) Dass dies thatsiichlich eine Erweiterung des Newmann’schen Criteriums ist, 

ril d. h. dass unter den Curven und Fliichen, welche diese Bedingung erfiillen, die 


“~ nirgend concaven als specielle Fille enthalten sind, das soll weiter unten in § 6 
niiher ausgefiihrt werden [vgl. pag. 27]. 
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wesentlich abkiirzt, ein Satz, der iibrigens auch an und fiir sich einiges : gilt 
Interesse beanspruchen diirfte, da er uns einen tieferen Einblick in das nur 


Wesen der aufeinanderfolgenden Functionen f,” gestattet. an, 
5! £ 

§ 4. pe 

Beweis eines Hilfssatzes. Folgerungen. m 

Die in § 1 ausfiihrlicher behandelte Function W, diirfen wir nicht pe 
etwa ohne Weiteres als Fundamentalfunction der Gebiete innerhalb und ger 
ausserhalb 6 ansprechen; denn erfiillt sie auch die iibrigen an solche 
Functionen gestellten Anforderungen, so hingt sie doch nicht stetig mit out 
ihren Randwerthen W, zusammen, die Werthe W, innerhalb o nihern sich Fu 
vielmehr am Rande der Function W,-+- f, und die Werthe W, ausserhalb Fu 
der Function W,— f, [vgl. (7) pag. 8]. Wir kénnen daher nur sagen: 

Die Werthe W, und W,+-f, bilden in ihrer Gesammtheit eine Funda- Sal 
mentalfunction des Gebietes 3 innerhalb der geschlossenen Curve oder Fliiche ves 
o — und entsprechend die Werthe W, und W,— f, eine Fundamentalfunction jeti 
des Gebietes U ausserhald o. Sui 

Nun ist eine Fundamentalfunction entweder innerhalb ihres ganzen Un 
Gebietes constant, d. h. hat iiberall denselben Werth, oder aber sie nimmt 
ihren gréssten und kleinsten Werth nur auf der dieses Gebiet begrenzen- Ps 
den Curve oder Fliiche 6, nicht aber etwa im Unendlichen an [vgl. C. N. i 
Abhandl. I, pag. 20 u. 26]. die 

Die zuletzt betrachtete Fundamentalfunction W,, W,—/, des Gebietes Pu 
& hat nun im Unendlichen den Werth 0 [vgl. (5) pag. 8]; es bleiben daher | 
nach dem soeben Gesagten nur diese beiden Méglichkeiten: . (3) 
(1a) entweder besitzt jene Function iiberall im dusseren Gebiete YU, also - 

auch auf 6 den Werth 0, . 
(1b) oder aber sie besitzt auf 6 sowohl Werthe, die grésser als 0, als on 
auch solche, die kleiner als 0 sind. bel 


Diese Werthe der Function auf o sind nun aber nach dem obigen Satze fin 
enthalten unter der Form W,— f, oder f,’— f, [vgl. (1), pag. 14]. — Wir 


em 
gelangen somit zu dem Resultate, dass entweder, nimlich im Falle (1a) 
fiir alle Punkte s auf 6 lei 
(2a) LK—-f=—% f=, gle 
ist, oder aber, dass es, naimlich im Falle (1b), auf 6 sicher zwei Punkte (4) 
s, und s, giebt, derart, dass un 


f,—f,>0 dagegen fi, —f, <0 
ist. Nun sind aber f und /” stetige Functionen [vgl. (8) pag. 9], und Gleiches 
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gilt daher auch von der Differenz f’—f. Kine stetige Function nimmt 
nun aber alle Werthe zwischen irgend zweien ihrer Werthe wirklich 
an, und es wird daher diese Differenz auch den zwischen f,, — f,, und 
f. — fr, gelegenen Werth 0 annehmen, d. h. es wird auch im Falle (1b) 
wenigstens gewisse Punkte s auf 6 geben, in denen 

(2b) K—f.=-% ff, 

ist. Wir gelangen somit zu dem Resultate, dass stets (d. h. im Falle (1a), 
sowie (1b)) die Fumctionen f und f’ gemeinsame Werthe besitzen, oder 
genauer ausgedriickt: 

Es lassen sich stets solche Werthe finden, welche in gleicher Weise an- 
zutreffen sind unter den Functionswerthen der urspriinglich vorgeschriebenen 
Function f,, sowie unter den Werthen der auf Grund von f, gebildeten 
Function f/ [vgl. (1), pag. 9]. 

Dieser Satz stellt einen Specialfall des zu beweisenden allgemeinen 
Satzes dar. — Zu diesem gelangen wir, wenn wir, analog wie wir vorhin 
von der Fundamentalfunction W,, f, —f, des Gebietes & ausgingen, so 
jetzt ausgehn von einem Aggregat mehrerer solcher Functionen, von der 
Summe WL? + Wet? 4+ Wet? +...+ Wi"t?—”, welche ebenfalls im 
Unendlichen verschwindet, und zusammen mit den Werthen (f,°+—f,™) 
+ (fet) — fF) Ho ..  (fOt+9— fete), dh. mit den Werthen 
{+9 — f.™, eine Fundamentalfunction des Gebietes & bildet. — Wir ge- 
langen dann, wie man wohl leicht iibersieht, durch genau dieselben Schliisse, 
die wir oben anwandten, zu dem Resultate, dass es stets auf 6 solche 
Punkte s giebt, in denen 


(3) fet ali f, = 0, foro = f.™ 
ist, oder dass die Functionen f+? und f™ stets gemeinsame Werthe 
haben. — Dieses Resultat kénnen wir so aussprechen:*) 


Hilfssatz. — Wie wir auch aus der Reihe der unendlich vielen in (1) 
pag. 14 definirten aufeinanderfolgenden Functionen f,, f,, f,’, f,", etc. 2wei 
beliebige f{” und f.“+® herausgreifen mégen, stets werden sich solche Werthe 
finden lassen, die sowohl anzutreffen sind unter den Functionswerthen deér 
einen, sowie der andern dieser beiden Functionen. — 

Wir greifen jetzt zuriick auf die Gleichungen (2a) und (2b) und 
leiten aus ihnen in leicht ersichtlicher Weise die folgenden beiden Un- 
gleichungen ab: 


(4) G>K, K’'<G, 

und entsprechend aus (3), wenn wir noch allgemein den gréssten und den 
*) Wir sehen dabei ab von dem fiir uns unwesentlichen Umstande, dass diese 

gemeinsamen Werthe auch theilweise in denselben Punkten von o anzutreffen sind. 


Mathematische Annalen. LY. 2 
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kleinsten Werth der Function f,” mit G™, bezw. mit K) bezeichnen, diese 
beiden allgemeinen Ungleichungen: | 


(5) Ge+o> KO, Keto < Gu, 


Diese kénnen wir dann geradezu als den analytischen Ausdruck des soeben 
ausgesprochenen Satzes ansehn, wie das wohl am einfachsten aus der 
folgenden geometrischen Darstellungsweise zu ersehen ist. 

Wir tragen, z. B. im Specialfalle (4) der Ungleichungen (5), auf zwei 
benachbarten Ordinaten eines rechtwinkligen Coordinatensystems die Werthe 
K und G, bezw. K’ nnd G’ ab. Dann kénnen wir die Ordinaten der 
zwischen K und G bezw. K’ und G’ gelegenen Punkte ansehn als Re- 
prisentanten der Functionswerthe von /, bezw. f,;. — Die Bedingungen 
(4) verlangen dann, dass sich diese beiden Strecken KG und K’G’ iiber- 
einander schieben, dass ihnen Punkte mit gleichen Ordinaten angehéren, 
d. h. sie besagen, dass thatsichlich die Functionen f, und f, gemeinsame 
Werthe besitzen. q. e. d. 

Um nun weiterzugehn, beachten wir, dass diesen Bedingungen (4) im 
Ganzen auf vier verschiedene Arten geniigt werden kann, dass dieses 
Uebereinandergreifen der Strecken KG und K’G’ auf vier verschiedene 
Arten stattfinden kann, welche die folgenden, wohl auch ohne weitere 
Erklarung verstindlichen Schemata zur Anschauung bringen: 
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Diesen Figuren entnehmen wir sofort, dass wenn wir den grissten 
und den kleinsten der den beiden Functionen f, und /, gemeinsamen 
Werthe mit y’ und x’ bezeichnen, stets 


(6) y = G oder G’, x = K oder K’ 

ist. — Nunmehr ziehen wir noch die Function f,’ mit in den Bereich 
unserer Betrachtungen. Da sie nach unserem ersten Satze sowohl gemein- 
same Werthe mit f,, wie auch mit /,’ haben muss, so entsprechen ihre 
extremen Werthe G” und K”, eben nach (5), den Bedingungen 

Gg” = K Gg” = K’ 
K” < G K” . G'’, 
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also zufolge (6) sicherlich auch den Relationen 


(7) G’>x,- K’<y, 

welche besagen, dass die Intervalle K”G” und x’y’ sich theilweise iiber- 
decken, dass /,” somit auch Werthe annimmt, die zwischen x’ und y’ ge- 
legen sind, die also sowohl unter den Werthen von f,, als auch von /,’ 
anzutreffen sind, d. h. die drei Functionen f,, f, und f,’ besitzen gleich- 
zeitig ihnen allen dreien gemeinsame Werthe. 

Den gréssten: und kleinsten dieser Werthe, welche also den Inter- 
vallen xy’ und K” G” gleichzeitig angehéren, bezeichnen wir nun mit y” 
und x”. — Dann folgt, ahnlich wie oben, aus der geometrischen Dar- 
stellung, dass: 

y =y' oder G", “=x oder K”, 
oder aber, unter Beriicksichtigung der Werthe (6) von y’ und x’, dass: 
(8) y” = G oder G’ oder G", x” == K oder K’ oder K” 


“wr 


— Die nichstfolgende Function f,” hat nun gemeinsame Werthe sowohl 
mit f, wie mit f,, wie auch mit /,’; es ist daher [vgl. (5)] 


G”">K G" > K’ G” > K", 
gv<g ™ xvcqg ™ K”"<@", 
d. h. nach (8) sicherlich auch: 
@) G">x", EK" <7’, 


woraus wieder folgt, dass die Werthe von f,” wenigstens theilweise in 
dem Intervall x” y” der den Functionen /,, f,’ und f,” gemeinsamen Werthe 
enthalten sind, dass es somit Werthe giebt, die allen vier Functionen 
fa fis fy" una fi gleichzeitig gemeinsam sind. 

Mit dieser Schlussweise kénnen wir nun fortfahren; wir kommen 
dann zu dem Resultate, dass es bei ganz beliebigem m stets ein Werth- 
intervall x y™ giebt, welches gleichzeitig den Werthen der » + 1 Func- 
tionen f,, f,', f,’,-++f, angehért. — Da dieses Intervall x” y™ seiner Natur 
nach nun aber mit wachsendem » niemals grésser, wohl aber kleiner 
werden kann, so ist der Fall nicht ausgeschlossen, dass es sich schliesslich 
auf einen einzigen Punkt zusammenzieht, und wir werden daher unser 
Resultat nur so aussprechen diirfen: 

Erste Folgerung. — Es giebt sicher mindestens einen Werth, welcher 
anzutreffen ist unter den Werthen der simmtlichen aufeinanderfolgenden 
Funetionen f,, f,, f,’, ete. [vgl. (1), pag. 14]. 

Sollten sich nun diese Functionen schliesslich immer weniger und 
weniger von einem bestimmten Werthe unterscheiden, also in unserer 
friiheren Ausdrucksweise eine Convergenzconstante besitzen [vgl. pag. 15], 
2* 
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so kann diese allein augenscheinlich jenen einzigen allen Functionen ge- 
meinsamen Werth darstellen und wir gelangen somit zu folgendem Satze: 

Zweite Folgerung. — Vorausgesetzt die aufeinanderfolgenden Funce- 
tionen f,, f,, f,’, ete. besdissen eine Convergenzconstante, so ist deren Werth 
sicherlich enthalten unter den Werthen einer jeden dieser Functionen, also 
jedenfalls auch unter den Werthen der urspriinglich auf der vorgelegten 
Curve oder Fliche 6 vorgeschriebenen Function f,. 


§ 5. 
Beweis des Hilbert’schen Satzes. 


Wir wenden uns nunmehr zum Beweise des schon in § 3 erwahnten 
Hilbertschen Satzes. — Demgemiiss nehmen wir im Folgenden immer 
an, die betrachtete Curve oder Fliiche o habe die Eigenschaft, dass ihre 
Configurationsconstante [vgl. § 2, pag. 12] 

(1) e<l 

sei und zwar wirklich kleiner als 1 (nicht nur <1). Unter dieser Voraus- 
setzung wollen wir sodann die Convergenz der in § 3 angegebenen Methode 
des arithmetischen Mittels beweisen. 

Dieser Convergenzbeweis wird naturgemiiss in zwei getrennte Theile 
zerfallen, namlich zuniichst in den Beweis fiir die Existenz einer end- 
lichen Convergenzconstanten C, und sodann in den Beweis fiir die Con- 
vergenz der Reihen (3a) und (3i) pag. 15, oder, wovon diese eine blosse 
Folge ist, die gleichmdssige Convergenz der Reihen (2a) und (2i) pag. 15. — 
Von diesen beiden Theilen des Convergenzbeweises macht die weitaus 
grésseren Schwierigkeiten der erstere, der Beweis fiir die Existenz einer 
endlichen Convergenzconstanten C; auf diesen Beweis wollen wir daher zu- 
nichst eingehn. Nach Absolvirung dieses Beweises wird sich die Con- 
vergenz der Reihen (2a) und (2i) pag. 15 so gut wie von selbst ergeben. 

Wir kniipfen an die Ungleichungen (5) pag. 18 an und bringen sie 
im Specialfalle » 0 zur Anwendung, wo sie die folgende Gestalt an- 
nehmen: 

K®@ < G, G@ => K. 
Wir addiren, bezw. subtrahiren jetzt beiderseits G® — K®, um zu erhalten: 
(2) G9<G+(G9—K®), K®>K—(G®—K®). 
Nun fanden wir ganz allgemein in (10) pag. 12: 
G’— K’< (G—K)-e. 
Da aber durch genau dieselben Operationen, durch die f’ aus f entstand, 
auch f” aus f’ hervorgeht, und weiter /”’ aus /” u. s. w. f. [vgl. (1) pag. 14], 











so W 
aufei 


GG” 
und 


(3) 


Mit 


wora 
(4) 

folgt 
ganz 


(5) 


liche 
2K - 


unen 


oder 
nega 
(6) 


wert 
unte 
Fun 
obig 
miis 
dass 
dent 





tze: 
ine- 
erth 
also 
yten 


ten 
mer 
ihre 


en: 


nd, 








Zur Integration der Potentialgleichung. I. 91 


so wird die nimliche Relation zwischen den Schwankungen je zweier 
aufeinanderfolgender Functionen bestehn, d. h. es folgt analog: 


G” — K" < (@’—K’) -e, G” — KK" <(G"—K")-c, usw, 
und hieraus ergiebt sich das folgende Formelsystem: 
[(G’ —K’ <(G—K).-c, 
G” —K”" < (G—K)-e, 
(3) G” —K'"" < (G—K)-e, 
; G” —K" <(G—K)-¢, 





G —K™< (G—K)-c". 

Mit Riicksicht hierauf nehmen dann die Formeln (2) die Gestalt an: 
G® < G+ (@G—K)-e, K® > K — (G—K)-e, 

woraus weiter, da unserer Voraussetzung (1) zufolge c< 1 ist, a fortiori 

(4) G® <G+ (G—KXK), K® > K — (@G—K) 

folgt, oder aber, wenn wir jetzt noch der Gleichférmigkeit halber die 

ganz beliebig gewahlte Zahl q mit » bezeichnen: 

(5) G™ < 2G — K, KM >2K—G. 

Damit haben wir zuniichst das Resultat erhalten, dass die stimmt- 
lichen Functionen f™ stets zwischen den endlichen Grenzen 2G — K und 
2K — G bleiben, niemals also etwa, wie gross wir m auch wahlen mégen, 
unendlich gross werden kénnen. 

Nun folgt weiter aus der letzten Formel (3) unter Riicksicht auf 
unsere Voraussetzung ¢ < 1 
lim (4 — K™) <0. 


oder, da G“ — K™ eine wesentlich positive Grésse ist, d. h. niemals 
negativ werden kann: 
(6) lim (4G — K™) = 0, 


d. h. die Schwankungen der aufeinanderfolgenden Functionen f, f’, f”, f°”, ete. 
werden immer kleiner bis zur 0 herab; je grésser » ist, umsoweniger 
unterscheidet sich also f‘) von einer Constanten, die aufeinanderfolgenden 
Functionen gehn also schliesslich in Constanten iiber, die nach unseren 
obigen Feststellungen [vgl. (5)] sicher zwischen endlichen Grenzen liegen 
miissen. — Damit allein ist aber noch keineswegs der Beweis erbracht, 
dass diese Functionen wirklich eine endliche Convergenzconstante besitzen, 
denn wir haben bisher nur bewiesen, dass sich bei hinreichend grossem » 
die einzelnen Functionen f” beliebig wenig von Constanten unter- 
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scheiden, aber noch nicht, dass diese einzelnen Constanten alle einander 
gleich sind. — Dies ergiebt sich erst, wenn wir den im vorigen Para- 
graphen bewiesenen Satz zu Hilfe nehmen, dass die simmtlichen auf- 
einanderfolgenden Functionen f,/’,f”, etc. sicher einen gemeinsamen Werth 
haben miissen. Dieser Satz schliesst niimlich den Fall aus, dass die Werthe 
der Constanten, denen sich schliesslich die Functionen f™) nihern, sich von 
Function zu Function fndern, z. B. den Fall, dass sich die Functionen f@) 
und f@*+ mit wachsendem v zwei verschiedenen Constanten nihern. — 
Es bleibt somit nur die Méglichkeit, dass thatsichlich die Functionen 
6¢3f',f", ete. simmtlich gegen ein und dieselbe Constante convergiren, 
dass sie eine Convergenzconstante besitzen. q. e. d. 

Doch um jeden Zweifel an der Richtigkeit dieser Ausfiihrungen zu 
beseitigen, wollen wir noch einen Augenblick bei diesem Gegenstande 
verweilen, und die Sachlage mehr an der Hand mathematischer Formeln 
priifen. 

Wie wir, ausgehend von der urspriinglich auf 6 vorgeschriebenen 
Function f, zu dem in den Formeln (4) enthaltenen Resultate gelangten, 
so kénnen wir auch von einer der spiateren Functionen, z. B. von f™ 
ausgehn, wo » eine beliebige aus der Reihe der Zahlen 1,2,3,--- be- 
deutet, und werden dann zu dem analogen Resultate gelangen und die 
folgenden Ungleichungen erhalten: 


Geto < GM + (GM—K), Ke+9 > KM — (G— KW), 


Geto — Go < Ge) — K™, K® — K@+9 < G — K. 
Addiren wir jetzt in den beiden Relationen beiderseits G“ — K™, so folgt 
Get) — KO <2(GM—K),,  G — Keto < 2(GM_ KW). 

In diesen Ungleichungen sind nun aber die Ausdriicke linkerhand augen- 
scheinlich obere Grenzen fiir ("+9 — f = u, beaw. f™ — f"'t9o = —u, 
wenn s und s’ zwei ganz beliebige Punkte auf 6 bedeuten. Es folgt also, dass: 
u<2(G%—K™) ud —u<2(GM—K™) 

ist, sicherlich also auch, dass: 

abs w d.i. abs (f,"+9 —f™) < 2(G4M— K™) 
oder mit Riicksicht auf die Formeln (3): 
(7) abs (f,"+9 —f™) < 2(G—K)-c". 


Da nun unserer Voraussetzung (1) zufolge, « ein echter Bruch ist, so 


besagt diese Relation (7), dass wir durch Annahme eines geniigend grossen ~ 
m es stets erreichen kénnen, dass sich die sdimmtlichen Functionswerthe 
aller auf f folgenden Functionen f"+® (q=1,2,3,---) von irgend einem 
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Werthe /,” dieser Function f“ beliebig wenig unterscheiden. — Das 
heisst aber nichts anderes, als dass, wie wir beweisen wollten, die simmt- 
lichen aufeinanderfolgenden Functionen f, f’, f’, f’’, etc. in allen Punkten 
von 6 gleichmdssig gegen ein und dieselbe, nach (5) sicher endliche, 
Constante C convergiren, sodass wir also schreiben kénnen: 


(8) lim f/f”) = C oder kiirzer f@) =C. 


r=@ 


Diese so definirte Constante C wollen wir nun also die Convergenz- 
constante jener aufeinanderfolgenden Functionen, oder kurz die der ur- 
spriinglich auf der Curve oder Flaiche 6 vorgeschriebenen Function f zu- 
gehérige Convergenzconstante nennen. 

Wir haben damit also den Beweis fiir die Existenz einer endlichen 
Convergenzconstanten in aller Strenge geliefert.— Um sodann auch noch 
die Convergenz der Reihen (2a) und (2i) pag. 15, d. i. der beiden Reihen 


£=(C—f) +(€ —f) +(€ —f) +5 
m= (fF + RRR) 


za beweisen, brauchen wir jetzt nur die Formel (7) auf die speciellen 
Fille g= oo bezw. g=1 und s’ =s anzuwenden; wir erhalten dann 
unter Riicksicht auf (8): 

abs (C—f,) << 2(G—K)c" beaw. abs (f,Y—f,"+») < 2(4—K) ce’, 
woraus sofort die absolute Convergenz der Reihen &, und », folgt, ja sogar 
noch weiter folgt, dass diese Rethen gleichmdssig in allen Punkten s von 6 
convergiren. 

Wir haben jetzt somit sowohl die Existenz einer endlichen Conver- 
genzconstanten, als auch die Convergenz der Reihen & und y,, und damit 
iiberhaupt die Convergenz der Methode des arithmetischen Mittels bewiesen, 
unter der alleinigen Voraussetzung (1), dass die Configurationsconstante ¢ 
der gegebenen Curve oder Fliche o kleiner als 1 sei. — Das ist aber die 
Behauptung des schon friiher (§ 3) erwihnten Hilber?schen Satzes. Wir 
haben somit diesen Satz jetzt in aller Strenge bewiesen. Er lautet, um 
ihn nochmals auszusprechen, folgendermassen: 

Hilbert’scher Satz. — Die Methode des arithmetischen Mittels [vgl. 
pag. 14] ist sicher convergent, sobald nur die Configurationsconstante c der be- 
trachteten Curve oder Fliche 6 wirklich kleiner als 1 ist. 

Wieder ist hierbei besonders hervorzuheben, dass wir keinerlei specielle 
Annahmen iiber die Beschaffenheit der betrachteten Curve oder Fliiche 6 
gemacht haben, im Besonderen auch die Frage, ob 6 nirgends concav, 
oder aber convex-concav sei, ganz offen gelassen haben. 
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§ 6. 
Ueber den Zusammenhang der Hilbert’schen und der Newmann’schen 
Configurationsconstanten. Folgerungen. 


Die Oeffnungsfunction einer Curve oder Fliche 6 in Bezug auf zwei 
Punkte s, und s, [vgl. (7) pag. 11] 


(a) Ds) = pe {_f Ger, — f(aa),)| 


lisst sich noch im eine andere Form versetzen, die namentlich darum 
beachtenswerth ist, weil sie sofort den Zusammenhang zwischen der 
Hilbertschen und der Neumann’schen Configurationsconstanten erkennen 
lasst.*) 
Nach der Formel (10’) pag. 9 ist 
. 2 
w,, = 1, d. i. i fae), =1 
oder aber es folgt, wenn wir uns 6 wieder in die beiden Theile « und p 


zerlegt denken [vgl. (3) pag. 10]: 


1 > > 
0O=—1— hx { f (ae, +f @s),| : 
a B 
Addiren wir nun diese Relation zu der Gleichung (1), so erhalten wir: 
fae, + [@br, 
hx ” 


und als das Maximum dieser Function ist die Hilbertsche Configurations- 
constante ¢ definirt: 


i" sm Man {1 Litem it 


(2) D(s,, 8) =1— 








hx 


Vergleichen wir damit einmal die Definition der Newmann’schen Con- 
figurationsconstanten 4! — C. Newmann definirt etwa folgendermassen 
[vgl. z. B. Unters. pag. 172); 

»Man zerlege die gegebene Curve oder Fliche 6 in willkiirlicher Weise 
in zwei Theile « und f, markire iiberdies auf 6 zwei beliebige Punkte 
s, und s,, und bilde sodann den Ausdruck: 


(de), + J (4B), 
(4) t—1— Siden+ fan ‘ 


*) Wegen einer weiteren, besonders einfachen, Darstellungsform fiir die Oeffnungs- 
fanction vgl. den Anfang von § 11, daselbst Formel (2) pag. 46. 
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»Der Werth dieses Ausdrucks wird dann abhingen einmal von der 
Eintheilung von o in die Theile « und # und sodann von der Lage der 
Punkte s, und s,. — Der grdésste aller Werthe, deren € bei beliebiger 
Abinderung der Eintheilung von 6, sowie der Lage von s, und s, fahig 
ist, ist dann die Configurationsconstante 4 von 6, also 


(dea), + (48),, “ 
(5) 4 = Max. {1 Leen ten) - 


Um nun zu diesem Maximum von € zu gelangen, kénnen wir augen- 
scheinlich so verfahren: Wir suchen zuniichst bei festem aber unbestimmtem 
s, und s, diejenige Eintheilung von o, fiir welche € den gréssten Werth 
annimmt, machen in dieser Weise also die Eintheilung abhiingig von s, 
und s,, und verwandeln somit § in eine Function £(s,, s,) allein der 
Lage von s, und s, — und suchen alsdann das Maximum dieser Function 
£(s,, 8.) auf. 

Bestimmen wir nun aber wirklich bei festem aber unbestimmtem s, 
und s, die Eintheilung von o, fiir welche € seinen gréssten Werth an- 
nimmt, so kommen wir augenscheinlich zu der Hilbert’schen Eintheilung 
(3) pag. 10; denn wollten wir etwa ein Element do, das von s, aus 
grésser erscheint, als von s,, anstatt zu « zum Theile # rechnen, so 


wiirden wir augenscheinlich die Summe f (da),, + f (dB),, nur vergréssern, 


und somit € verkleinern [vgl. (4)]. — Es folgt somit, dass wir bei der 
aus der Newmann’schen Definition hergeleiteten Function 


(1) tyawi- nes 


unter « und # genau dieselben Theile von 6 zu verstehn haben, wie bei 
der Oeffnungsfunction D(s,, s,). 

Beachten wir aber dies, so ist aus den Darstellungen (2) und (7) der 
Zusammenhang zwischen beiden Functionen sofort ersichtlich: Setzen wir 


D(s,, 5) =1—€(S,,%), 80 ist (54, 4) —1— 5 E (Si, %), 


die Function £(s,, s,) liegt also stets in der Mitte zwischen der Oeffnungs- 
function D(s,, s,) und der Zahl 1, oder: Fiir jedwede Lage der Pole s, 
und s, auf 6 ist die Function £(s,, s,) das arithmetische Mittel aus der 
Zahl 1 wnd der Oeffnungsfunction D(s,, s,); es werden demgemiss auch 
beide Functionen gleichzeitig, d. h. fiir dieselbe Lage der Pole s, und s, 
ihr Maximum erreichen. — Es itibertrigt sich also dieser Satz von den 
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Functionen £(s,, s,) und D(s,, s,) selber sofort auch auf ihre Maxima, 
d. h. nach (5) und (3) auf die Configurationsconstanten 4 und c. Wir 
erhalten sonach das folgende Kesultat: 

Erster Satz. — Die Neumann’sche Configurationsconstante 4 ist stets 
das arithmetische Mittel zwischen der Zahl 1 und der Hilbert’schen Con- 
figurationsconstanten c der betreffenden Curve oder Fiche 6: 


(8) ee a 


2 





Aus diesem Resultate wollen wir nun noch einige Schlussfolgerungen 
ziehn: Zunichst ergiebt sich daraus sofort folgender wichtige Satz: 


Zweiter Satz. — Die Neumann’sche und die Hilbert’sche Configurations- 
constante einer beliebigen Curve oder Fliiche 6 sind entweder beide gleich- 
zeitig kleiner als 1, oder aber beide gleich 1, oder endlich beide grésser 
als 1; niemals also kann die eine der Constanten grisser, die andere aber 
kleiner als 1 sein. 

Wire es also, wie Herr Ch, A. Noble anzunehmen scheint, bereits 
vor Hilbert bekannt gewesen, dass die Methode des arithmetischen Mittels 
sicher convergirt, sobald nur die Configurationsconstante kleiner als 1 ist, 
so hitte die Newmann’sche Constante 4 die Convergenz der Methode in 
genau demselben Umfange verbiirgt, wie die Hilbertsche Constante c, es 
wiirde sonach der Bereich der Fille, in denen die Convergenz der Methode 
a priort zu verbiirgen ist, durch die Hilbert’schen Betrachtungen gar nicht 
erweitert sein — das Verdienst von Jilbert besteht aber eben gerade 
darin, dass er zuerst erkannt hat, dass es thatsiichlich vdllig hinreichend 
fiir die Convergenz der Methode ist, dass die Configurationsconstante der 
betrachteten Curve oder Fliche o kleiner als 1 ist — wie das im vorigen 
Paragraphen niaher ausgefiihrt ist (Hilbert'scher Satz). — 

Bei C. Newmann spielt noch immer die Frage eine wichtige Rolle, 
ob die gegebene Curve oder Fliche o iiberall convex, oder aber convex- 
concav ist. Das Analogon zu dem in § 2, pag. 12 ganz allgemein be- 
wiesenen Satz, dass die Configurationsconstante ¢ eine obere Grenze dar- 
stellt fiir den Quotienten zweier aufeinanderfolgender Functionen f und /’, 
wird dort nur fiir den ersteren Fall, fiir den Fall einer iiberall convexen, 
oder richtiger gesagt, einer nirgend concaven Curve oder Flache 6 bewiesen 
[vgl. Unters. pag. 183—185 und Abhandl. I, pag. 50—56] und dies ist 
ein wesentlicher Grund, weshalb sich C. Newmann, abgesehen von ganz 
speciellen Filien, immer auf die Betrachtung solcher nirgends concaver 
Curven oder Flaichen 6 beschrinkte, — dass er aber fiir sie ganz all- 
gemein die Convergenz der Methode des arithmetischen Mittels beweisen 
konnte, das hat seinen Grund in dem folgenden von ihm bewiesenen Satze: 
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»Die Configurationsconstante 4 einer nirgends concaven Curve oder 
Fliche o ist stets wirklich kleiner als 1 (nicht etwa nur < 1)“*), 
ein Satz, den C. Newmann selber den Angelpunkt seiner Methode nennt. 

Dieser Satz [vgl. C. N. Unters. pag. 173 und Abhandl. I, pag. 5 u. 72] 
lisst sich nun vermittelst unseres obigen zweiten Satzes leicht iibertragen 
auf die Hilbert’sche Configurationsconstante c. Es folgt so: 

Dritter Satz. — Die Hilbertsche Configurationsconstante c einer nirgend 
concaven Curve oder Fliche o ist stets wirklich kleiner als 1 (nicht etwa 
nur <1). 

Danach stellt sich die Newmann’sche Behauptung, dass die Methode 
des arithmetischen Mittels fiir nirgend concave Curven oder Flichen con- 
vergirt, jetzt also thatsichlich nur als ein Specialfall des Hilbert’schen 
Satzes dar [vgl. die Anmerkung pag. 15]. — Sicher ist dies freilich der 
bei Weitem wichtigste Specialfall. — 

In ihnlicher Weise, wie wir es schon soeben einmal thaten, kénnen 
wir nun vermittelst unserer beiden ersten Siitze auch noch andere von 
C. Neumann fiir seine Configurationsconstante 2 bewiesene Sitze iibertragen 
auf die Hilbert’sche Constante c. — So folgen z. B. aus zwei von C. Neuw- 
mann in seinen ,,Untersuchungen“ [pag. 174—179] bewiesenen Siitzen 
iiber A die beiden folgenden Parallelsitze: 


Die Hilbert’sche Configurationscopstante c 
einer nirgend concaven Curve ent- | einer nirgend concaven Fliche ent- 
spricht der Relation: spricht der Relation: 
A<1 


6 
= ah’ 


4si-— 


227A?’ 


wo 6 den Umfang, die Linge der | wo 6 die Grosse der Oberfliche (ihren 
Curve, und & den Durchmesser des | Quadratinhalt) und & den Dureh- 





grossten Kreises bedeutet, der irgend | 


drei Punkte mit der Curve gemein 
hat. 





messer der gridssten Kugelfliche be- 
deutet, die irgend vier Punkte mit 
der Fiche gemein hat. 





Bemerkung. — Solange die Configurationsconstanten 4 und c kleiner 
als 1 sind, also im Besonderen bei allen nirgend concaven Curven und 
Flachen wird, wie aus unserm ersten Satze folgt, die Newmann’sche Con- 
stante 4 stets grdsser sein, als die Hilbertsche Constante c¢, sie stellt also 
eine zu grosse d. h. nie erreichbare obere Grenze fiir den Quotienten der 
Schwankungen zweier aufeinanderfolgender Functionen f und f+» dar, 


*) Der Fall der ,,Zweisternigkeit, den C. Newmann noch besonders ausschliesst, 
kommt fiir uns nicht in Betracht, er ist bereits durch unsere Grundvoraussetzung 
ausgeschlossen, dass o frei von Spitzen, bezw. Ecken und Kanten sei. [vgl. pag. 6.] 
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und es folgt daher, dass die Reihen der Methode des arithmetischen Mittels 
thatsiichlich rascher convergiren, als sich dies mit Hilfe der Newmann’schen 
Constanten 4 beweisen liess. 

Sind andrerseits die Configurationsconstanten 4 und ¢ grésser als 1, so 
folgt (wieder aus dem ersten Satze), dass die Newmann’sche Consent A 
kleiner ist als die Hilbert’sche Constante c. Nun ist aber nach dem am Schlusse 
von § 2, pag. 13 bewiesenen Satze diese letztere Constante ¢ stets die 
wahre, d. h. die kleinste obere Grenze jenes Quotienten und es stellt 
somit die (kleinere) Newmann’sche Constante 4 iiberhaupt nicht mehr 
eine obere Grenze fiir diesen Quotienten dar, und verliert damit jede 
wesentliche Bedeutung. 

In jedem Falle also, mégen nun diese Constanten kleiner oder grésser 
als 1 sein, ist die Hilber?sche Constante c der Newmann’schen Constanten 4 
in gewisser Hinsicht iiberlegen. 

Der letztere Fall, dass die Configurationsconstanten grésser als 1 sind, 
interessirt uns nun im Allgemeinen zwar weniger, wenigstens, wenn es 
sich um die Randwerthaufgabe handelt, d. h. um die Aufgabe, die Funda- 
mentalfunction eines Gebietes aus ihren Randwerthen zu bestimmen. — 
Nur bei Behandlung physikalischer Probleme werden wir uns spiiter auch 
mit Gebieten beschiiftigen, deren Configurationsconstanten grésser als 1 
sind, und dann werden uns die letzteren Bemerkungen wesentliche Dienste 
leisten. 


§ 7. 
Die Configurationsconstante des Kreises. 
Ueber das Verschwinden der Oeffnungsfunction in der Ebene. 


Wir stellen uns die Aufgabe, die Configurationsconstante ¢ eines 
Kreises zu berechnen. 

Es sei gegeben ein Kreis vom Radius R. 
Alsdann markiren wir auf demselben zwei 
beliebige Punkte s, und s,, deren Ent- 
fernungen von dem Peripherieelemente dé 
wir mit E, bezw. FE, bezeichnen. Dann 
ist, wie sofort aus der Figur ersichtlich: 


E,=2R-cos(v,E,), E,=2R-cos(v,E,) 
und daher [vgl. (2) pag. 7 (h=1)}: 
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oder aber es ist, was fiir ein Peripherieelement wir auch unter da ver- 
stehn mégen, stets: i. 

(da), — (de), = 2k .2R~ 0, 
und mithin die Oeffnungsfunction des Kreises mit Bezug auf die Pole s, und 
s, [vgl. (7) pag. 11 (h=1)}: 


D4») = = J (a), —(de),] = 0. 


Dies gilt, wie wir auch die Lage der beiden Punkte s, und s, auf der 
Kreisperipherie wihlen médgen, es wird somit auch noch das Maximum 
der Oeffnungsfunction, d. h. die Hilber?sche Configurationsconstante ¢ 
verschwinden: 

Die Hilbert’sche Configurationsconstante des Kreises hat den Werth 

c= 0. 

Damit hiingt es, wie auch Noble bemerkt, zusammen, dass die Methode 
des arithmetischen Mittels, angewandt auf die Kreisfliche, schon von selbst 
beim ersten Gliede abbricht, indem bereits die Function f” einen constanten 
Werth C annimmt [vgl. C. N. Abhandl. I, pag. 93, (4)]. — 

Die Neumann’sche Configurationsconstante 4 ist nun stets in der 
Mitte gelegen zwischen der Hilber?schen Constanten c und der Zahl 1, 
es ist stets 4 = irs [vgl. (8) pag. 26], also beim Kreise: 

=<, 
und dies ist thatsiichlich der von C. Neumann fir die Configurations- 
constante des Kreises angegebene Werth [vgl. Unters. pag. 174]. — 

Die obigen Betrachtungen iiber die Oeffnungsfunction und die 
Hilber?sche Configurationsconstante des Kreises legen nun die Frage un- 
gemein nahe, ob es noch andere Curven giebt, deren Configurationscon- 
stante ¢ gleich 0 ist, oder ob es iiberhaupt ausser der Kreislinie noch 
andere Curven 6 giebt, fiir welche die Oefinungsfunction D(s,, s,) ver- 
schwinden kann, auch ohne dass die beiden auf 6 gelegenen Punkte s, 
und s, zusammenfallen [vgl. (8) pag. 11]. 

Um dies niaher zn untersuchen, kehren wir die Fragestellung in ge- 
wissem Sinne um; wir denken uns zwei nicht zusammenfallende Punkte s, 
und s, fest gegeben und fragen dann, ob es irgend eine Curve o durch 
diese Punkte giebt, deren Oeffnungsfunction D(s,, s,) mit Bezug auf s, 
und s, verschwindet. — Dazu ist es, wie wir schon oben [vgl. (9) pag. 11] 
anmerkten, nothwendig, dass die séimmtlichen Curvenelemente do von s, 
und s, aus gleich gross erscheinen, dass also ganz allgemein 


(1) (de), =(do),, db, POF) gg — 8) ge 
1 2 
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ist, wenn E, und EF, die Entfernungen des Elementes do von s, bezw. s, 
bedeuten. 

Es handelt sich also zunichst darum, diese Bedingung (1) fiir die 
Curve 6 noch in andrer Weise zu formuliren. Zu diesem Zweck fiihren 
wir rechtwinklige Coordinaten ein, derart, dass die z-Axe durch s, und s, 
geht und der Anfangspunkt die Linie s;s; = 2a halbirt, sodass also s, 
und s, die Abscissen +a bezw. —a besitzen. — Es ist dann 

cos (v, E,) = cos (v, x) cos (E,, x)}-+ cos(v, y) cos (£,, y) 
ae (a — a) cos (v, x) + y cos (v, y) 
= E; : 
cos (v, E,) = cos (v, x) cos (E,, x”) + cos (v, y) cos (E;, y) 
__ _ (+ @ cos (v, &) + y cos (», y) . 
E, 
Nehmen wir nun an, die gesuchte Curve 6 habe in jenem Coordinaten- 
systeme die Gleichung 
(2) F(a, y) = const., 
oF 


so sind cos (y, x) und cos (v, y) bekanntlich proportional mit a. und by 


3 
pts 





und 





und wir kénnen daher die Bedingung (1) jetzt auch so schreiben: 


oF oF oF oF 
@-9) 5, TY Fy _ OF Ge TY oy 
£,? cam E,? ? 





oder aber, wenn wir noch die Bedeutungen von E,? und £,?: 
E?=(e—al+y, EP=(@+a)i+y* 

beriicksichtigen, nach einfacher Umformung auch so: 

(3) (t—y'—at) 22 + Bay SF m0, 

Soll also die mit Bezug auf s, und s, als Pole gebildete Oeffnungsfunction 

fiir die Curve F(x, y) = const. verschwinden, so muss die Function F(z, y) 

der Differentialgleichung (3) geniigen. — Diese lisst nun aber nur eine 

einzige Lésung zu, die sich nach bekannten Regeln auch sehr leicht be- 

stimmen lisst. Sie lautet: 


F(e, 9) = “+9 —". 


Die einzigen Curven, welche die angegebene Higenschaft besitzen, sind 
also durch die Gleichung 
F(a, y) = eee = const. = 2b 


oder 
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dargestellt, wo b also eine ganz willkiirliche Constante ist, d. h. es sind 
dies durch s, und s, hindurchgehende Kreise, wie das im besten Einklang 
steht mit unseren obigen Resultaten. — Doch geht erst aus unseren 
letzten Betrachtungen unzweifelhaft hervor, dass der Kreis die einzige ebene 
Curve ist, deren Oeffnungsfunction verschwinden kann ohne dass ihre Pole 
cusammenfallen*), woraus sofort weiter der Satz folgt: der Kreis ist die 
einzige Curve in der Ebene, deren Configurationsconstante c gleich O ist. 


§ 8. 


Die Configurationsconstante der Ellipse. 
Ein Satz tiber Fouwrier’sche Reihen. 


Wir stellen uns die Aufgabe, die Oeffnungsfunction und die Con- 
figurationsconstante der Ellipse zu bestimmen. 

Zu diesem Zweck werden wir gut daran thun, elliptische Coordinaten 
4, # einzufiihren, weleue mit den rechtwinkligen Coordinaten x, y durch 
die folgenden Relationen zusammenhingen: 


Aa gt 2 gd 
(1) a—=k©t* ~ cos 8, y = k——*— sin @ (0<A; 0<@<2z2) 


wo k eine Constante bedeutet. 
Dann wird eine Ellipse in einfachster Weise dargestellt durch die 
Gleichung: 
A = const., 


und zwar hingen die Halbaxen a und b dieser Ellipse mit dem Werth 
von 4 folgendermassen zusammen: es ist 


wt 
—< und daher e—24 a S— . 


e+e" ’ 
O sate, tad=y aye 


Wir denken uns nun eine solche Ellipse 6 fest gegeben, ihr Para- 
meter sei 4,. — Unsere erste Aufgabe sei dann diese, die scheinbare Grésse 


*) Man kénnte meinen, dass die Oeffnungsfunction auch fiir Curven, welche von 
zwei Kreisbogen gebildet werden, verschwinde, sobald die Pole in die beiden Schnitt- 
punkte dieser Kreise riickten. — Dem wiire allerdings so, wenn wir bei einer solchen 
mit Spitzen behafteten Curve die Oeffnungsfunction in derselben Weise definiren 
wollten, wie wir es oben fiir stetig gekriimmte Curven thaten. Bei einem solchen 
Verfahren wiirde aber die Function fiir uns jede wesentliche Bedeutung verlieren. — 
Wir sind daher gezwungen, bei derartig unstetig gekriimmten Curven oder auch 
Flichen bei der Definition der Oeffnungsfunction eine gewisse Modification eintreten 
zu lassen, auf die ich hier jedoch nicht niiher eingehn will. Es zeigt sich dann, dass 
die Oeffnungsfunction einer solchen von zwei Kreisbogen gebildeten Curve thatsiich- 
lich nicht verschwindet, wenn die Pole in die Spitzen hineinfallen. 











32 E. R. Neumann. ¥ 


eines Elementes do(4,, #) dieser Ellipse von einem Punkte s(d,, @) eben 
dieser Ellipse zu berechnen. Wir bezeichnen dieserhalb mit E die Ent- 
fernung des Elementes do von s und mit wv die auf do errichtete innere 


Ellipsennormale; dann wird sich bei der Bewegung eines Punktes lings f 


dieser Normalen v nur seine 4-Coordinate aindern, und es folgt demgemiiss: 


(ao — 24% #) gg _ |) . Bae 


Ov oa a=a,?” 


(3) 
Nun ist aber das Quadrat der Entfernung E eines Punktes 4, # von 
jenem Ellipsenpunkte s(,, @): 

(4) Bt * (+44 ¢-0+4)—2008(6-+0)) - (e—* + e»—42¢08(8—a)), 
und in Riicksicht hierauf ergiebt sich aus (3) zuniachst: 


¥ orto — g—2ho an de 
2 e404 e—240__Qcos(@+o) OM ~ 





(6) (do), = — 


Nun folgt weiter aus (4) durch einen leichten Grenziibergang fiir das 
Quadrat eines beliebigen Linienelementes dl, wenn dd und d@ die Zu- 
wiichse bedeuten, die 4 und @ darauf erfahren, der folgende Ausdruck: 


(62) dP = dat + dy =~ (#24 e242 cos 28) -(da?4-d8%). 


Wenden wir diese Formel einmal an auf ein Element do der Ellipse 4, 
und sodann auf ein Element dv der Normalen v, also das eine Mal auf 
ein Linienelement, fiir welches dA — 0, das andere Mal d# = 0 ist, so 
erhalten wir: 














(7) do = * Y2(e% + e-*% —2 cos 28) dd 
und andrerseits: 

. 4 1 
(7) ga *) 


£Ya(e* + e—?4_ 2 cos 2 &) 


Die Formel (5) nimmt daher jetzt die folgende einfachere Gestalt an: 





(8) (do),==- et 4 2 2 cos (+0) - 


Damit wiire jetzt aber unsere erste Aufgabe geldst, die scheinbare Grésse 
des Elementes do(4,#) vom Ellipsenpunkte s(4,, @) aus berechnet. 


*) Das negative Vorzeichen muss i erhalten, weil 4 in der Richtung der inneren 


Ellipsennormalen » abnimmt. 


CBR re 


+ 
fe 
aay 
& 





1 e*4o _ ¢— 240 x 





sch 
s3(. 


(9) ( 


Pw 
Mi 
ste 
pag 
jed 
gr 
cos 


we 


des 
die 





en 
nt- 
re 


gs 
SS: 


on 


las 
nu- 


sse 


ren 





Se ae ac 


Zur Integration der Potentialgleichung. I. 33 


Aus dem erhaltenen Resultate folgt sofort fiir die Differenz der 
scheinbaren Gréssen dieses Elementes do von zwei Punkten s,(d,, @,) und 
$,(4o, @,) der Ellipse der Ausdruck: 





ete ete ete _ g- 2h 
opi er eee red 
er 40g 20 dé ‘eae. 
— 2 ec 2 cos meso Sal P 
Um nun die Oeffnungsfunction der Ellipse mit Bezug auf diese beiden 
Punkte s, und s, zu bestimmen, miissen wir nun weiter zuniichst die 
Hilbert’sche Eintheilung der Ellipse 6 in die beiden Theile @ und £ fest- 
stellen, deren Elemente von s, bezw. s, aus grésser erscheinen [vgl. (3), 
pag. 10]. — Die Grenze zwischen diesen Theilen a und 8 werden danach 
jedenfalls solche Elemente do bilden, welche von s, und von s, aus gleich 
gross erscheinen, fiir welche somit die Differenz (9) gleich 0, oder aber 
cos (# + @,) = cos (#-+ @,) wird, d. h. die Theile @ und 6 der Ellipse 
a+% 


(9) (de), — (40), = + ( 





werden begrenzt durch zwei Punkte mit den @-Coordinaten 2 — 


und 24 — a und zwar werden, sofern w, > a, ist, alle Elemente do, 


deren #-Coordinaten der Relation 
@, + @, o, +o 
(10) St eee Oe 


entsprechen, von s, aus grdsser als von s, aus erscheinen (fiir sie wird 
nimlich, wie eine einfache Ueberlegung lehrt, die Differenz (9) positiv); 
dieses Intervall (10) von ® entspricht somit dem Theile «. 

Wenn wir also die Oeffnungsfunction 


D(s,%) = +f ((de),—(@e),], 


d. h. das Integral des Ausdrucks (9), hinerstreckt tiber den Theil a, bilden 
wollen [vgl. (7) pag. 11 (k= 1)], so miissen wir nach @ iiber jenes Inter- 
vall (10) hin integriren; es folgt sonach: 


sa— th 
2 


2% 2% w=, 

1 sien Sasiangnn = 

(11) D(s,, 4) Qa 
w=, * 


@, +, 
2 





n— 


Die Ausfiihrung der Integration und eine einfache weitere Umformung 
des Resultats liefert uns dann schliesslich den folgenden Ausdruck fiir 
die Ocffnungsfunction der Ellipse in Bezug auf die Punkte s, und s, mit 
den 3-Coordinaten , und w,(@, > @,): 


Mathematische Annalen. LV. 3 
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. @, — @, 
, 2 2 sin a 
(12) D(s,, 83) = ,y arctg hc = F 


dabei ist natiirlich arctg x im ersten Quadranten anzunehmen, denn fiir 
@, = @,, d. h. wenn die beiden Pole s, und s, zusammenfallen, muss ja 
D(s,, 8.) zu O werden [vgl. (8), pag. 11]. — 

Aus dieser Darstellungsweise (12) ist nun sofort ersichtlich, dass die 
Oeffnungsfunction ihren gréssten Werth annimmt, wenn @, — w, = 2 ist 
(d. h. geometrisch gesprochen, wenn s, und s, auf den beiden Zweigen 
ein und derselben zur Ellipse confocalen Hyperbel, und zwar in gegeniiber- 
liegenden Ellipsenquadranten liegen), und fiir dieses Maximum selber, die 
Configurationsconstante c, ergiebt sich der Werth: 


2 2 4 
c= = arcig (au——=1) ae = arctg (e—**) ‘ 


Die Configurationsconstante einer Ellipse vom Parameter 4, ist 


4 4 —b, | 
(13) ¢ = — arctg (e~**), oder auch c= — aretg (>) [vgl. (2)], 
wenn a und b die grosse und die kleine Halbaxe der Ellipse bedeuten — 
unter arctg x natiirlich den kleinsten Bogen verstanden, dessen Tangente z ist. 
Es ist dies der auch von Noble angegebene Werth der Configurations- 
constanten ¢ der Ellipse; da arctg von einem echten Bruche stets kleiner 


als = ist, so ist er thatsichlich, wie nach dem dritten Satze pag. 27 zu er- 


warten war, stets kleiner als 1. 


Wir wollen uns jetzt einmal auf der Ellipse irgend eine daselbst 
stetige Function f vorgeschrieben denken. Es ist dies dann lediglich eine 
Function des Argumentes #, das auf der Ellipse alle Werthe von 0 bis 
2x annimmt. Demgemiiss kénnen wir uns diese willkiirlich gegebene 
Function dargestellt denken durch eine Fouwrier’sche Reihe: 


(14) f, = f(#) -> (a, cos n# +-b, sin n@). 


Wir wollen dann auf Grund dieser Function f das Potential W, [vgl. § 1], 
und vor Allem die aufeinanderfolgenden Functionen f’, f”, f’”, ete. fiir die 
Ellipse wirklich zu berechnen suchen. 

Um nun zunichst W; und W,, die Werthe des Potentials W in inneren 
und dusseren Punkten i(4,,#;) und a(a,,%,) [0<4,;<4,<A,] zu bestim- 
men, miissen wir zuniichst die scheinbaren Gréssen (do); und (do), des 
Ellipsenelementes d6(4,, #) von diesen Punkten i und a aus kennen. Diese 
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lassen sich nun ganz ahnlich berechnen, wie wir oben (do), fanden; doch 
wollen wir jetzt nicht mit solchen geschlossenen Ausdriicken operiren, uns 
vielmehr auch hier der Entwicklung in Fourier’sche Reihen bedienen. Wir 
erhalten dann, wie ich nicht naher ausfiihren will: 


(dé); = (s° C+) cosn(8,+%) + ye aiid cosn(2,—8) Jao (A<Ay), 


n=0 
(d6),= ( a CHa eosn(O—+- a)— >e Ho—*0) cos (0-8, a0 (A,>A ), 
n=0 n=0 


und daraus dann sofort weiter unter Benutzung der bekannten Integral- 
eigenschaften der Kreisfunctionen: 


— xf fold) naan (a, cos n#; — b, sin n®;) 


n=0 


+ Sears (a, cos n#; + b, sin n®,), 
(15) i 
We= > f folae).— De" *» (a, cosnd,—b, sin n®,) 
n=0 
—»’ e"—40) (q, cos n@, + b, sinn®,). 
n=0 


Lassen wir nun den Punkt 7 bezw. a sich einem Punkte s(4,, #) der 
Ellipse selber niihern, so ergeben sich fiir die inneren und dusseren Grenz- 
werthe des Potentials W die folgenden Darstellungen: 


Wi, = Sera, cos no — b, sin n®) +>, cosnd + b, sin n@), 


(16) gs er 
W= De e(a, cos n — b, sin nd) — > cos n# +- b, sinn®). 
n=0 n=0 


Diese Grenzwerthe' hiingen nun mit dem Werthe W, =f,’ von W im 
Punkte s der Ellipse selber nach (7) pag. 8 durch die Relationen 


(17) Wu=fi+f, und Wu=fi—f 


zusammen, und es ergeben daher die beiden Formeln (16) iibereinstim- 
mend fiir f,’ den Werth: 
(18) f= See (a, cosn? —b, sinn®), 


n=0 
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worin wir eine gewisse Bestiitigung jener beiden allgemeinen Formeln (17) 
in unserem speciellen Falle erblicken kénnen. — 

Wollen wir nun die weiteren aufeinanderfolgenden Functionen f,”, /,”, 
etc. bilden, so haben wir nur zu beachten, dass jede derselben aus der 
vorhergehenden durch genau dieselben Operationen hervorgeht, wie /, 
aus f,. Wir gelangen somit bei der Ellipse za dem folgenden System 
aufeinanderfolgender Functionen: 


f, =>, cos n+ b, sinn®), 
n=0 


a = Dees (a, cosn® — b, sinn@), 


n=0 
(19) . 
,’ = > eee (a, cosn +- b, sin n#), 
n=0 
- oe eon (a, cos ne — b,, sin n®), 
n=0 
ete. etc. ete. 


Aus diesen Functionen f, f’, f”, etc. ergeben sich dann in genau 
derselben Weise, wie wir oben W aus f erhielten, die weiteren Potentiale 
Ww’, W”, W’’, ete., und aus diesen lassen sich dann nach den allge- 
meinen Vorschriften der Methode des arithmetischen Mittels [vgl. pag. 15] 
die Fundamentalfunctionen des inneren und des fusseren Gebietes der 
Ellipse 6 zusammensetzen, welche auf o selber die urspriinglich vorge- 
schriebenen Werthe f besitzen. — 

Doch darauf wollen wir hier nicht weiter eingehn, vielmehr an die 
Formeln (19) die folgende Bemerkung kniipfen: In der Configurations- 
constanten (13) der Ellipse besitzen wir nach dem allgemeinen Satze 
pag. 12 eine obere Grenze fiir den Quotienten der Schwankungen zweier 
solcher aufeinanderfolgender Functionen. Beachten wir aber, dass unsere 
Ellipse mit dem Parameter 4,(4,>0) ganz willkiirlich aus dem Systeme 
der confocalen Ellipsen herausgegriffen war, dass wir demnach unter 
e~*% einen ganz beliebigen positiven echten Bruch © verstehn kénnen, 
so sind wir damit zu folgendem Resultate gelangt: 

Satz. — Besitzt die durch die Fourier’sche Reihe: 


Dd (a,cosn +b, sinnd) = [(@) (0<#<2z) 


n=0 


dargestellte Function f die Schwankung 0, und verstehn wir unter © einen 
beliebigen positiven echten Bruch, so besitet die durch die Entwicklung 


) 2a ia 





darg 


ents) 


tion 
das 

hier 
wer 


Fo 
bele 


Con: 
S$, 1 
flicl 
aus 

seits 


und 
von 


(1) 

und 
Ein 
alle 






17) 


Ay 
der 


tem 


nau 
iale 
lge- 
15] 
der 


rge- 


die 
ons- 
atze 
eier 
sere 
ome 
nter 
nen, 


nen 





¥ 


Zur Integration der Potentialgleichung. I. 


deo (a,, cos n# +- b, sinn #) = F(#) 
=0 


dargestellte Function F' eine Schwankung A, welche der Relation 
A<ec-d 


entspricht, wo c= £ arctg © ist.*) 


Wenn ich bei Aussprache dieses Satzes die friiher iiber die Func- 
tion f gemachte Voraussetzung der Stetigkeit unterdriickt habe, so hat 
das seinen Grund darin, dass die zum Satze fiihrenden Betrachtungen, wie 
hier ohne Beweis mitgetheilt sei, in gleicher Weise fiir nur abtheilungs- 
weise stetige Functionen, wie fiir geradezu stetige Functionen giiltig bleiben. 


§ 9. 


Die Configurationsconstante der Kugel. 
Folgerungen: Zwei Siitze iiber das Potential einer Kugelflichen- 
belegung, bezw. tiber Reihen, die nach Kugelfunctionen fortschreiten. 


Gegeben sei eine Kugelfliche 6 vom Radius R. — Um alsdann deren 
Configurationsconstante ¢ zu berechnen, markire ich auf ihr zwei Punkte 
s, und s, und bezeichne die Entfernungen derselben von einem Ober- 
flichenelemente do dieser Kugelfliche mit Z, und F,. Dann folgt sofort 
aus der Betrachtung der beiden durch do einerseits und s, bezw. s, andrer- 
seits gelegten gréssten Kreise [vgl. Figur 3 pag. 28]: 

E, = 2R cos (v, E;), E, = 2B cos (v, E,) 
und es ergiebt sich daher fiir die scheinbare Grésse jenes Elementes do 
von s, und s, aus [vgl. (2) pag. 7 (h—=2)] 
jl de _ 1 de 
E, 2R’ ~ HE, 2R? 
und hieraus ist sofort ersichtlich, dass zum Theile a der Hilbert’schen 
Eintheilung von 6, dessen Elemente grésser von s, als von s, erscheinen, 
alle Elemente do gehéren, fiir welche E,< EF, ist, die also naher an s, 
als an s, liegen, und zum Theile £ alle iibrigen, die demnach niher an 
s, als an s, liegen. Die Kugelfliche 6 wird also in die Theile « und B 
zerlegt durch die zu den Punkten s, und s, mittelsenkrechte Ebene, jeder 
Theil fiir sich wird also eine Halbkugelfliche bilden. 


(1) (do), = SF) ag — (do), — 2 ao 
1 2 


*) Es ist nimlich F(#)=/f'(2%—), die Functionen F und f’ nehmen also 
zwischen 0 und 22 genau dieselben Werthe (nur an verschiedenen Stellen) an, und 
es tibertrigt sich daher der oben nur fiir /’ bewiesene Satz sofort auch auf die 
Function F. 
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Um uns nun im Folgenden kiirzer ausdriicken zu kénnen, wollen wir 
uns unter jener Kugelflache die Erdkugelfliche vorstellen. Wir kénnen 
dann, ohne der Allgemeinheit Abbruch zu thun, s, und s, als zwei in 
Bezug auf die Aequatorialebene E symmetrisch gelegene Punkte ansehn, 
und zwar wollen wir festsetzen, dass s, auf der ndrdlichen, s, auf der 
siidlichen Hemisphire liege. 

Unter Benutzung dieser Vorstellung kénnen wir dann kurz sagen: 
der Theil « der Hilbertschen Eintheilung wird gebildet durch die nérd- 
liche, der Theil 8 durch die siidliche Hemisphire. 

Wir kniipfen nun bei Berechnung der Oeffnungsfunction der Kugel 
(h = 2) an den zweiten in (2) pag. 24 fiir dieselbe abgeleiteten Ausdruck 


(de), +) (@6),, 
D(s,, 3) = 1 Loti, 


an; die beiden hier auftretenden Integrale stellen die scheinbare Grésse 
der nérdlichen Hemisphiire von s, aus, bezw. der siidlichen Hemisphire 
von s, aus dar, sind also augenscheinlich einander gleich, jedes ist gleich 
der scheinbaren Grosse 2 des Aequators von s, oder (was dasselbe ist) 
VON S, aus. 

Dieses vorliufige Resultat kénnen wir etwa so fixiren: 

Wir fassen die beiden auf einer Kugelfliiche 6 beliebig gegebenen Punkte 
s, und s, auf als zwei Orte der Erdoberfliche, die gegenseitige Spiegelpunkte 
in Bezug auf die Aequatorialebene sind. — Alsdann ist die mit Bezug auf 
s, und s, gebildete Oeffnungsfunction der Kugelfliche 


(2) D(s,,5)=1—2, 


wo Q die scheinbare Grisse des Aequators vom Punkte s, aus, oder, was 
dasselbe ist, von s, aus bedeutet. 

Wollen wir nun das Maximum der Oeffnungsfunction, d. h. die 
Hilber?sche Configurationsconstante c der Kugelfliiche, bestimmen, so 
miissen wir uns also zuniichst der Frage zuwenden, fiir welchen Punkt s, 
der nérdlichen Hemisphire die scheinbare Grésse 2 des Aequators ein 
Minimum wird. — Da nun augenscheinlich Q fiir alle Punkte desselben 
Parallelkreises gleich gross ist, so kénnen wir uns auf die Betrachtung 
eines einzigen Meridiankreises, oder sogar Meridianhalbkreises ANB be- 
schrinken und uns fragen: Welche geographische Breite g muss ein 
Punkt s, dieses Meridianhalbkreises besitzen, damit von ihm aus der 
Aequator méglichst klein erscheine? 

Die scheinbare Aequatorgrésse 2 wird nun gemessen durch die Oeff- 
nung eines Kegels, der von s, aus an den Aequator gelegt wird, also im 
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Allgemeinen eines elliptischen Kegels. — Von den beiden Axenéffnungen 
dieses elliptischen Kegels bleibt nun die eine, der Winkel As, B immer gleich 
gross, nimlich gleich 90°, wie wir auch s, auf unserem Meridianhalbkreise 


annehmen; die zweite Axen- 
éffnung # hingegen hingt, wie 
einfache geometrische Ueber- 
legungen lehren, mit der geo- 
graphischen Breite g des 
Punktes s, durch. die folgende 
Relation zusammen: 


— 1 
~~ sing 





a 
2 





Fig. 4. 


Es erreicht somit diese Oeff- 
nung # und damit auch die raumliche Kegeléffnung Q ihr Minimum fir 
die geographische Breite g = 90°, d. h. wenn der Punkt s, in den Nord- 
pol N hineinriickt. 

Dieses Minimum Q, der scheinbaren Grésse Q ist daher leicht zu 
berechnen. Wir kénnen es messen durch die Calotte, die der iiber dem 
Aequator errichtete Kreiskegel, dessen Spitze im Pole N liegt, aus einer 
um N mit dem Radius 1 beschriebenen Kugelfliche ausschneidet. Die 
Héhe dieser Calotte ist aber, wie sofort aus der Figur ersichtlich: 


Ei 4 1 
h—=1—1-008% =1—V/4 


und daher die Calotte selber oder das Minimum der scheinbaren Aequator- 
grosse: 

Q, = 2ah = x(2—Y2). 
Diesem Minimum entspricht aber nach (2) das Maximum der Oeffnungs- 
fanction D(s,, s,), d. h. die Configurationsconstante c; es folgt somit: 


2 
e=1—“=Yy2—1. 


Die Hilbert’sche Configurationsconstante der Kugelfliiche hat also den Werth: 


(3) / ¢=V2—1=—041421.... 
Die Newmann’sche Constante 4 ist nun, wie wir sahen, [vgl. (8), pag. 26] 
gleich *+*, also bei der Kugelftiiche: 4 = J/4 =0,70710.-., thatsiichlich 


also, wie C. Newmann in einer Vorlesung bewies, < + d. i. < 0,75. 


Folgerungen. — Denken wir uns jetzt auf der Kugelfliiche eine be- 
liebige aber stetige Function f ausgebreitet und auf Grund derselben nach 
den Vorschriften von § 1 (h==2) die Werthe W, oder 








E. R. Neumann. 


t= 2. fr(ao), 


gebildet, so stellt die Configurationsconstante c eine obere Grenze dar fiir 
den Quotienten der Schwankungen der Functionen f und /f’ [vgl. (10) 
pag. 12]. — Nun ist aber nach (1) die Function f,’ auch so darstellbar: 


, 1 de 
i. ick fi low? 
woraus ersichtlich, dass f, die Oberflichenwerthe des Potentials einer auf 


der Kugelfliche ausgebreiteten Belegung von der Dichtigkeit ws dar- 


stellt; wir kénnen somit unser obiges Resultat auch so ausdriicken: 

Erster Satz. — Ist auf einer Kugelfliiche vom Radius R eine Massen- 
belegung ausgebreitet, deren grisste und kleinste Dichtigkeit g bezw. k ist, so 
ist die Schwankung & der Oberflichenwerthe des Potentials dieser Belegung 

" A <4xR(g—k)-c, 
wo c=V2— 1 = 041421 --- ist. 

Nun sind die extremen Werthe an der Oberfliiche bekanntlich gleich- 
zeitig die extremen Werthe des Potentials in inneren Punkten, jene Grenze 
stellt also gleichzeitig eine obere Grenze fiir die Schwankung der inneren 
Potentialwerthe dar — fiir die iusseren hingegen nur, wenn neben positiven 
Potentialwerthen gleichzeitig auch negative vorkommen, wenn also der 
Werth 0 im Unendlichen kein extremer Werth ist. — 

Zu einem weiteren nicht uninteressanten Resultate fiihrt unser obiger 
Satz iiber die Schwankungen der beiden Functionen f und /’, wenn wir 
uns die auf der Kugelflache 6 ausgebreitete Function f jetzt entwickelt 
denken nach Kugelfunctionen: 


f, -¥ Y,(u, ¥), 


wo # = cos # und w@ die bekannten Polarcoordinaten bedeuten. Dann ist 
die Function f, durch die folgende Reihe darstellbar: 


, . 1 
f, => iti Y, (u, v) [vgl. C. N. Abhandl. I, pag. 101, (4)] 
n=0 


und wir kénnen daher jetzt jenen Satz auch so aussprechen: 
Zweiter Satz. — Besitzt die durch die nach Laplace’schen Kugelfunc- 
tionen fortschreitende Reihe 


> ¥.4,9) =f, 9)  (—1<u<+1; 0<y<2z) 


n=0 
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definirte Function f die Schwankung 6, so ist die Schwankung 6’ der durch 
die Rethe 
foo} 1 . 

2 ieFi Y,,(u, ¥) =f'(u, ¥) 

n=0 
dargestellten Function f’: 

a’ <e-d, 

wo wieder c= V2 —1= 0,41421 --- ist*). 

Dieser Satz stellt nun nach seiner Herleitung véllig das Analogon zu 
dem auf pag. 36 bewiesenen Satze iiber die J ourier’sche Reihen dar; 
einen weiteren Satz iiber Reihen nach Kugelfunctionen, welcher inhaltlich 
jenem Satze noch weit besser entspricht, werden wir im folgenden Para- 
graphen kennen lernen. 


§ 9a. 


Ein allgemeiner Satz tiber Fundamentalfunctionen des Raumes 2 
ausserhalb einer Kugelfliiche. Ein weiterer Satz tiber Reihen, 
die nach Kugelfunctionen fortschreiten. 


Anlehnend an die im vorigen Paragraphen angestellten Untersuchungen 
iiber die Kugelfliche will ich hier einen Satz mittheilen, der sich éfters 
als recht brauchbar erweist, und von dem ich méglichenfalls weiter unten 


noch Gebrauch machen werde. 

Denkt man sich auf einer Kugelfliiche 6 vom Radius R eine beliebige 
Function g vorgeschrieben, so giebt es sicherlich eine Fundamentalfunction 
des Raumes % ausserhalb 6, welche mit diesen Werthen » auf o in stetiger 
Weise zusammenhingt, wie sich das leicht, z. B. mit Hilfe der Methode 
des arithmetischen Mittels beweisen liisst.— Wir wollen nun die Werthe 
dieser Fundamentalfunction — sie mége ® heissen — speciell auf einer 
zu 6 concentrischen (grésseren) Kugelfliche £ mit dem Radius og niher 
untersuchen, und im Besonderen zusehn, zwischen welchen Grenzen [ und K 
diese Functionswerthe liegen; wir wollen uns namlich die Frage vor- 
legen: Wie hingt die Schwankung [ — K der Functionswerthe von ® auf 
jener Kugelfliche © zusammen mit der Schwankung y — x ihrer Rand- 
werthe, d. h. der urspriinglich auf 6 vorgeschriebenen Werthe ? 

Ohne auf die Ableitung niher einzugehn, méchte ich das Resultat 
der diesbeziiglichen Untersuchung mittheilen: 

Aligemeiner Satz. — Bezeichnet ©, irgend eine Fundamentalfunction 
des Rawmes % ausserhalb einer Kugelfliiche 6 vom Radius R, und bezeichnen 

*) Die Voraussetzung, dass die Function f stetig sei, ist hier wieder nicht noth- 
wendig [vgl pag. 37, die Schlussbemerkung von § 8]. 
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y und x den grissten und kleinsten ihrer Oberflichenwerthe (Werthe auf 4), 
so entspricht die Schwankung T — K dieser Function auf einer mit 6 con- 
centrischen, grosseren, Kugelfliiche £ vom Radius @ der Relation: 


F—K<a(y—4), 
1 e? 2 Pe 1*) 
wo — ———= 9 _—_— 
: eVe?+ R* 
Denken wir uns nun diese Oberflichenwerthe m der Fundamental- 
function ® in eine nach Kugelfunctionen fortschreitende Reihe entwickelt: 


P -> Y,,(u, v) ? 
n=0 


so sind die Werthe von ® im Centralabstande 9 > R so darstellbar: 
= n+ 
=> (*) Y,(u,¥) [vgl C. N. Abhandl. I, pag. 103, (10)]. 
n=0 


Die Schwankungen dieser beiden Reihen setzt nun unser obiger Satz 
in eine gewisse Beziehung zu einander. — Beachten wir noch, dass @ der 
Radius der Kugelfliche £, auf der wir die Werthe von ® betrachteten, 
ganz beliebig gewaihlt war, nur so, dass 9 > R ist, dass wir demnach 


unter a einen beliebigen positiven echten Bruch © verstehn kénnen, 
so diirfen wir das erhaltene Resultat auch so aussprechen: 
Satz. — Besitzt die durch die nach Kugelfunctionen fortschreitende Reihe 


> Yalu, ¥) = 9H, ¥)  (—1<p< +1; 0<¥<2z) 


definirte Function p die Schwankung 8, und bezeichnet © einen beliebigen 
positiven echten Bruch, so besitzt die durch die Rethe 


@ 


> ot ¥,(u, ¢) = O(u, v) 


n=0 


*) Der Beweis dieses Satzes beruht, um nur das anzugeben, im Wesentlichen 
auf derselben Schlussweise, wie wir sie oben in § 2 bei einer ahnlichen Untersuchung 
anwandten. — Im Uebrigen thut man gut daran, zuniichst die Potentialfunction V zu 
betrachten, die auf « die Werthe » besitzt, und welche sich mit Hilfe der Green’schen 
Function darstellen lisst. Von dieser Potentialfunction V ist dann leicht der Ueber- 
gang zur Fwndamentalfunction ® gemacht. [Wegen des Unterschiedes zwischen diesen 
beiden Gattungen von Functionen vgl. die Anmerkung pag. 13]. 
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definirte Function ® eine Schwankung A, welche der Relation entspricht: 
A<q:é 
wo q=1— om 
Vi+ 0 
Die Analogie zwischen diesem Satze und dem auf pag. 36 gefundenen 
Satze iiber Fourier’sche Reihen, tritt klar zu Tage. 


§ 10. 
Ueber das Verschwinden der Oeffnungsfunction im Raume. 


In § 7 lernten wir in dem Kreise eine, und zwar die einzige Curve 
in der Ebene kennen, deren Configurationsconstante ¢ gleich 0 ist. — 
Wir wollen nun analog in diesem Paragraphen die Frage erértern, ob es 
vielleicht auch eine Fiche im Raume giebt, deren Configurationsconstante 
den Werth 0 hat, oder deren Oeffnungsfunction D(s,, s,) itiberhaupt ver- 
schwinden kann, auch ohne dass ihre beiden Pole s, und s, coincidiren. 

Wir nehmen dieserhalb ganz analog, wie wir es in § 7 thaten, diese 
beiden Punkte s, und s, im Raum fest gegeben an und legen uns die Frage 
vor, ob es eine durch diese beiden Punkte gehende Flache 6 giebt, derart, 
dass fiir dieselbe die mit Bezug auf s, und s, gebildete Oeffnungsfunction 
verschwindet. Dazu ist erforderlich, dass séimmtliche Elemente do jener 
Fliche 6 von s, und s, aus gleich gross erscheinen [vgl. (9), pag. 11], 
dass also ganz allgemein 
(1) (do), = (do), db, OB) gg — 8) ag fvgl. (2) pag. 7] 

“ 2 

ist, wo wieder » die auf do errichtete innere Flichennormale bedeutet, 
und E,? und E,? die Quadrate der Entfernungen dieses Elementes do («, y, 2) 
von s, und s, sind, sodass also: 

(2) EX =(«@—al+ y+ #, EP = (z+ a) + y+ 2 

— dabei ist dann natiirlich wieder ein rechtwinkliges Coordinatensystem 
x,y, 2 zu Grunde gelegt, dessen z-Axe durch die beiden Punkte s, und s, 
hindurchgeht, und dessen Anfangspunkt ihren Abstand s,s, = 2a halbirt. 

Nehmen wir nun an, in diesem Coordinatensysteme besitze die ge- 
suchte Fliche 6 die Gleichung 
(3) F(a, y, 2) = const., 
so gelangen wir durch genau dieselben Schliisse, die wir in § 7 anwandten, 


von der Gleichung (1) zu der folgenden Differenzialgleichung fiir die 
Function F(a, y, 2): 


(4) Cer fae ar) a + v( sags =) oe + t(g5 mag =) - =0 


wo E, und F, als Abkiirzungen in den aus (2) ersichtlichen Bedeutungen stehn, 
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Die Integration dieser Gleichung (4), auf die ich nicht naher ein- 
gehn will, liefert uns nun das Resultat, dass die Fliche F(x, y,z) = const., 
welche der Bedingung (1) geniigt, sich zusammensetzen muss aus Theilen 
von Meridianebenen, d. h. von Ebenen, welche durch die Linie s,s, gehn, 

und von Fliachen, deren Meridian- 
eurven die Gleichung 


= + = const. =a-+ 1 


oder 
(5) cos y, + cos Y, = w + 1 
[vgl. die Figur] 
besitzen, wobei freilich der Werth 
dieses Parameters @ von Meri- 
dianhalbebene zu Meridianhalb- 
ebene andere und andere Werthe annehmen kann, sodass also @ als eine 
willkiirliche Function (gp) des Azimuthes p dieser Meridianhalbebene an- 
zusehn ist.*) 





Fig. 5. 


Beschranken wir uns nun aber auf Flichen, die frei von Singulari- 
taten, also frei von Ecken und Kanten sind, so miissen wir zunichst Theile 
von Meridianebenen als Bestandtheile unsrer Fliche ausschliessen und ferner 
verlangen, dass die in den Polen s, und s, an saimmtliche Meridiancurven 
gelegten Tangenten in einer Ebene liegen, damit die Fliche eben in s, 
und s, bestimmte Tangentialebnen erhalte**). Diese Forderung zwingt uns 
aber, wie eine leichte geometrische Ueberlegung lehrt, fiir die Function 
(gm) bei passender Wahl der Anfangsmeridianebene m = 0, folgende Form 
anzunehmen: 

a COs @ 
(9) ~ Trp ateate” 
wo « eine willkiirliche Constante bedeutet. — Damit sind wir zu dem 
folgenden Resultate gelangt: 


Die einzigen singularititenfreien Flichen***), deren Oeffnungsfunc- 
*) Uebrigens stellt, wie hier nur beiliufig erwiihnt sei, die durch die Gleichung 
(5) reprasentirte Curvenschaar die bekannten magnetischen Kraftlinien eines idealen, 
d. h. lediglich durch seine beiden entgegengesetzten Pole s, und s, charakterisirten 
Magneten dar. 
**) Man kénnte dies bezeichnen als die Forderung stetiger Biegung; mit ihr ist 
in unserm Falle die Forderung stetiger Kriimmung von selber erfiillt, denn in s, und s, 
wird die Kriimmung siimmtlicher Meridiancurven zu 0, siimmtliche Kriimmungsradien 
werden hier unendlich gross. 
***) Die Einschrinkung, welche wir mit dem Werthe ,,singularitiitenfrei* machen, 
ist hier durchaus nothwendig. Sehn wir namlich von der Forderung bestimmter Tan- 
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tion D(s,, s,) in Bezug auf zwei nicht coincidirende Punkte s, und s, ver- 
schwindet, sind dargestellt durch folgende Gleichung: 

@ COs 
(6) cos y, + cos ~, = Vita eats +1, 
in welcher « eine willkiirliche Constante bedeutet. — Dabei verstehn wir unter 
9”, ¥, und w, die folgenden eigenthiimlichen Bestimmungsstiicke, Coordinaten, 
eines Punktes P der Fliche: @ ist das Azimuth seiner Meridianhalbebene, 
d. h. der Ebene durch P, s, und s,, gegen eine passend gewdhlte Ebene 
gy = 0, und y, und y, sind die Winkel, unter welchen seine Verbindungs- 
linien E, und E, mit s, bezw. s, gegen die Linie s,s, geneigt sind. 

Wir sehen somit, dass es nur eine begrenzte Gattung von Flichen 
giebt, deren Oeffnungsfunction D(s,,s,) zu 0 werden kann, ohne dass ihre 
Pole s, und s, zusammenfallen, und auch bei diesen Flichen tritt das 
Verschwinden von D(s,,s,) nur ein, wenn wir die Pole s, und s, in zwei 
ganz speciell ausgezeichnete Punkte hineinriicken lassen. Bei allen anderen 
Lagen von s, und s, auf diesen Flichen wird D(s,,s,) von 0 verschiedene 
(also positive) Werthe annehmen, und es wird daher der grésste aller 
Werthe, die Configurationsconstante c dieser Flichen, sicherlich nicht gleich 
0 sein. Es giebt somit iiberhaupt keine geschlossenen Flichen im Raume, 
deren Configurations constante c gleich O ist. 


§ 11. 


Die Configurationsconstanten zweier ebner Curven, die durch 
Abbildung nach reciproken Radien aus einander hervorgehn. 


Bei den Betrachtungen des gegenwiirtigen Paragraphen thun wir gut 
daran, an eine von unseren friiheren Darstellungen der Oeffnungsfunction 
etwas abweichende Form derselben anzukniipfen, und wollen wir daher 
diese zunichst ableiten. 

Urspriinglich definirt war die Oeffnungsfunction einer geschlossenen 
Curve bezw. Fliche 6 in Bezug auf die Pole s, und s, als der gemein- 
same Werth zweier Integrale [vgl. (5), pag. 11]: 


(1) Di, 8) =f llde),—(de),} oder =—— 4 f[aB), — Bal, 
—_ e B 


gentialebnen in s, und s, ab, so giebt es thatsiichlich noch andere Flachen, deren 

Oeffnungsfunction D(s,, s,) zu 0 wird, selbst wenn wir die in der Anmerkung pag. 31 

erwihnte Modification in der Definition eintreten lassen; es sind dies alle Fliichen 

cos», + cos ~, = a(y)-+ 1, bei welcher w(g) eine sonst ganz — Function 
n 


von darstellt, die nur der einen Bedingung unterworfen ist, dass J a(gy) dg = 0 
sein muss. 0 
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und hier wieder waren die Integrationsgebiete « bezw. 6 definirt als die 
Gesammtheit aller Curven- oder Flichenelemente da, die von s, aus grésser 
als von s,, bezw. aller Elemente df, die umgekehrt von s, aus grésser 
als von s, erscheinen, sodass demnach: 

[(da),, —(da),,| positiv, also = abs [(da), —(da),.] 


un 


[(4B)o, —(4B).,] negativ, also — — abs [(df)., —(aA).]; 
demgemiiss kénnen wir unsere obigen Darstellungen (1) fiir D(s,, s,) auch 
folgendermassen schreiben: 


D(s4y 54) = pi fabs [(de),—(de)a], (s,s 4) = pz, f ab8((4B),—(4B)a) 
« 8 


und aus diesen Gleichungen folgt durch Addition: 
1 


2D (sy) — pi f abs [(de), — (de) + pf abs [(d8), — (@A)al- 
a 6 


Diese Summe rechterhand kann man nun aber augenscheinlich als ein 
einziges tiber « und £, d. h. also aber die ganze Begrenzung 6 hinerstrecktes 
Integral schreiben, und es folgt daher schliesslich: 


(2) D(64, 5) = ghz f abs [(46), —(@e)a], 
a 

eine Darstellungsform fiir die Oeffnungsfunction, welche im Gegensatze zu 
unseren friiheren [vgl. (1) und (2), pag. 24] unabhiingig ist von der Hin- 
theilung von 6 in die beiden Theile « und #, und welche daher eine im 
Grunde genommene einfachere Definition der Oceffnungsfunction enthilt — 
sich andrerseits zur wirklichen Berechnung im Allgemeinen schlechter, 
wie jene eignet. 

Eins aber hat diese neue Darstellungsweise (2) der Oeffnungsfunction 
mit der urspriinglichen [vgl. (1)] gemeinsam — auch bei ihr spielt wieder 
eine hervorragende Rolle die Differenz 

(do), — (de), 
der scheinbaren Gréssen ein und desselben Elementes do der Begrenzung 
von zwei verschiedenen Punkten s, und s, aus. 
+ Bei Betrachtungen in der Ebene, auf die wir uns jetzt ausschliesslich 
beschriinken wollen, lisst nun diese Differenz eine einfache geometrische 
Deutung zu, von der schon Noble in der citirten Arbeit Gebrauch macht, 
und deren auch wir uns jetzt mit Vortheil bedienen werden. 

Wir fassen ein beliebiges Element do einer ebnen geschlossenen 
Curve o ins Auge — seine Endpunkte seien P und Q — und ferner 


a fc Ok eo. ele. CUL')lCUmelUCOCUeMlUCrO.UCUlCUe CO 


ai tat Ch tet __ 
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zwei Punkte s, und s, auf 6. Dann ist (de),,, die scheinbare Grésse des 
Elementes do von s, aus, der Winkel, welchen der Strahl s, P beschreibt, 
wenn wir den Punkt P lings do nach @Q riicken lassen, und entsprechend 
(de),, der Winkel, den der Strahl 
s,P bei dieser Bewegung be- 
schreibt. Fiihren wir also die 
Winkel #, und @, ein, welche 
diese Strahlen mit s, s, (specieller 
mit der Richtung s,*~s,) bil- 
den, so sind (de), und (do), 
deren Zuwiichse d#, und dé, 
wihrend der angegebenen Be- 
wegung, also: 

(de),, — (do),, = d, — d,. 
Nun ist aber #,—@,—vy, d.h. gleich dem Winkel, welchen die Strahlen 
s,P und s,P im Punkte P mit einander bilden, und wir kénnen daher 
kurz schreiben: 

(3) (do),, — (a6), = dy 

d. h. die Differenz (de),, — (do), ist gleich dem Zuwachs dy, den der 
Winkel y erfahrt, wenn wir seinen Scheitelpunkt P das Curvenelement do 
durchlaufen lassen [vgl. die Figur). 

Doch dieses Resultat besitzt in dieser Form noch nicht den geniigen- 
den Grad von Allgemeinheit. So haben wir z. B. bisher noch gar nicht auf 
das Vorzeichen von (do), und (do),,, d.h. noch gar nicht darauf geachtet, 
auf welche Seite des Curvenelementes do man denn von s, bezw. s, aus 
blickt, ob auf die innere oder die tiussere Seite*); auch haben wir bisher 
nichts dariiber festgesetzt, in welcher Richtung wir uns den Scheitelpunkt 
P des Winkels y das Element do durchlaufen denken. 

Um daher zuniichst das in (3) erhaltene Resultat niher zu pricisiren, 
wollen wir zuvérderst bei der Curve 6 zwischen einer positiven und 
negativen Umlaufsrichtung unterscheiden, und zwar wollen wir, wie das 
auch in der Functionentheorie iiblich ist, speciell als positiv diejenige 
Richtung bezeichnen, in welcher man lings der Curve o fortgehn muss, 
um das Innengebiet 3 von o stets zu seiner Linken zu behalten. 

Sodann empfiehlt es sich weiter, unter 7 nicht immer gerade den 
kleinsten Winkel zwischen s, P und s, P zu verstehn, 7 nicht nur zwischen 
0 und a zu rechnen, sondern fortlaufend von 0 bis 22, und zwar ge- 
statten dies die folgenden Ueberlegungen: Legt man durch die drei Punkte 





*) Vgl. die Anmerkung pag. 10. 
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S,, 8, und P einen Kreisbogen, so bildet dieser, wie man leicht iibersieht, 
mit der Verlingerung von s,s, z. B. iiber s, hinaus, d. h. mit der 
Richtung ZL, den Winkel 7, und wir kénnen daher y geradezu durch 
diesen Winkel definiren — und jetzt hindert uns nichts, diesen fortlaufend 
von 0 bis 22 zu zahlen, und zwar wollen wir festsetzen, dass wir ihn 
von ZL aus in positivem Sinne rechnen, d. h. in dem Sinne, welcher der 
positiven Umlaufsrichtung von 6 entspricht. — Lige also z. B. in unserer 
Figur 6 der Punkt P unterhalb der Linie s,s,, so kiime ihm nach dieser 
Definition ein Werth » zwischen x und 22 zu. 

Genauere Definition der Grésse 4. — Unter der einem Punkte P 
zugehirigen Grosse y verstehn wir den Winkel, welchen der durch P gelegte 
Kreisbogen s,s, im Punkte s, mit der Verlingerung L der Linie s,s, bildet; 
und zwar denken wir uns diesen Winkel von L ab in positivem Sinne 
gezahlt von O bis 2x. ' 

Bedienen wir uns jetzt dieser Definition, so lehrt eine leichte Ueber- 
legung, dass wir allen méglichen Fiillen, welche hinsichtlich der Lage des 
Elementes do zu den Punkten s, und s, eintreten kénnen, Rechnung 
tragen, wenn wir unser obiges Resultat (3) jetzt priiciser so aussprechen: 

Erster Satz. — Die Differenz (de),,— (de),, der scheinbaren Grissen 
eines Curvenelementes de von zwei Punkten s, und s, aus ist gleich dem 
Zuwachs dy, welchen die Grosse y auf dem Elemente do erfahrt, wenn der 
Punkt P die Curve 6 in positivem Sinne durchliiuft, gleichgiiltig, ob das 
Element de dem einen oder dem andern der beiden Theile 6, und 6, an- 
gehort, in welche s, und s, die Curve 6 zerlegen*). — 

Nunmehr bilden wir unsere Curve 6 von einem beliebigen Centrum o 
aus nach reciproken Radien ab. Die so entstehende Bildcurve sei o und 
die den Punkten s, und s, von 6 conjugirten Punkte von o’ seien s,’ 
und s,. — Dann wollen wir einmal die Oeffnungsfunctionen D und D’ 
der Curven 6 und o’ in Bezug auf die Punkte s,, s, bezw. s,’,s,’ als Pole 
naher untersuchen, d. h. also nach (2) die Ausdriicke: 


(4) D(64, 5) = gy. f abs [(de)., — (@9)..] 
und j 


(4’) D'(s,', 8,') = sz | abs [do’),— (do’),0] 


*) Der Satz gilt niimlich nicht mehr fiir solche Curvenelemente, welche einen 
der Punkte s, oder s, in ihrem Innern enthalten, da sich an diesen Stellen 7 sprung- 
weise — um den Werth a — indert. Deshalb empfiehlt es sich auch weiterhin 
dfters diese Theile o, und o,, auf deren jedem 7 stetig ist, gesondert zu betrachten. 
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— denn bei Betrachtungen in der Ebene ist ja h = 1 [vgl. pag. 7]. — 
Unserem obigen Satze zufolge kénnen wir dafiir nun auch schreiben: 

‘ 1 . , , ’ 1 

(5) D(s,,%)= 55 fabsdy, bezw. D's’, 8,’) = 5— 


o 


abs dy’, 


wenn dy und dy die Zuwiichse bedeuten, welche die, zwei Punkten P 
und P’ zugehérigen, Gréssen y und 7’ erfahren, wenn wir diese Punkte 
die einzelnen Elemente von 6 bezw. o’ durchlaufen lassen. 


eee = 
° 


Fassen wir nun speciell zwei zu einander conjugirte Elemente do und 
do’ ins Auge und verstehn ausserdem unter P und P’ zwei conjugirte 
Punkte, so wird, wenn P das Element do durchliuft, P’ von selber das 
Element do’ durchlaufen, und kénnen wir dann unter dy und dy’ speciell 
diejenigen Zuwiichse verstehn, welche 7 und 7’ bei dieser cohédrenten Be- 
wegung der Punkte P und P’ erfahren, gleichgiiltig, ob sich bei ihr P 
und P’ auf 6 bezw. o’ in positivem oder negativem Sinne bewegen, denn ° 
den Formeln (5) zufolge kommt es nur auf die absoluten Werthe der 
Aenderungen von y und 1’ an. 

Um nun die in solcher Weise genauer definirten Incremente dy und 
dy’ fir conjugirte Elemente do und do’ naher untersuchen zu kénnen, 
werden wir also zunichst den Zusammenhang zwischen den zwei conjugirten 
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Punkten P und P’ entsprechenden Griéssen y und 1’ festzustellen haben. — 
Wir legen dieserhalb durch die drei Punkte s,, s, und P einerseits und 
durch s,’, s, und P’ andrerseits zwei Kreisbogen x und x’. Dann sind 
y und 1 die Winkel, welche diese Bogen in s, und s,’, mit den Richtungen 
L bezw. A bilden, diese Winkel von Z und 4 aus in positivem Sinne 
gerechnet. 

Nun sind x und x’ als Kreisbogen durch drei Paar conjugirter Punkte 
selber conjugirt zu einander, Winkel zwischen paarweise conjugirten Ele- 
menten sind aber einander gleich — denselben Winkel 1’, den x’ bei s,’ 
mit 4 bildet, wird also bei s, auch x mit dem zu 4 conjugirten Kreis- 
bogen einschliessen, d. h. mit dem durch das Abbildungscentrum o hin- 
durchgehenden Bogen s,s,, oder, wie wir kurz sagen wollen, mit dem 
Bogen A: 


Winkel (x, 4) = 1. 


Nun lehrt aber eine einfache Ueberlegung, dass die Abbildung nach 
reciproken Radien den Drehungssinn umkehrt; wenn wir also bei s,’, um 
von A zu x zu gelangen, den Winkel y’ in positivem Sinne durchlaufen 
mussten, so werden wir jetzt bei s,, um von dA zu x zu gelangen, in nege- 
tivem Sinne um diesen Winkel y’ weitergehn miissen [vgl. Figur 7]. 

Man kann demgemiss bei einer Umkreisung des Punktes s, auf 
zweierlei Weise von LZ zum Bogen x gelangen: entweder man riickt zu- 
nichst in positivem Sinne vor bis zum Bogen 4 — der dabei durch- 
laufene Winkel heisse y — und geht alsdann um den Winkel » zuriick 
(d. h. in negativem Sinne), geht also im Ganzen in positivem Sinne 
um den Winkel » — 7 vor, oder aber zweitens kann man (laut Definition 
von 4) auch zum Bogen x gelangen, indem man von JZ aus direct in 
positivem Sinne um den Winkel y weitergeht. Es folgt somit, dass 
y— 7 =, bezw. = 9 — 22, also 


(6) n+ =7, beew. = y + 2a 

ist, und zwar kann der Uebergang von einem dieser Werthe zum anderen 
nur stattfinden, wenn P durch einen der Punkte s, oder s,, und demgemiiss 
der Punkt P’ durch s,’ bezw. s,’ hindurchgeht, da nur dann sich die 
Gréssen 4 und 7’ unstetig aindern. — Beachten wir nun noch, dass der 
Bogen 4 und damit auch der Winkel y nur abhiingt von der Lage von 
s, und s,, nicht aber von der speciellen Lage des Punktes P, so kénnen 
wir das erhaltene Resultat auch so aussprechen: 

Zweiter Satz. — Entsprechen die Grissen 4 und x zwei conjugirten 
Punkten P und P’, so hat thre Summe y + 7 je einen constanten Werth 
fiir beliebige Lagen des Punktes P auf dem einen und auf dem anderen 
der beiden Theile 6, und 6,, in die s, und s, die Curve 6 zerlegen. 
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Lassen wir nun P irgend ein Element do z. B. des Theileg 6, und 

demgemiiss P’ das conjugirte Element do’ des entsprechenden Curven- 
theiles 6,’ von o durchlaufen, so wird die Summe y + 7’ bei dieser Be- 
wegung denselben Werth behalten, die Zuwichse, welche die Gréssen y 
und 7’ erfahren, werden sich gegenseitig zerstéren, es folgt dy + dy’ =—0 
und daher abs dy = abs dy’. 
Es sind somit die je zwei conjugirten Elementen von 6, und 6,’ ent- 
sprechenden Antheile der beiden Integrale (5), und daher auch die iiber 
die conjugirten Curvenstiicke 6, und 6,’ hinerstreckten Integrale selber 
einander gleich, — Was nun aber von diesen Curvenstiicken 6, und 6,’ 
gilt, das gilt analog auch von den anderen Theilen 6, und 6,’ der Curven 
ound o’. Es sind also die den beiden Theilen von o(d. h. 6, und 6,) bezw. 
von @ (d. h. 6,’ und 6,’) entsprechenden Integralantheile paarweise einander 
gleich und daher auch die tiber die ganzen Curven o und o’ hinerstreckten 
Integrale (5) selber einander gleich. Es folgt somit das iiberaus einfache 
Resultat: 


(7) D(s,, 8.) = D'(s,’, 8’). 


Erstes allgemeines Theorem. — Es seien 6 und o zwei Curven, die 
einander nach dem Gesetz der reciproken Radien conjugirt sind, und ferner 
mMOGen S,,S_ und s,',s, zwei Paare conjugirter Punkte dieser Curven sein. 
Alsdann sind die Oceffnungsfunctionen von 6 und o', gebildet mit Bezug 
auf diese beiden conjugirten Punktepaare als Pole einander gleich; es ist 
stets D(s, ; 53) = D'(s,’, 59’). 

Aus diesem Theorem geht nun hervor, dass alle Werthe, welche die 
Oeffnungsfunction der einen dieser Curven bei beliebiger Lage der Pole 
annimmt, auch von der Oeffnungsfunction der anderen Curve angenommen 
werden kénnen; beide Functionen werden daher auch denselben gréssten 
Werth besitzen, d. h. beide Curven 6 und o besitzen dieselbe Configurations- 
constante c. 


Zweites allgemeines Theorem. — Zwei Curven 6 und o’, welche ein- 
ander nach dem Gesetz der reciproken Radien conjugirt sind, besiteen dieselbe 
Configurationsconstante. 

Aus diesem bemerkenswerthen Satze, der das eigentliche Ziel der 
Untersuchungen dieses Paragraphen bildete, wollen wir nun noch eine 
speciellere Folgerung ziehn: Ist die eine der Curven o und 6 convex 
(richtiger gesagt nirgends concav), so ist nach dem dritten Satze pag. 27 
ihre Configurationsconstante c kleiner als 1; folglich ist nach dem soeben 
bewiesenen allgemeinen Theorem auch die der anderen Curve kleiner als 1 
und dieses Resultat kénnen wir so aussprechen: 

4* 
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Specialsatz. — Die Configurationsconstante jedes ebnen Bereiches, der 
durch Abbildung nach reciproken Radien von irgend einem Centrum aus in 
ein nirgend concaves Gebiet iibergefiihrt werden kann, ist kleiner als 1 
(nicht nur < 1). 

Es hat danach also z. B. auch noch das aus der Ellipse durch Ab- 
bildung entstehende, unter Umstiinden sehr stark concave Gebiet eine Con- 
figurationsconstante, deren Werth hinter der 1 zuriickbleibt. — 

Wie schon in der Einleitung angedeutet wurde ist nun jedes beliebige 
ebne Gebiet in solche iibereinandergreifende Theilgebiete zerlegbar, welche, 
wenn nicht selber bereits convex, doch durch Abbildung nach reciproken 
Radien in convexe Gebiete iibergefiihrt werden kénnen*), und damit nach 
dem soeben ausgesprochenen Satze auch in lauter Theilgebiete, deren Con- 
figurationsconstanten kleiner als 1 sind. 

Dies letztere ist aber gerade der Inhalt eines Hauptsatzes des Herrn 
Noble, der ihn freilich auf ganz anderem directerem, Wege bewiesen hat. — 
Aus unseren Betrachtungen geht nun aber erst deutlich hervor, dass die 
Noble’sche Eintheilung in Gebiete mit echtgebrochenen Configurationsconstanten 
im Wesentlichen identisch ist mit derjenigen, deren man sich friiher bediente, 
um fiir die Theilgebiete Fundamentalfunctionen aus vorgeschriebenen 
Randwerthen herstellen zu kénnen, nimlich eben mit der Eintheilung in 
Gebiete, die entweder selber convex sind, oder doch wenigstens durch Ab- 
bildung nach reciproken Radien in convexe Gebiete iibergefiihrt werden 
kénnen [vgl. die Einleitung, pag. 6]. — 


Schliesslich sei noch Folgendes bemerkt: Die naheliegende Vermuthung 
dass unsere fiir Cwrven in der Ebene abgeleiteten beiden Theoreme auch 
noch bei Flichen im Raume gelten méchten, dass also insbesondere zwei 
einander conjugirte Flichen im Raume gleiche Configurationsconstanten 
besissen, ist wahrscheinlich nicht richtig. — Es ist mir bisher nicht ge- 
lungen diese Frage in dem einen oder dem anderen Sinne endgiiltig zu 
beantworten; diese Untersuchungen im Raume bieten nimlich weit gréssere 
Schwierigkeiten dar, wie die oben in der Ebene angestellten [vgl. C. N. 
Abhandl. I, pag. 115], weil dort eine ahnlich einfache Darstellung der 
Differenz (do), — (de),,, wie wir sie oben im Falle der Ebene in der 
Formel (3) kennen lernten, nicht existirt. 


*) Vgl. Pockels ,,Ueber die partielle Differentialgleichung Au + k*u—=0. Leipzig 
bei Teubner 1891, pag. 262. 








s, der 
ws mM 
als 1 


h Ab- 


. Con- 


iebige 
elche, 
roken 
- nach 
- Con- 


Herrn 
at, — 
ss die 
tanten 
diente, 
benen 
ng in 
h Ab- 
rerden 


thung 
auch 
. Zwei 
fanten 
nt ge- 
‘ig zu 
Ossere 


seipzig 


A. Hurwitz. Riemann’sche Flichen mit gegebenen Verzweigungspunkten. 53 


Ueber die Anzahl der Riemann’schen Flachen mit gegebenen 
Verzweigungspunkten. 


Von 


A. Hurwitz in Ziirich. 


In meiner Abhandlung ,,Ueber Riemann’sche Flichen mit gegebenen 
Verzweigungspunkten“*) habe ich die Frage nach der Anzahl der n-blittrigen 
Riemann’schen Flichen mit w gegebenen einfachen Verzweigungspunkten 
zuriickgefiihrt auf die Frage, wie viele Systeme von w Transpositionen 
(t,, 4,---#,) bei » Elementen vorhanden sind, welche durch ihre Zusam- 
mensetzung die identische Substitution ergeben, also die Bedingung 


(1) £&---i—l 
befriedigen. Ich verallgemeinerte diese Frage dadurch, dass ich an die 
Stelle der Gleichung (1) die folgende: 


(2) t.---t, =S 
setzte, wo S eine beliebig gegebene Substitution der » Elemente bedeutet, 


und ich zeigte, dass die Anzahl fs(w) der Systeme (4, 4,---#,,) von w 
Transpositionen, welche der Gleichung (2) geniigen, die Form 


(3) fs(w) = Gf,” + fe” +°-- + 4h" 

besitzt. Hier bezeichnen /,, f,,---f, ausschliesslich von  abhingende 
ganze Zahlen, wihrend ¢,, c,,---¢, rationale Zahlen sind, die von » und 
der gegebenen Substitution S abhiingen. 

Die Bildungsweise der Zahlen /,, fy, --- f, konnte ich explicite an- 
geben, dagegen nicht die der Zahlen ¢,, ¢,,--- ¢. 

Als ich im letzten Sommer mit Herrn Dr. E. Lasker, dem bekannten 
Weltschachmeister und Mathematiker, dieses Resultat besprach, wurde ich 
durch eine geistvolle Bemerkung des Herrn Lasker zu einer Ueberlegung 
gefiihrt, welche unmittelbar zeigt, dass die Anzahl fs(w) der Entwickelungs- 
coefficient einer gewissen rationalen Function ist, die mit der Gruppendeter- 


*) Diese Annalen Bd. 39, S. 1 (1891). Im Folgenden mit R. citirt. 
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minante der symmetrischen Gruppe in engem Zusammenhange steht. Dank 
der neueren Untersuchungen des Herrn Frobenius iiber die Gruppendeter- 
minante*) gelingt es nun nicht nur, die in meiner Arbeit enthaltene Be- 
stimmung (3) der Anzahl fs(w) aufs Neue zu beweisen, sondern dieselbe 
auch durch die explicite Darstellung der Coefficienten c,, c,,---¢, zu 
erginzen. Hierdurch wird es dann weiter méglich, die Frage nach der 
Anzahl der n-blittrigen Riemann’schen Fliichen mit w gegebenen einfachen 
Verzweigungspunkten in véllig befriedigender Weise zu erledigen. Im 
Folgenden erlaube ich mir, dieses des Naheren auszufiihren. Dabei werde 
ich zuniichst in § 1 die oben erwihnte Ueberlegung wiedergeben; ich hiitte 
freilich das Resultat derselben auch unmittelbar aus F. I entnehmen kénnen. 
(Vgl. Formel (8) in § 6 dieser Abhandlung. Die Zahl fs(w) ist ein specieller 
Fall der von Herrn Frobenius mit ha ..., bezeichneten Zahlen.) Wenn 
ich hiervon absah, so leitete mich dabei der Umstand, dass meine Deduction 
sich leicht verallgemeinern lasst und dadurch zu einer bemerkenswerthen 


Eigenschaft der Gruppendeterminante einer beliebigen endlichen Gruppe 
fiihrt. 


§ 1. 
Es bezeichne S eine beliebig gegebene Substitution bei » Elementen, 
und es seien 
—1 
(1) Ty, Tqy° °° T, (r =") 


die mit denselben Elementen gebildeten Transpositionen. Wir betrachten 
nun die simmtlichen Systeme von w Transpositionen 


(2) t,t, -->t,, 

welche dadurch entstehen, dass man ¢,, ¢,,---¢,, unabhingig von einander 
die x Transpositionen t,, t,,--- 7, durchlaufen lisst. Unter diesen r” 
Systemen mégen fs(w) vorhanden sein, welche der Bedingung 

(3) t%---t,=—S8 

geniigen. Das somit fiir jeden positiven ganzzahligen Werth von w definirte 
Zeichen fs(w) werde ferner fiir w 0 durch die Festsetzung erklirt, dass 


(4) fs(0) = 1 oder 0 


sein soll, je nachdem S die identische Substitution ist oder nicht. 


*) , Ueber Gruppencharaktere, Sitzungsberichte der kgl. preussischen Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1896, S. 985. ,,Ueber die Primfactoren der 
Gruppendeterminante“. Ebenda, S. 1343. ,,Ueber die Charaktere der symmetrischen 
Gruppe“. Ebenda Jahrgang 1900, S. 516. Diese Abhandlungen werde ich mit F. 1, 
F. I. und F. Ill. beziiglich citiren. 
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Summirt man iiber alle »! Substitutionen S, so ist offenbar 


> fs(w) =" (w =0,1,2,---), 
und hieraus folgt, dass fiir jede einzelne Substitution S die Zahl fs(w) <1” 
ist. Daher convergirt die Potenzreihe 


(5) — ps(u) = fs(0) + fs(1) « + fs(2)u* + +++ + fs(w)u® +- - - 
fiir geniigend kleine Werthe des absoluten Betrages |w| der Variabeln uw. 


Die h = n! Substitutionen, die aus den x Elementen gebildet werden 
kénnen, mégen jetzt in irgend einer Reihenfolge mit 


(6) S,=1, 8, 8;,--- 8, 
bezeichnet werden. Es bestehen dann zwischen den h Potenzreihen 
(7) Ps,(u), Ps,(), +++ Ps, (&) 


h Relationen, die man auf folgende Weise erhiilt. Da die Gleichung (3) 
auch in der Form 


t,---t, =t,8 
geschrieben werden kann, so sieht man, dass unter den Liésungen der 
Gleichung (3) f,,s(w—1) vorhanden sind, fiir welche ¢, eine bestimmte 
der Transpositionen (1) ist. Folglich hat man: 


(8) fs(w) =fe,s(w~—1) + f,s(W—1) + + f,s(w—1), (w=1,2,3,---). 


Diese Gleichung multiplicire ich mit wu” und summire sodann iiber 
w= 1, 2,3,---. Hierdurch kommt 


ps(u) — fs(0) = We, 5(u) + Up s(u) + +> + U Mr, s(u), 
oder 
(9) Ps(u) — Upr, s(u) — Up, s(U) — *+- — Ur, 9(U) = Bs, 
wobei és = fs(0), also gleich 1 oder 0 ist, je nachdem S die identische 
Substitution ist oder nicht. 

Die Gleichung (9) repriisentirt, da man fiir S jede der h Substitu- 
tionen (6) nehmen kann, im Ganzen h lineare Gleichungen fiir die h 
Potenzreihen (7). Die Determinante dieser Gleichungen reducirt sich fiir 
u=O0 auf 1 und ist also nicht identisch Null. Daher lassen sich die 
Potenzreihen gs(u) oder vielmehr die durch sie definirten analytischen 
Functionen, aus den Gleichungen (9) berechnen; offenbar ergeben sich 
dieselben als rationale Functionen von vu. Um die Auflésung der Glei- 
chungen (9) auszufiihren, setze man dieselben zuniichst in die Form: 


(9) Cy. s—-1 Ps, (u) + Cg, s—1 Pz, () a debate Cs,s—1 Pz, (u) = &,, 


wobei dann der Coefficient c, ,1 gleich Null ist, ausser wenn die seinen 
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Index bildende Substitution S,;S—! die Identitét oder eine Transposition 
ist, in welchen Fallen man c, ,1 = 1 resp. = — u hat. 

Aus (9’) ersieht man, dass 


8, 
° 


(10) 93,(u) =, s,(u) = Bt, >> ps,() = 


wird, wenn © die Determinante 


@s,sp1> a 


@s,s71? “sysy 19" ** 


(11) 








c c 


8, 5,1? “spsytr* 


und 0,, 0,,--- ©, ihre nach den Elementen der ersten Horizontalreihe 
genommenen Unterdeterminanten bedeuten. Was die Elemente ¢g, , ¢ 
der Determinanie 9 angeht, so ist, wie schon erwihnt, 


(12) Cs =1 oder —u oder 0, 


je nachdem S=S,, d. i. die identische Substitution oder S —r,, d. i. eine 
Transposition oder endlich S weder die identische Substitution noch eine 
Transposition ist. 


8,9 Cs, 


§ 2. 

Die Ergebnisse der oben citirten Abhandlungen des Herrn Frobenius 
gestatten es nun, die Darstellungen (10) der Functionen gs(u) weiter zu 
entwickeln. Dabei bediene ich mich der von Herrn Frobenius eingefiihrten 
Bezeichnungen. Fir die hier stattfindenden Werthe der Elemente cs der 
Determinante © besteht die Beziehung 


(1) Cp—1gr = sg) 

d. h. fiir zwei ahnliche Substitutionen sind die entsprechenden Elemente c 
einander gleich. Die h =m! Substitutionen S,, S,,---S, theile man in 
Classen untereinander ahnlicher ein und bezeichne die Classen mit den 
Nummern (1), (2), (3), ---(k); dabei mége die Classe (1) aus der einen 
identischen Substitution S, bestehen und die Classe (2) die simmtlichen 
Transpositionen umfassen. Zuniichst unterwerfe man die Gréssen ¢g, , ¢s, yes, 
keiner anderen Bedingung als der Beziehung (1); dann reduciren sich 
dieselben auf k unabhingige Gréssen, welche einzeln den & Classen zu- 
geordnet sind und diesen entsprechend mit ¢,, ¢,,---¢, bezeichnet werden 
kénnen. In der Determinante © kommt dann jede Grésse c, in jeder 
Horizontalreihe h,-Mal vor, wenn h, die Anzahl der Substitutionen in der 





Riemann’sche Flichen mit gegebenen Verzweigungspunkten. 57 


Classe (9) bedeutet. Da iiberall, wo das Element c, in der Determinante 
© auftritt, ihm dieselbe Unterdeterminante entspricht, so ist 


20 


dC, 


wenn die Substitution S, in die Classe (9) gehért. Also hat man 
@) | 
Nun ist aber (F. II. § 6 Gleichung (9)) 
1 ? 1 Vie 
8 OJ] 7# DOP =[][F Dene] » 
° @ 


wobei das Product tiber die & verschiedenen Charaktere (7(S,), 7(S,),--- 4(S,)) 
auszudehnen ist. Somit geht die Gleichung (2) iiber in 


®; 1 at: 1 t*x(8)) 
4 ont Gis “ae @ x ; 
(4) oh 2 in% Pp 


Beriicksichtigt man schliesslich, dass in den Formeln (10) des § 1 die cs 
die unter (12) § 1 angegebenen Werthe besitzen, so erkennt man, dass 


=hh,-®, 


1 24(S - 
(5) ps(U) = = AO, (i, =r = 2 ») 


der definitive Ausdruck fiir die Function os(u) ist. 
Durch Entwickelung nach aufsteigenden Potenzen von u ergiebt sich 
fiir die Anzahl fs(w) die Formel: 


(6) fs(w) = + > fu(S) (%*)". 

Insbesondere kommt fiir die identische Substitution S,, da 7(S,) =f ist, 
(7) ps, (u) = =a > Le 

und also 

(8) fw) = PGR 


als Anzahl der Darstellungen der identischen Substitution durch ein Pro- 
duct von w Transpositionen. 





A. Hurwirz. 


§ 3. 


Herrn Frobenius ist es (in F. III) gelungen, fiir die simmtlichen 
Charaktere der symmetrischen Gruppe bei » Elementen explicite Formeln 
aufzustellen. Von seinen Resultaten kommen fiir die hier zu behandelnde 
Frage nach der Anzahl Riemann’scher Fliichen die folgenden in Betracht. 

Die einzelnen Charaktere der Vertauschungsgruppe bei » Elementen 
entsprechen denjenigen ganzzahligen Lésungen der Gleichung 


(1) ty + my fo fy =F n+)), 

welche den Bedingungen 

(2) OS% << <M, 

geniigen. Diese Liésungen (x,, x, --- %,) mégen in irgend einer Reihen- 
folge mit den Nummern (1), (2),---(%) versehen werden. Das einzelne 


Lésungssystem (x,,%,,---%,) kann dann auch kurz durch seine Nummer 
(x) bezeichnet werden. Ist 


(3) (x) = (aj, yy > + Hy) 

ein bestimmtes Lésungssystem, so ordne man demselben auf folgende 
Weise ein System von Zahlen a,,a,,---, b,,b,,--- zu. Es seien 

(4) My» Mg, °° * Mn—r 

diejenigen der Zahlen x,, x,,---,, welche <m sind, so dass die iibrigen 
Zahlen 

(5) 4An—r+1) — Xn 

>n sind. Nun setze man 


n? 


(6) Dy = Xn—r41 — 0, by = Xn—r42 — 0, +++ b, = uy, — Nn, 
und bezeichne mit 
(7) Ay, Ag,°°° a 


r 


diejenigen nach wachsender Grésse geordneten Zahlen, welche die folgen- 
den zwischen 0 und » — 1 liegenden Zahlen 


n—1—x,, n—1—%,,---n—1—%,_, 
zu der Zahlenreihe 0, 1, 2,---  — 1 ergiinzen. Werden nun die Charaktere, 
welche dem Lésungssystem (3) entsprechen, durch den oberen Index x 
charakterisirt, so ist nach Herrn Frobenius fiir die identische Substitution 
(8) (8,) — fo — mt Se? 
Aa, ,---a,)-A@,,+-+b,) 


=n! aaa 


r r ? 
G,!---a.1B1---b! / / | | (a + bg +4) 


a=1 f=1 
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wobei allgemein fiir irgend welche Gréssen 2,, %,---%,, 


A(a, %, ° . * Lm) —]| (4,— ) ; (i>k, t,k=1,2,---m 


ist. Fiir die Transpositionen findet Herr Frobenius 


(9) - =3(3% (by +0- a(t), 


Die rechte Seite lasst sich hier auch einfach ‘durch die Zahlen x,, x,,--: x, 
ausdriicken. Nach dem Zusammenhang, in welchem diese Zahlen mit den 
Zahlen a, und b, stehen, ist nimlich 


> beet) => G—n) (—n4l, @=n—r+1,--) 


und 


n—1 


Dd o,(0,41) + De—1—2,) @—x,) — Dae 1) — 1 nwa. 


Und hieraus ergiebt sich nach kurzer Rechnung 


) a= = 1S a—1) — 1 ar—1) 4-4). 


i=1 


Nach Gleichung (8) des vorigen Paragraphen wird also 


(10) fs,(w) = = >) for (: : ay 
=n! Soe “(a —D 4 m= 4. 


«, 17 2,!* Kn 12 


%,(%,— vad 
+ te — F n(n —ty(n +4) | 
Hier ist die Summation iiber alle den Bedingungen (2) geniigenden 
Lésungen (x,, %,,--+,) der Gleichung (1) zu erstrecken. Da das all- 
gemeine Glied der Summe (10) symmetrisch beziiglich x,, x, --- %, ist 
und verschwindet, wenn zwei dieser Zahlen aneinander gleich sind, so 
erkennt man, dass 
die Anzahl fs,(w) der Systeme von w Transpositionen t,, t,,-++t,,, 
welche der Bedingung 


tt s+ty= 1 
geniigen, durch die Gleichwng 
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A? My» My y ts Hy) aoe = 
(11) fs,(w) - oe [Ee =” + a —* +::: 
%y (%_ —1) 1 id 
+ Me — F n(n—1) (n+) 
gegeben ist, in welcher die Summation iiber alle Loésungen der Gleichung 
ty + ty +++ + x= = m(n+1) 


in nicht-negativen ganzen Zahlen x,, %,,---%,, 2u erstrecken ist. 


In der Folge schreibe ich die Gleichung (10) indem ich mit (x) die 
Nummer des Lésungssystem (x,,x,,---%,) bezeichne, in der Form 


(12) ~ f(w|n) = A, BY + A, BY + +--+ 4, BY, 
wo dann also 


A (5% °° 


-*.)\2 %.(%,—1 
(13) A. = (AS?) , B= — A 1) 4) 
i=1 

za setzen und f(w|m) fiir fs,(w) geschrieben ist, um die Abhingigkeit 
dieser Grésse von » anzudeuten. 

Dass die Zahlen B,, B,, --- B, iibereinstimmen mit den von mir 
(R. Seite 12) eingefiihrten Zahlen f,, f,,---f, erkennt man auf folgende 
Weise. Setzt man 

Vn = yy Vn—1 = %— 1, MVn—g = *, — 2, +++ ¥, = %, — (n—1), 
so wird nach (1) und (2) 

Ab myt:- + y= Nn, 4 2>%2Y2>:-- >, 20, 

und der Ausdruck fiir B, lisst sich in der Form 


B,= ¥ > (%-+-n—i) (v,-n—i—1) — | n(n—1) (n+) 


i=1 


= 1S ,—-1) — Sint n 


schreiben. Dieses ist aber gerade der Ausdruck, durch welchen ich in 
meiner Arbeit R. die Zahlen f, definirt habe.*) 

Aus der Gleichung (12) ziehe ich noch eine Folgerung, welche fiir 
die weiteren Betrachtungen wichtig ist. Bildet man niamlich die Potenz- 
reihe 


*) Der innere Zusammenhang der beziiglichen Ueberlegungen in meiner Arbeit R. 
mit F. I zeigt sich darin, dass Herr Frobenius dieselben Untergruppen der sym- 
metrischen Gruppe bei der Bestimmung der Charaktere der letzteren zu Hiilfe zieht, 
welche bei mir a. a. O. vorkommen. 
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(14) Fu) = 5 {FOl") + £0») + £2l—) 8 +--+ p00ln) 4-4, 
so zeigt die Gleichung (12) unmittelbar, dass die hierdurch definirte 
Function 

(15) F,(u) = Aye" + Aye™ 4... + Aye" 


ist. Umgekehrt folgt natiirlich aus den Gleichungen (14) und (15) wieder 
die Gleichung (12). 


Fiir die niedrigsten Werthe von m findet man: 

Fu) = gp +e), 

Fy(u) = gp (Orbe +-4), 

1c) }Fu@) = gp Ot be ™ + 9E"+e-™ 4-4), 

F,(u) = oe (e104 4 g-104 4. 16 (6544 ¢-5u) 4 25 (e2u4 ¢-2u) 4 36), 


F,(u) = ap (e15u 4. e154 4 95 (Out ¢—9u) 4 By (eu 4 g—5uy 
\ + 125 (e+ e—8») + 256). 
Der Factor 125 in der letzten Function setzt sich aus den Quadraten 100 
und 25 zusammen. 

Das an sich sinnlose Zeichen F,(u) mége durch die Festsetzung 
(17) Fu) =1 
definirt werden. Bei der Berechnung numerischer Beispiele wendet man 


am besten die Darstellung der Zahlen A, und B, durch die Zahlen 
G,,,,-+-, b,,b,,--- an. (Vgl. (8) und (9).) 





§ 4. 


Von irgend welchen Transpositionen will ich sagen, dass sie die 
Elemente a, b mit einander verbinden oder in Verbindung setzen, wenn 
unter ihnen entweder die Transposition (ab) vorkommt oder wenn die 
Elemente a,, a,,--- @,,80 gewahlt werden kénnen, dass die Transpositionen 
(aa,), (a,4,), (aga5),--- (a,b) sich unter jenen Transpositionen finden. 
Jedes System von Transpositionen wird entweder simmtliche auftretenden 
Elemente mit einander verbinden oder es werden diese Elemente in 
Gruppen zerfallen so, dass die Elemente einer Gruppe mit einander, aber 
mit keinem Elemente einer anderen Gruppe durch die Transpositionen 
verbunden werden. Es seien nun unter den f(w|m) Lésungen der Gleichung 


(1) tt---t,=1 
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y(w|n) vorhanden, welche simmtliche » Elemente mit einander in Ver- 
bindung setzen. Dann ist 


1 
(2) R(w|n) = = P(w|n), (n = 3,4, 5,---) 
die Anzahl der n-blattrigen Riemann’schen Flichen mit w gegebenen Ver- 
zweigungspunkten*). Fiir » = 2 stellt R(w|2) = = gy (w|2) nur + von 


der Anzahl der dann existirenden Riemann’schen Flichen vor. Denn diese 
Anzahl ist offenbar — 0 oder 1, je nachdem w ungerade oder gerade ist, 
und entsprechend ist m(w|2) =O oder 1. 

Die Anzahl g(w|n) und damit auch R(w|m) lisst sich nun durch 
die Anzahl f(w|n) ausdriicken, wie ich in R. Seite 14 angegeben habe. 
Da ich an jener Stelle der Kiirze halber einige Zwischenrechnungen fort- 
gelassen habe, so will ich hier die betreffenden Ueberlegungen etwas aus- 
fiihrlicher darstellen. . 

Betrachtet man irgend eine Lésung (¢,, ¢,,---#,) der Gleichung (1), 
so werden beziiglich derselben die » Elemente, mit welchen die Trans- 
positionen gebildet sind, in Gruppen 


(3) G=ay,--+ Gq, Gy = b,,-++ bn, Gy = G++ + Cny s+: Ge =H h,- +l 


zerfallen, der Art, dass die Elemente der Gruppe G gar nicht bei den 
Transpositionen ¢,, ¢,, ---¢, vorkommen und die Elemente jeder der anderen 
Gruppen nur je unter sich durch die Transpositionen mit einander ver- 
bunden werden. 

Die Gruppe G kann ganz fortfallen, in welchem Falle dann n, = 0 

ist; die Anzahl ry der tibrigen Gruppen ist mindestens 1, jede der Zahlen 
M1, M%,,°**”, mindestens 2 und natiirlich 
(4) M + m+ My +--+ nH, =H. 
Diejenigen der Transpositionen (¢,, ¢,---¢,), welche die Elemente von G, 
verbinden, seien in derselben Reihenfolge, in welcher sie in der Reihe 
t,,4,-°--#, auftreten, mit t, %,---¢., bezeichnet, die entsprechende Be- 
deutung komme tj, 4, --- f, beziiglich der Gruppe G, zu u.s.w. Dann 
ist offenbar 


(5) tte th = 1, t'.--t = 1,---” 1 = 1 


1 Ws 


Tr 


und 
(6) WU: +u,=w (w,>1, w,>1,---w,>1). 
Nun zahle man zunichst ab, wie viele Lésungen (t,, ¢,,---¢,) der Glei- 


chung (1) existiren, fiir welche diese bestimmte Gruppenzerlegung (3) und 
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die den Gruppen G,, G,,---G, zukommenden Zahlen w,, w,,---w, vor- 
geschrieben sind. Da die Gleichungen (5) beziiglich p(w, |m,), (w,|%q),-- 
--p(w,|n,) Lésungen besitzen und unter den w! méglichen Anordnungen 


von w Elementen t’,t’,---¢’ , t’, t- et et ae te sich “ 


1? "2? w,? “1? "2? 27" ? Ww, ! wy !+--,! 
befinden, bei welchen die Elemente ¢;, ¢, - - - to, in vorgeschriebener Reihen- 
folge, ebenso die Elemente ¢/, ¢,---¢:, in vorgeschriebener Reihenfolge 
u. s. w. auftreten, so wird 


w! 


Bm wr 9 (011) (ee me) = 9 ey) 


die hier in Betracht gezogene Anzahl sein. Daher ist 
(7) (1%, 1)5°+°,) = <2 arene (Ww, |22,) (wy ,) ++ - H(eC,|m,), 


die Summe erstreckt iiber die Werthsysteme w,, w,,---w,, welche (6) 
geniigen, die Anzahl der Lésungen (t,, 4.,--- ¢,) der Gleichung (1), fiir 


. welche die Gruppenzerlegung (3) vorgeschrieben ist. 


Bei Festhaltung der Zahlen ,, ,, ”,,---”, lassen sich die » Elemente 


n! 


auf alatar- at Weisen in r +1 Gruppen G, G,, G,,--- G, zerlegen. 
Bildet man folglich die Summe 
(8) ¥(r) 2 miata % Imi. = OM, Mg,*-*%,), 

No, ™% * 


(% + + nen Mm 29, >1,m,>1,---n,>1), 

so hat man alle Liésungen der Gleichung (1) gezihlt, fiir welche die 
n Elemente in x Systeme je unter einander verbundener zerfallen. Dabei 
hat man aber jede dieser Lésungen r! Mal gezihlt, weil freilich jeder 
Lisung ¢,, ¢,,---¢,, eine bestimmte Gruppenzerlegung (3) entspricht, aber 
die Reihenfolge, in welcher man die Gruppen G,, G,, --- G, aufschreibt, 
dabei noch ganz willkiirlich gewiahlt werden kann. 

Hiernach wird nun die Gesammtzahl f(w|n) der Lésungen (t,, 4,°--t,) 
der Gleichung (1) durch 


¥(1) + 2¥(2)+2¥3)+-:: 


vorgestellt, oder es ist 


(9) f(00|m)— IS) grt ay Toast Mada) (aa), 


r=1,2,3,--- 





wobei in der inneren Summe %, ”,,+- + %,, Wy, W2,°++ Ww, alle ganzzahligen 
Werthsysteme annehmen miissen, welche den Gleichungen (4) und (6) und 
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tiberdies den Bedingungen »,>0,,>1,---,>1, w,>1, w,>1,---w,>1 


geniigen. 
Um nun aus der Gleichung (9) »(w|m) zu bestimmen, dividire ich 
die Gleichung durch »!w! und multiplicire mit 
a? ao ae gt Pt +e, grtmtet: ed 
unter « und « Variable verstanden. Sodann summire ich tiber w= 2, 3,--., 
n= 2,3,---. Auf diese Weise kommt zunichst, wenn 


2 feels —_ F(u,2), (w, n = 2, 3,---), 
(10) 
> owln) 5 =Fu,2), (wn —2,3,---) 


gesetzt wird, 
(11) F(u,2) =a 25 [0 (u, 2)" = e(e® =) —1). 


Nun sei, wie im vorigen Paragraphen 


(12) Fw =2 > fw), Rw=1 


w=0 


und entsprechend 


(13) 6, =2 > pin), 00) =1. 


Ferner werde 


(14) dS EWr=Fu,2), 


n=1 


(15) SO, a" = o(u, 2) 
n=1 
gesetzt. Dann ist 


F(u, x) = >> f(w|n) “2 = Fu,2)+e—1, 


a=1 w=0 


o(u,2)—2+ > Sow|n) “= —de,2) +2, 


n=2 w=2 
und folglich, nach (11), 
(16) 1 + Flu, x) = eP 2), 
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Hieraus ergiebt sich 


(u, x) = lg (1+ Fu,2)) = Flu, x) — + [F(u, x)? + = [F(u,x)P—+--., 


oder, indem man die Coefficienten von 2” links und rechts vergleicht: 


a7) 6) = SEY SP, WF) ++ Fu), 


r=1,2,--- My Ng," Ny 
wobei die innere Summation iiber alle Liésungen der Gleichung 


m +m +---+n, =n, 


in positiven ganzen Zahlen »,,”,.,---, auszudehnen ist. Z. B. wird 
1 
,(u) = F,(u) — > LAMP, 
’ 1 
5(u) = Fy(u) — AWA + 3 [AwFP, 


u. 8. W. 


Durch die Gleichung (17) ist nun die Bestimmung der Anzahl der 
n-blittrigen Riemann’schen Flichen mit w gegebenen einfachen Verzweigungs- 
punkten vollendet. Diese Anzahl R(w|n) ist niaimlich der Coefficient von 


- in der Entwickelung von ®,(w) nach Potenzen von uw, und die letztere 


Function ist nach Gleichung (17) in Verbindung mit Gleichung (15) des 
vorigen Paragraphen als eine endliche Summe von Gliedern der Form 
Ce“, wo C rational und b ganzzahlig ist, darstellbar. Hat man ®,(w) in 
der Gestalt 


(18) ©, (u) = >) Ce 
dargestellt, so ist dann also 


(19) R(w|n) =>? Co 


der Ausdruck fiir die in Rede stehende Anzahl Riemann’scher Flichen. 

Ich stelle zum Schluss die Ausdriicke (18) der Function ®,(u) fiir 
die niedrigsten Werthe von » zusammen. Auf Grund der Gleichung (17) 
und der Formeln (16) des vorigen Paragraphen ergiebt sich: 


5 (u) = gp let + -"— 2], 


5 (ul) = Gp [eo + e-™ — O(e" Fe") + 16], 


1 


%,(u) = a 


[ee - e— bu ee 16(é 4- cw —_ 9(e aa gt) 
+ 144(e + e-") — 240], 


Mathematische Annalen. LY. 
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;(u) = oe [(10w) — 25(6u) + 16(5u) — 100(4u) + 400(3u) 
+ 600(2u) — 4000(u) + 6216]. 
, (u) = oe ((15u) — 36(10u) + 25(9u) — 225(7u) + 700(6x) 
— 720(5u) + 7200(4u) — 15200(3u) — 34200(2u) 
— 163575(u) — 242240). 


Dabei habe ich in den beiden letzten Gleichungen allgemein (ku) an 
Stelle von e* + e—*” geschrieben. 

Aus den vorstehenden Gleichungen ergeben sich fiir » = 3, 4,5,6 
dieselben Werthe fiir die Anzahl der n-blittrigen Riemann’schen Flichen 
mit w gegebenen Verzweigungspunkten, wie ich sie in meiner Arbeit R. 
Seite 17 angegeben habe. 


Ziirich, 8. November 1900. 








Atrrep Lorwy. Zur Theorie der endlichen Gruppen. 


Ueber eine besondere Gattung endlicher discreter Gruppen. 


Von 


Atrrep Loewy in Freiburg i. B. 


Eine jede Gruppe @, deren Ordnung eine Primzahlpotenz ist, hat 
die Eigenschaft, dass sich jede beliebige ihrer Untergruppen in eine 
Compositionsreihe einordnen lisst. Wie man sofort sieht, trifft diese 
Thatsache auch fiir alle zerfallenden Gruppen, die sich als directes Pro- 
duct von Gruppen, deren Ordnungen Primzahlpotenzen sind, darstellen 
lassen, zu. Man kann nun zeigen, dass mit den Gruppen, deren Ord- 
nungen Primzahlpotenzen sind, und denen, die das directe Product solcher 
Gruppen sind, stimmtliche Gruppen erschipft sind, bei denen eine jede 
Untergruppe in einer der Compositionsreihen, die man zu der gegebenen 
Gruppe construiren kann, vorkommt. 

Der Beweis beruht auf folgender einfacher Ueberlegung: Ist p* die 
héchste Potenz der Primzahl p, die in der Ordnung einer Gruppe G, 
aufgeht, so sind bekanntlich alle Untergruppen der Ordnung p* innerhalb 
©, thnlich. Hieraus folgt: Ist $8 eine Gruppe der Ordnung p*, die 
in einer Gruppe @, invariant ist, und ist p* die héchste Potenz der Prim- 
zahl p, die in der Ordnung von @, aufgeht, so ist 8 auch eine invariante 
Untergruppe jeder Gruppe, welche @, als invariante Untergruppe enthiilt. 
Sei jetzt eine Gruppe G von der Ordnung 

i ay 

P; ° Ps eee P, 3 
wobei p,, Po, ++, ~» lauter verschiedene Primzahlen bedeuten, vorge- 
legt, dann enthilt © nach einem bekannten Sylow’schen Satz v Unter- 
gruppen $3, (¢ = 1,2,---, v) von den Ordnungen pi (i =1,2, +++, v). 
Wenn sich jede Untergruppe von © in eine Compositionsreihe von © 
einordnen lassen soll, so muss dies auch fiir jede beliebige der Unter- 
gruppen 98, zutreffen; jede Untergruppe $3; ist dann, wie durch wieder- 
holte Anwendung des angefiihrten Hilfssatzes geschlossen werden kann, 
nothwendig invariant in G; mithin enthilt © wv invariante Untergruppen 

5* 
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%,, B,--+, PB, der Ordnungen pe, pe, rey p und ist daher das directe 
Product derselben. 

Zu der betrachteten Gruppengattung gehéren offenbar die von Herrn 
Dedekind*) untersuchten Gruppen, bei denen siimmtliche Untergruppen 
in der vorgelegten Gruppe invariant sind. 

Die hier betrachtete Gruppengattung ist, wie ich nachriglich bemerke, 
auch schon wegen einer anderen ihr charakteristischen Eigenschaft Gegen- 
stand der Untersuchung gewesen. In seinem trefflichen Buch ,,theory of 
groups of finite order“**) beweist naémlich Herr Burnside das folgende 
Theorem: 

If a group G, of order p*q*---7r’, where p,q,---r are distinct 
primes, has a series of self-conjugate subgroups: 

H,, H,, ---, Hy—1, A; G, ; 
such that in G/H, every operation of H,41/H, is self-conjugate, then G 
is the direct product of groups of order p*, g?,---, 77. 

Dieses Burnside’sche Resultat lisst sich nun sofort mit Untersuchungen 
von Herrn Ahrens in Zusammenhang bringen. In seiner Arbeit***) 
»iber eine besondere Classe von Substitutionsgruppen“ iibertrigt Herr 
Ahrens den von Lie in der Theorie der continuirlichen Transformations- 
gruppen eingefiihrten Begriff der adjungirten Gruppe in die Theorie der 
endlichen discreten Gruppen. Die von Herrn Ahrens jeder endlichen 
discreten Gruppe zugeordnete adjungirte Gruppe ist nichts anderes als die 
von Herrn Hilder eingefiihrte Gruppe der cogredienten Isomorphismen, 
welche man zu jeder endlichen discreten Gruppe bilden kann (Vgl. math. 
Encyklopidie, Artikel: Endliche discrete Gruppen von Burkhardt, Bd. I, 
p. 220, aa. 0., Z. 6 v. u. lies BAB—'* statt BA-'B-*). Bildet man 
za einer Gruppe die Gruppe der cogredienten Isomorphismen, so kann 
man zu der so erhaltenen Gruppe wieder die Gruppe der cogredienten 
Isomorphismen bilden, u. s. w. fortfahren. Herr Ahrens fragt nun nach 
denjenigen endlichen discreten Gruppen, bei denen die Bildung der 
successiven adjungirten Gruppen, oder, was dasselbe ist, der successiven 
cogredienten Isomorphismengruppen schliesslich zur Identitiét fiihrt. Das 
Resultat, zu dem Herr Ahrens gelangt, lisst sich auf folgende Art aus- 
sprechen: bei diesen Gruppen kann man eine derartige Anordnung treffen, 
wie sie auch der Burnside’sche Satz verlangt. Mithin gewinnt man das 
Theorem: 


*) Math. Annalen, Bd. 48, p. 548. 
**) Cambridge, 1897, p. 115. Theorem VIII. 
***) Berichte iiber die Verhandlungen der Kgl. Siichsischen Gesellschaft der 
Wiss. zu Leipzig. Math.-phys. Classe 1897, p. 616 ff. 
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Diejenigen Gruppen, welche in das directe Product von Gruppen, deren 
Ordnungen Primzahlpotenzen sind, zerfallen, sind die einzigen Gruppen, bei 
welchen die succesiven adjungirten Gruppen (cogredienten Isomorphismen- 
gruppen) schliesslich mit der Identitét enden. 

Die hier behandelten endlichen discreten Gruppen bilden also in zwei- 
facher Hinsicht (vgl. den vorigen Aufsatz und das Ahrens’sche Resultat: 
alle continuirlichen Transformationsgruppen vom Range Null und auch 
nur ¢iese haben die Eigenschaft, dass ihre successiven adjungirten Gruppen 
schliesslich mit der Identitiit endigen*)) das Analogon zu den Killing’schen 
endlichen continuirlichen Transformationsgruppen vom Range Null. Ich 
gehe auf diesen Punkt um so lieber ein, als es auch Herrn G. A. Miller 
sowohl in seinem werthvollen Report on recent progress in the theory of 
the groups of a finite order**), in dem er die Ahrens’schen Ergebnisse 
bespricht***), wie in der Arbeit ,On the simple isomorphisms of a 
Hamiltonian group to itself“}) entgangen zu sein scheint, dass die von 
Herrn Ahrens angeregte Frage durch das Burnside’sche Theorem ihre 
Lésung gefunden hat. 


*) W. Ahrens, Zur Theorie der adjungirten Gruppe. Ber. tiber die Verh. 
der K. Sachsischen Gesellsch. d. W. zu Leipzig, math.-phys. Classe, 1897, p. 358. 
**) Bulletin of the American mathem. society, Vol. 5, (1898—99), p. 227 ff. 
*) A. a. O. p. 230. 
+) Bulletin of the American mathem. society, Vol. 5, (1898—99), p. 292. 





Zur Theorie der endlichen continuirlichen Transformationsgruppen. 


Von 


Aurrep Loewy in Freiburg i. B. 


In seinen grundlegenden Untersuchungen zu Lies Theorie der end- 
lichen continuirlichen Transformationsgruppen hat Herr Killing*) eine 
besondere Gattung von Gruppen von recht einfacher Structur, die er als 
Gruppen vom Range Null bezeichnet, eingefiihrt. Diese Gruppen sind nicht 
nur selbst integrable Gruppen, sondern auch die erste derivirte Gruppe 
jeder integrablen Gruppe ist eine Gruppe vom Range Null. Nach den 
Killing’schen Resultaten ist eine Gruppe vom Range Null dadurch charakte- 
risirt, dass die simmtlichen in ihr enthaltenen zweigliedrigen Untergruppen 
nur aus paarweise vertauschbaren Transformationen bestehen. Eine andere 
Definition der Gruppen vom Range Null, welche sich auf das Verhalten der 
successiven adjungirten Gruppen stiitzt, ist spiiter von Herrn W. Ahrens**) 
angegeben worden. Die folgenden Zeilen sollen dem Nachweis einer 
neuen charakteristischen Kigenschaft der Gruppen vom Range Null ge- 
widmet sein. Die Gruppen vom Range Null sind dadurch ausgezeichnet, 
dass sie die einzigen endlichen continuirlichen Transformationsgruppen sind, 


*) W. Killing, Die Zusammensetzung der stetigen endlichen Transformations- 
gruppen. Math. Annalen, Bd. 31, p. 252; Bd. 33, p. 1; Bd. 34, p. 57; Bd. 36, p. 161. 

Als weitere Litteratur tiber die Gruppen vom Range Null sind die folgenden 
Arbeiten zu nennen: 

K. A. Umlauf, Ueber die Zusammensetzung der endlichen Transformations- 
gruppen, insbesondere der Gruppen vom Range Null. Leipziger auf Veranlassung von 
Herrn F. Engel verfasste Dissertation. 1891. 

E. Cartan, Sur la structure des groupes de transformations finis et continus. 
Thése de Paris. 1894. 

Vgl. ferner die Darstellung bei Sophus Lie in dem dritten Bande seiner unter 
Mitwirkwng von Herrn F. Engel erschienenen Theorie der Transformationsgruppen, 
p. 774. Leipzig 1893. 

**) W. Ahrens, Berichte iiber die Verhandlungen der kgl. siichsischen Gesell- 
schaft der Wiss. zu Leipzig, math.-~phys. Classe, 1897, p. 358. 
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bei denen jede beliebige Untergruppe sich in eine Compositionsreihe*) der 
Gruppe einordnen lisst. 

Um dieses Resultat herzuleiten, beweise ich zuniichst den folgenden 
Hilfssatz: 

Eine jede beliebige p— 1 gliedrige Untergruppe einer p gliedrigen 
Gruppe $ vom Range Null ist eine invariante Untergruppe von §. 

Das angegebene Theorem gilt fiir alle zweigliedrigen Gruppen vom 
Range Null, denn diese bestehen nur aus vertauschbaren Transformationen. 
Wir kénnen daher den Satz fiir alle p—1 gliedrigen Gruppen vom Range 
Null als giiltig annehmen und brauchen ihn nur fiir p gliedrige Gruppen 
vom Range Null zu beweisen. Es sei §, irgend eine p— 1 gliedrige 
Untergruppe einer p gliedrigen Gruppe § vom Range Null, dann ist §, 
auch vom Range Null und besitzt mithin wie jede Gruppe vom Range 
Null mindestens eine ausgezeichnete infinitesimale Transformation, d. h. 
eine Transformation, welche mit allen Transformationen von , vertausch- 
bar ist. Nehmen wir an, dass diese ausgezeichnete Transformation von 
, auch in § ausgezeichnet ist, so kann man infolge der Existenz dieser 
ausgezeichneten Transformation eine mit  meroedrisch isomorphe Gruppe [ 
construiren, welche ebenso wie vom Range Null, aber nur p— 1 gliedrig 
ist. [F enthilt dann eine p — 2 gliedrige Untergruppe [,, welche mit §, 
meroedrisch isomorph ist. Da unser Theorem fiir alle » —1 gliedrigen 
Gruppen vom Range Null als giiltig angenommen wurde, so ist I, eine 
invariante Untergruppe von [. Hieraus aber folgt, dass §, auch in § in- 
variant ist. Sollte keine der ausgezeichneten Transformationen von §, in 
 ausgezeichnet sein, so muss § wie jede Gruppe vom Range Null 
wenigstens eine ausgezeichnete Transformation, die dann nicht in §, ent- 
halten ist, besitzen; nimmt man diese zu den infinitesimalen Transforma- 
tionen, welche , erzeugen, hinzu, so wird die Gruppe § erhalten. Hieraus 
ersieht man sofort, dass , in diesem zweiten Fall sicher auch eine in- 
variante Untergruppe von © ist. Damit ist unser Hilfssatz erwiesen. 

Beachtet man, dass jede Untergruppe einer Gruppe vom Range Null 
auch vom Range Null ist und dass jede s gliedrige integrable Untergruppe 
einer r gliedrigen Gruppe, falls s <1 — 1 ist, in wenigstens einer s + 1 
gliedrigen Untergruppe der 7 gliedrigen Gruppe enthalten ist,**) so folgt, 
wenn man den bewiesenen Hilfssatz beniitzt, dass jede beliebige Unter- 
gruppe einer Gruppe vom Range Null sich in eine Compositionsreihe 
einordnen liisst. 


*) Ich beniitze, wie es in der Theorie der endlichen discreten Gruppen geschieht, 
die Bezeichnung ,,Compositionsreihe‘, welche Lie in seiner Theorie der Transforma- 
tionsgruppen Bd. III, p. 704 eine Normalreihe von Untergruppen nennt. 

**) Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen, Bd. III, p. 681, Satz 8. 
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Um den Nachweis zu fiihren, dass mit den Gruppen vom Range Null 
simmtliche Gruppen erschépft sind, bei denen sich jede Untergruppe in 
eine Compositionsreihe einordnen lasst, dienen folgende Ueberlegungen: 

Wenn © irgend eine r-gliedrige Gruppe ist, bei welcher sich jede 
Untergruppe in eine Compositionsreihe einordnen lisst, so zieht die Existenz 
einer jeden s-gliedrigen Untergruppe, wobei s<r—1 ist, die Existenz 
einer s+ 1 gliedrigen Untergruppe nach sich. Sind naimlich X,, X,,---, X, 
die infinitesimalen Transformationen einer s-gliedrigen Untergruppe von G, 
so giebt es infolge unserer Voraussetzung iiber die Structur von @ noch 
weitere ¢ infinitesimale Transformationen 


X41, Xs+2, sat Xs+t5 


dass die s-++-¢ infinitesimalen Transformationen X,, X,,---, X,;.; eine 
s-+¢# gliedrige Untergruppe von @ bilden und die s infinitesimalen 
Transformationen X,, X,,---, X, eine s gliedrige invariante Untergruppe 
der s-+¢ gliedrigen Gruppe constituiren. X,, X,,---, X, bilden dann 
mit einer jeden der ¢ Transformationen X,4:, X,42,---, Xs4, eine s+1 
gliedrige Untergruppe von &. Infolgedessen besitzt © auch eine r —1 
gliedrige Untergruppe, welche wegen der verlangten Eigenschaft noth- 
wendig in © invariant ist. Diese r—1 gliedrige invariante Untergruppe 
von © mége aus den Transformationen X,, X,,---, X-—: bestehen, & 
kann dann durch Hinzunahme einer weiteren Transformation X,. dar- 
gestellt werden. Da X, selbst in einer Untergruppe, die wenigstens zwei- 
gliedrig ist, invariant sein muss, so folgt: es giebt wenigstens eine Trans- 
formation in G, die mit X, vertauschbar ist. Folglich ist X, sicher in 
einer Gruppe vom Range Null, welche Untergruppe von © ist, enthalten; 
die Gruppe héchster Gliederzahl vom Range Null, in welcher X, enthalten 
ist, sei m gliedrig; hierbei ist m > 2; wir wollen m <r annehmen. Seien 
X,, X-—1, Xp—2, +++, X-r—m4i die m infinitesimalen Transformationen 
dieser m gliedrigen Gruppe vom Range Null, die mit @,, bezeichnet 
werde, so kann man & aus @,, durch Hinzunahme von r — m weiteren 
infinitesimalen Transformationen X,, X,,---, X-— erzeugen; dabei kann 
man X,, X,,---, X-—m derartig wiahlen, dass die Schaar von Trans- 
formationen e, X, + eX, +--++ ¢-—mX-—m, mit den r—m Parametern 
C1) €g)***, @—m Von den Transformationen der Gruppe G,, invariant ge- 
lassen wird; es gelten also die Relationen: 

(A) (Xx “) = D>? Cr—kuv Xs (k= 0,1,---,m—1; w= 1,2,-- +» 7 —m); 

1 

hierbei bedeuten (X,—;X,,.) in bekannter Weise die in Lie’s Transforma- 
tionstheorie gebriuchlichen Klammersymbole und die Gréssen ¢ Con- 
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stanten.*) Wegen der vorausgesetzten Higenschaft von © ist die Gruppe 
G, vom Range Null in einer m-+ m’ gliedrigen Untergruppe von @ 
invariant; diese m-+ m’ gliedrige Untergruppe kann durch die Trans- 
formationen: 
X,, X,—1; oo ees Y;; Y3, mn Ym’ 

wobei m’ > 1 ist und Y,, Y,,---, Ym lineare homogene Functionen von 
X,, X,,--+-, X, mit constanten Coefficienten bedeuten, erzeugt gedacht 
werden. Betrachten wir jetzt die m-—+-1 Transformationen X,, X,—1, -- 
+, X--m+1, Y;,, so bilden diese eine m + 1 gliedrige Untergruppe G,,4; 
von &; ©, ist dabei in &,,4; invariant. Die m-1 gliedrige Gruppe 
@n+4: kann auch durch die Transformationen X,, X,—1,+++,X-—m+41, Yy’; 
wobei Y,’ nur eine lineare homogene Function mit constanten Coefficienten 
von X,, X,,---, X-—m ist, erzeugt werden. Da X,, X,~1, >++, X-—m4i 
eine invariante Untergruppe von @,,+,; bilden, so sieht man infolge der 
Relationen (A), dass Y,’ mit allen Transformationen von @,, vertauschbar 
sein muss; daher ist die Gruppe G,,,; auch vom Range Null. Mithin 
ist G,, nicht die Untergruppe héchster Giliederzahl vom Range Null, 
welche X, enthilt. Hieraus kann der Schluss gezogen werden, dass & 
selbst vom Range Null sein muss. 


*) Vgl. Umlauf, a. a. O. p. 31 oder Lie-Engel, Theorie der Transformations- 
gruppen, Bd. III, p. 775. 








Emme Boren. 


Le prolongement analytique et les séries sommables. 


Par 


Enite Bore a Paris. 


I. 


Le but de ce petit Mémoire est de préciser la notion du polygone de 
sommabilité, notion que j'ai indroduite dans mon Mémoire Sur les séries 
de Taylor admettant leur cercle de convergence comme coupure (Journal de 
M. Jordan 1896, p. 445). Rappelons briévement les résultats qui y sont 
établis. 

Soit 

f(2) = 4 + 4,2 + a2? + a,2+--- 
une série de Taylor dont le rayon de convergence n’est ni nul ni infini; 
on appelle fonction entiére associée la fonction: 


F s* 28 
Fe) =a+%>7+&75+% ea - 
Des lors lintégrale 
f(z) —fe-*F(az) da 
0 

prise suivant un chemin réel, représente la fonction f(z) dans tout le 
polygone de sommabilité. Ce polygone est défini de la maniére suivante: 
joignons lorigine (¢ = 0) a chaque point singulier*) A de f(z) par une 
droite D; élevons en A une perpendiculaire A a la droite D, les droites 
A forment le polygone de sommabilité. Pour préciser, on peut dire que 
pour obtenir ce polygone on supprime la portion du plan située, par 
rapport & chaque droite A, du cété qui ne renferme pas lorigine. On 
voit que, si les points singuliers sont en nombre limité, le polygone est 
rectiligne; il peut présenter des parties curvilignes si la fonction admet 
des lignes singuliéres; car notre regle conduit alors 4 prendre l’enveloppe 


*) Bien entendu, si f(z) n’est pas uniforme, on ne se préoccupe que des points 
singuliers de la branche obtenue en suivant les rayons issus de l’origine. 
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des toutes les droites A correspondant aux divers points de la ligne 
singuliére. 

La question qui va principalement nous occuper se trouve ainsi posée 
dans le mémoire cité. «Dans le cas des points singuliers les plus simples, 
javais montré (Fondements de la théorie des séries divergentes sommables 
Journal de M. Jordan 1896) que c’était précisément la la région de som- 
mabilité; ici nous pouvons seulement affirmer que la région de som- 
mabilité comprend ce polygone; nous ne sommes pas certain qu'elle ne soit 
pas plus grande, bien que cela paraisse peu probable; mais ce point, qu'il 
. serait intéressant d’élucider, n’a pas d’importance pour Il’application que 
nous avons en vue>. 

C'est cette question que nous allons résoudre, dans le sens prévu, 
en utilisant la notion de sommabilité absolue, que j’ai introduite dans mon 
Mémoire sur les séries divergentes (Annales de l’Ecole Normale, 1900). 

D’une maniére précise, nous allons démontrer la proposition suivante 

Théoreme I. Soit f(z) une série de Taylor et F'(2) la fonction entiére 
associ¢e. Considérons le produit 
(1) e-* F (az) 
et donnons & 2 un argument déterminé a et un module variable, Il existe 
alors une valeur @ du module telle que, pour |z|<, le produit (1) reste 
fini lorsque a augmente indéfiniment, tandis que, pour \z| >, ce produit 
prend des valeurs supérieures en module a tout nombre assignable*): le point 
z= oe appartient au contour du polygone de sommabilité relatif a f(z). 

On voit que cette proposition, en permettant de déterminer le poly- 
gone de sommabilité par !’étude de la fonction associée, fournit un procédé 
de recherche des points singuliers de f(z). A ce sujet, on peut faire une 
remarque assez curieuse; l'étude de la fonction associée pour un argument 
« de z et les arguments voisins permet de déterminer un cété du poly- 
gone de sommabilité et, en abaissant de l’origine une perpendiculaire sur 
ce coté, on obtient un point singulier, dont l’argument est en général, 
fort différent de «, bien qu’on l’ait obtenu par l’étude de la fonction 
associée, uniquement dans le voisinage de l’argument «. 


Il. 


Nous établirons d’abord le théoreéme suivant. 
Théoréme II. Soit f(z) une série de Taylor, F(z) la fonction entiére 
associée. Soit M un point z du plan, tel que le produit 


e—* F(az) 


*) Ce qui ne veut pas dire que le produit tend vers l’infini. 





76 Emre Boret. 


reste fini lorsque a augmente indéfiniment. Le fonction f(z) n’a pas de 
point singulier a Vintérieur du cercle décrit sur OM comme diamétre (Elle 
peut en avoir sur le contour du cercle). 

Remarquons d’abord que, par la substitution (z, kz) on peut, sans 
altérer la généralité, supposer réelle et positive la valeur de z correspondant 
au point M. Par hypothése le produit e—* Faz) reste fini; nous pouvons 
done écrire, quelque soit a: 


(1) |e~* F(az)| <A, 
A étant un nombre fixe. 
Cela posé, soit ¢ un nombre positif arbitrairement petit; nous poserons 
a= (1l—ae)z 
et nous considérons le cercle décrit sur OM’ comme diamétre (M’ cor- 
respond a 2’). Cela posé, considérons l’intégrale, prise suivant le chemin réel 


2 


(2) ferFas’) da; 


0 


cette intégrale a visiblement un sens; car 2’ = (1—e)z et si l’on pose 
a(1—e) =f, elle devient 


oO 


f e i* P(e) 


0 


et la quantité a intégrer est inférieure en module a 


s6-= A gh 


a 


en vertu de l’inégalité (1). On voit dés lors que, non seulement |’inté- 
grale (2) a un sens, mais que l’erreur commise, si on la limite supérieure- 
ment 4 un nombre B est inférieure a: 


ao 

’ te Be 
. J Ten to. 
1—e é 


B 
Faisons maintenant dans l’intégrale (2) la substitution 
ad = 2; 


nous obtenons, en remplacant 2’ par 2, 
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x 
ae d 
(3) f: * F(a) = 
A 


et conservant toujours le chemin d’intégration réel, faisons varier z, de 
toutes les maniéres possibles, 4 l’intérieur du cercle décrit sur OM’ 
comme diamétre. Quelle que soit la position de z 4 l’intérieur de ce 


. , 1 se 4 ~ 
cercle ou sur ce cercle, la partie réelle de ~ est supérieure ou égale a 


la partie réelle de a par suite l’intégrale (3) a un sens, de méme que 


lintégrale (2) et l’on peut calculer la méme limite supérieure pour l’erreur 
commise lorsqu’on limite supérieurement l’intégrale & un nombre B au 
lieu de + co. C'est dire que lintégrale converge uniformément. Dans 
ces conditions elle définit dans le domaine considéré une fonction analytique 
réguliére en tous les points de ce domaine. D ailleurs, dans la région 
commune a ce domaine et au cercle de convergence de f(z), l'intégration 
terme & terme, qui est légitime dans cette région, montre que la fonction 
analytique coincide avec f(z); done la fonction f(z) est holomorphe a 
lintérieur du cercle décrit sur OM’ comme diamétre. Comme le point 
M’ différe aussi peu que l’on veut du point M, cette fonction ne peut 
admettre de point singulier 4 l’intérieur du cercle décrit sur OM comme 
diamétre, ce que nous voulions établir. 


Il. 


Nous allons maintenant établir une proposition qui est en quelque 
sorte la réciproque de la précédente; nous |’établissons pour étre complet, 
bien qu’elle soit & peu prés entitrement développée dans le mémoire cité. 

Théoréme III. Soit f(z) une série de Taylor, F(z) la fonction entiére 
associée, C un cercle décrit sur OM comme diamétre. Si la fonction f(z) 
est holomorphe a Vintérieur du cercle et sur le cercle, on peut affirmer que 
Vintegrale 


n 
. 


J e~* F (az) da 


0 
dans laquelle z désigne Vaffixe du point M, a un sens et est égale a f(z). 
De plus, il existe des nombres fixes A et B tels que Von ait, quelque soit a 
|e-* F(az)| << Ae-*4 


Pour établir cette proposition, remarquons d’abord, comme plus haut, 
que rien n’empéche de supposer M réel et positif. De plus la fonction 
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f(2) étant holomorphe sur le cercle C, on peut tracer un cercle con- 
centrique plus grand C’, tel quelle soit encore holomorphe sur C’ et 
dans son intérieur. Soit M’ le point réel et positif de C’. M’ correspond 
& une valeur de z que nous pouvons désigner par z(1+-e). 


Cherchons maintenant & exprimer F(az) par une intégrale prise le 
long de C’. Ona 


az az? a” 2” 
F(az) =a, + a, 7 TS oes Pe, ep += :, 


Mais on sait que l’on a 


_ 1 siwan 
nn Qin yeti 


Lorsque le point z est en M et que le point u décrit le cercle C’ le 
point = décrit aussi un cercle, dont un diamétre est aussi dirigé suivant 


Vaxe réel et dont il est aisé de déterminer les deux points situés sur cet 


axe, lesquels correspondent & u = z(1-+-«) et & wu == — ze; on obtient 


ee . 1 —1 
ainsi les deux points ;~—. et —- 


1+e 
8 ° . 2 
On voit immédiatement que, quelque soit ;, sur le contour de ce 
cercle, l’on a 


partie réelle de (= ~ 1) < er — as 


Des lors, en désignant par R le rayon de C’ on a évidemment 


——@0 


(4) |e-* F(az)| < Re'+* +. 


C’est le résultat que nous voulions obtenir. Quant au fait que l’intégrale 


fe+r(a) 


est égale & F(z), il résulte de ce que l’inégalité (4) pourrait étre démontrée 
de méme pour tous les points d’une aire voisine de l’axe réel et réunis- 
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sant l’origine au point M. Des lors l’intégrale définit dans cette aire une 
fonction analytique, qui, coincidant avec f(z) 4 lintérieur du cercle de 
convergence, lui est identique*). 

Notre proposition est done complatement établie. 


IV. 


Il nous reste 4 faire voir que les Théoremes II et III que nous 
venons de démontrer, entrainent comme conséquence immédiate le Théo- 
reme I, dont la démonstration est notre but principal. 

Il suffit pour cela de faire la remarque suivante: soit C un cercle 
décrit sur le segment OM comme diamétre, et A un point du plan. Si 
lon éléve en A la perpendiculaire & OA, cette perpendiculaire rencontrera 
le segment OM (c’est-a-dire passera entre O et M) on ne le remontrera 
pas, suivant que le point A est intérieur ou extérieur au cercle C. 

D’aprés cela supposons M extérieur au polygone de sommabilité; 
OM rencontre donc l'un des cétés de ce polygone et le point singulier A 
correspondant est intérieur au cercle C. Il n’est done pas possible 
(Théoréme I) que le produit e~*F (az) soit fini en M. Si, au contraire, 
M est intérieur au polygone de sommabilité, c’est dire qu’aucun cété de 
ce polygone ne rencontre le segment OM; des lors tous les points singu- 
liers A sont extérieurs au cercle C et le produit e~*F (az) est fini en M 
(Théoréme III). 

Enfin, si le point M était sur le contour du polygone, il y aurait 
des points singuliers sur le contour de C et on ne pourrait plus rien 
affirmer. 

En résumé, nous voyons que le polygone de sommabitité marque sur 
chaque rayon issu de O la limite des points z pour lesquels e~* F(az) reste 
fini pour a = oo, cette propriété pouvant subsister ou non pour le point 
limite. C’est la le point fondamental que nous nous proposions d’établir. 

Au point de vue de la sommabilité on peut faire les remarques 
suivantes; il résulte de ce qui précéde que la série f(z) est absolument 
sommable & Vintérieur du polygone de sommabilité et ne lest pas a l’ex- 
térieur. En d’autres termes I’intégrale 


ao 
: 
(5) fe |F'(az)|da 
0 
@ un sens, ou non, suivant que ¢ est intérieur, ou extérieur, A ce poly- 
gone; il y a doute sur le contour. 


*) On “ prendre, par exemple, pour l’aire considérée, une bande rectangulaire 


d'épaisseur §* ~ , allant de l’origine jusqu’au point #(1 a 5): 
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La somme est définie par l’'intégrale 


(6) if e-* F(az)da 


et nous ne pouvons affirmer que cette intégrale n’a pas de sens a |’extérieur 
du polygone. Mais il faut observer qu’au point de vue des applications, 
Vintégrale (5) est beaucoup plus aisée 4 étudier que l’intégrale (6); il y 
a tout avantage a l’y substituer. Cette étude conduit d’ailleurs évidem- 
ment aux régles énoncées plus haut. 


St. Paul, par Tournemire (Aveyron), le 4 octobre 1900. 








Pu. Maenncuen. Trilineare terniire Form. 


Zur Theorie der trilinearen terniren Form. 


Von 


Pu. MAENNCcHEN in Alzey. 


In meiner Arbeit: Die Transformation der trilinearen terniiren Form 
in eine theilweise symmetrische, Giessener Dissertation, Leipzig 1898*), — 
werden sechs Invarianten der trilinearen terniren Form 

2, DA, 2, Y, + &y DO, HY, + oy D6, 4;,Y, (i,k = 1,2, 3) 


aufgestellt, von denen u. a. bewiesen wird, dass sie bis auf die Vorzeichen 
einander gleich sind. Nur drei von diesen Invarianten sind dem Bau 
nach wesentlich von einander verschieden, naimlich diejenigen, die bereits 
B. Igel, Monatshefte fiir Mathematik und Physik 1894 Jahrgang 5, mit 
D, E und F bezeichnet hat**), 

Diese Bezeichnungen sollen hier beibehalten werden; es ist 


0 0 0 —ds, —Asg —Asg Ay Ags 
0 O —bs, —Dyy —Dygs 
— Cy. — Cg 
M31 
bs, 
C31 
—~ Ag, — Aggy Ay 


— be, —Dyyg —byy Oy 








| — 1 —Cyg — Cog Gy 


*) Daselbst ist zu lesen: 8.5 Z. 2 v. o. 1883 statt 1887, 8.6 Z.8 v. u. 1894 
statt 1884, S. 9 Z. 12 v.o. D,: statt D, tz, 5.16 Z.7 v.u. (32, 23, m) statt (32, 21, m), 


8. 31 Z. 16 v. u. von a,, statt von x, S. 32 Z.2 v.o. D,, statt E,,. 
**) Siehe auch M. Pasch. Mathematische Annalen 1899, Band 52, S. 127. 
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—QUsz —Ay, —Asg 
—b,y —byy —)gs 


— Cy, — Cg 


Gs 
C23 
33 
—by ~. ae —hs 
— by; — bys 
| — Ds, — D5. —Oss . As. Msg OO 0 
und zwar ist D = — E = — F (Dissertation 8. 19). 
Bezeichnet man die Determinante 2+ a,,4.4,;, mit V,, die ebenso 
aus b,, und ¢,, gebildeten Determinanten mit V, und V,, ferner mit «;,, B;,, Vix 
die Adjuncten von a;, in V,, von b,, in V,, von ¢,, in V,, und ersetzt 
man endlich in D, FE und F die a,,, b,, ¢,, durch o@;,, B;,, y;,, 80 ent- 
stehen drei neue Invarianten, die A, E und ® heissen mégen. 
Nun entsteht die Frage: Welcher Zusammenhang besteht zwischen 
D, E, F einerseits und A, E, ® andererseits? 
Ich multiplicire F' mit der folgenden Determinante: 








\—%45 —Yis — 113 0 0 0 0 
—Fu Tn —TFx 0 0 0 


——te —Ta —~—To 0 0 0 
0 0 0 —ay, —a, —ty 


——%q, —— U%qq —— Mg, 

—g, —Gsg —Gs, 0 0 0 
0 0 0 —By — By — Bis 

0 0 0 — Bay — Brg — Bos 

0 0 0 — Bs — Beg — Bss 
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Der Werth dieser Determinante ist auf Grund der oben eingefiihrten Be- 
zeichnungen gleich — V,.: V2 Vy. Es ergiebt sich das folgende Product: 
— F-V,-¥,°¥, 
Ze Mp Dep, Bly, —V, 0 0 
Dey 4 Oy, Vy Wlgy UC, 9 sated | 0 
25404, Blgp%q, Blz,%3, 0 0 —¥, 
0 0 Jay Bi, =O, ,B,, 24, Bs, 
° 0 2d, Bi, 2 My,By, ~My, Bs, | 


0 
0 a 0 0 205 ,B,, 23 ,B,, 25,85, 
| 2b: 2b, 72% ZOy27%3, —Va 0 0 0 0 
0 
0 


c 


| 
| 
| 
| 
| 

= wii 
| 


| Bears Xb: i724 Dbei7sx —Vv 0 0 0 

| 2bs i714 S0s.7%2% 205.7% 0 0 
Ferner multiplicire ich ® mit 

Dir Op Os 

Dey Da dys 

Ds; b 





Aig Ag 





Ay_ Ag 





0 0 Ms, sg 
und zwar componire ich Zeile mit Zeile, wie bei der vorigen Multiplication, 
doch betrachte ich jetzt die Resultate der Composition als Zeilenelemente, 
wahrend ich sie dort als Spaltenelemente wihlte. 
Es ergiebt sich alsdann das folgende Product: 
®o-V_-V,-V, 
Zbitie AD%er SOY, —V, 0 0 
QbeiP1~ Lby.72% Zbar7sx 0 Ty 0 
Zbs.%i~ Adsi%ex Tbsi7sx 0 0 Ty 
0 0 Dey Hyp Vy pM yy, VCy My, 
0 2g, Bly 4 My, Bly, Mg, | ° 
| c 0 Lily, 0, DCs pM, Bly, Ms, 
| 20, Bi, 2a, ,B., 2a, ,Bs, 0 0 0 0 
| 25 ,B,, 2d ,By, Day, Bsx 0 0 0 0 
| 25,8, 23 ,B,, =A3,B5, Vi, 0 0 0 
6* 


0 
—vV 0 
0 
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Hier stelle ich zuniichst die Spalten so, dass die Reihenfolge 
456 789 123'zu Stande kommt. In der nun entstandenen Determinante 
bringe ich die Zeilen in die Reihenfolge 456 789 123. So entsteht die 
Determinante: 


0 0 
0 0 Ley py Dey pMqy Dlg pHs, aie 


0 0 
0 

0 0 O Lly,0,, Bly, %q, 2 Cy, M5, 0 0 
0 
0 


Zep py, DC ply, DC, 0s, —V, 


—V 0 0 0 O Bay By, AO ,Bg, 20,8, 
0 Vi 0 0 O = Bay, By, Hy, By, 2 Ay, Bs, 

0 0 aie 0 0 O = Las, Bi, H3,8y, A5,By 
Qh Mie Ab %er SO%s, —V, 0 0 0 0 0 
Zhe ix Sber%ex Sb2i7sx 0 iT, 0 0 0 0 





2b s.715 25.72, 23.7% 0 0 —Y¥, 0 0 0 


Diese ist einschliesslich des Vorzeichens sowohl identisch mit 0-V7.-V,-V., 
als auch, wie man leicht einsieht, mit — F.V,-V,-V,. Daraus folgt: 


®%-V,-V,: Vo. = — F-V,-V,-V,, 
oder 
o> = — F.-V,-V,-V.. 

Beachtet man nun, dass D——H=——F, also auch A=>—E=>—® 
ist, so kann man aus der zuletzt gewonnenen Formel die beiden folgen- 
den ableiten: 

A=—D-V,-V,:V.; 
E=—E-V,-V,-V.. 
In aihnlicher Weise kénnte man die Determinanten 
DH Ay dyoeyg, DE Ay Dag egg, 2 AE gy Oss Css 
etwa mit V,,, Ve;, V3, bezeichnen, ferner mit ax, Bix, yix die Adjuncten 
von 4;,, 6;,, ¢, in V,,. Dann ist, wenn man wieder alle a;,, b;,, ¢;, durch 
die entsprechenden «;;, Bix, yix ersetat: 
A= — D-Vx- Var- Voi, 
E = — E-V,,- Vax: Vee; 
O a — F-V,,- Ver- Vaa- 

. Endlich ergeben sich bei Einfiihrung der analog definirten Determi- 
nanten V,,, Vis, Vig und der Adjuncten «;;., B;:, yi; die Beziehungen: 
AY = — D-Vir- Via Vis, 

E*= — E- Vin + Viz: Vis, 
o” = <o F. Via . Vis * Vis: 
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Die Beweise lassen sich entweder auch auf dem angegebenen Wege 
fiihren, oder, was weit einfacher ist, man kann sie aus dem fiir A, E, ® 
gefiihrten Beweise herleiten. Man muss alsdann den letzteren fiir D, FE 
und F' in der Gestalt fiihren, die sie annehmen, wenn a,, durch a,,,, 
b,, durch @,,, ¢, durch a,,, ersetzt wird (vergl. Dissertation S. 8 ff. 
und Pasch a. a. O. S. 128). 


Alzey, im September 1900. 








A. Keser. 


Beitrage zur Theorie und Anwendung der Variationsrechnung. 
(Erster Aufsatz.) 


Von 
Apour Kyeser in Berlin. 


Die einfachste isoperimetrische Aufgabe im weiteren Sinne des Wortes 
verlangt, wenn x und y rechtwinklige Coordinaten in der Ebene sind, 
zwischen zwei gegebenen Punkten eine Curve zu ziehen, welche dem Integral 


K= {9(2, Y> oY) dex 


einen vorgeschriebenen Werth verleiht, und dabei das Integral 


T= fF (2, y, 2) de 


zu einem Extremum macht. Im Wesentlichen dieselbe Bedeutung hat 
folgende Aufgabe. Es sollen x und y als Functionen von ¢ so bestimmt 
werden, dass das Integral 


T= Fe, y, x, y)at 
ein Extremum werde, das Integral 
K =f G(x, y, 2, y)at 


aber einen vorgeschriebenen Werth erhalte. Dabei bedeuten, wie fortan 
immer, Accente die Ableitungen nach ¢; die Functionen F und G sind 
beziiglich der letzten beiden Argumente homogen von der Dimension Eins, 
und iiberall, wo x’ von Null verschieden ist, durch die Gleichungen 


F(x, 9,7, ¥)=«'f (2, y, 4), 
G(a,y, ¢, y)=a'g (2, y, %) 
definirt. Alsdann erhalt man als nothwendige Bedingungen des Extremums 
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fiir x und y als die gesuchten Functionen von ¢ die Differentialglei- 
chungen*) 

F, — Fz + 4(G. — Gy) = 0, 

F, — Fy + 4(G, — Gy) = 0, 


in welchen die partiellen Ableitungen durch Anheftung des Arguments 
als Suffix bezeichnet sind, und 4 eine Constante bedeutet, welche die 
isoperimetrische genannt wird. Die Curven, welche diesen Differential- 
gleichungen geniigen, heissen die Extremalen des vorgelegten Problems. 

Die principiell wichtige und nicht immer leicht zu beantwortende 
Frage, in welchem Umfange von einer Extremale, genauer von einem 
von Singularitiiten freien Stiick einer solchen, in dessen Elementen die 
Functionen F' und G ein regulires Verhalten zeigen, das gesuchte Ex- 
trenum wirklich geliefert wird, fiihrt bekanntlich auf den Begriff der 
conjugirten Punkte. Die einer Extremale © angehérigen Punkte 0 und 1, 
welche einen Bogen von der angegebenen Beschaffenheit einschliessen, 
heissen conjugirt, wenn sie durch eine zweite Extremale verbunden werden 
kénnen, welche der ersten unendlich nahe liegt, und bis auf unendlich 
kleine Grissen héherer Ordnung denselben Werth des von 0 bis 1 er- 
streckten Integrals K wie die Curve © ergiebt; integrirt man lings der 
letzteren von 0 iiber 1 hinaus bis zu emem Punkte 2 hin, so ist bekannt, 
dass der Bogen 02 im Allgemeinen das gesuchte relative Extremum 
nicht mehr liefert. 

Scheeffer ist der erste, der einen Beweis dieses Satzes publicirt hat, 
und zwar auf (rund einer ausgedehnten Theorie der zweiten Variation**), 
Auf wesentlich anderen Principien beruht der Beweis, den ich in § 40 
meines Lehrbuchs der Variationsrechnung gegeben habe; hier werden 
hauptsiichlich gewisse Enveloppen der vom Punkte 0 ausgehenden Extre- 
malen betrachtet, und es zeigt sich, dass im Allgemeinen schon der 
Bogen 01 selbst das verlangte Extremum nicht mehr liefert. Auf den 
vorliegenden Blittern gedenke ich einen Beweis fiir das Aufhéren des 
Extremums zu geben, dessen Grundgedanke von Weierstrass herriihrt 
und mir aus einer mangelhaften Nachschrift von Vorlesungen bekannt 
geworden ist. Der urspriingliche Beweis von Weierstrass, wenn ein 
solcher tiberhaupt in einigermassen vollstiindiger Ausarbeitung vorhanden 
ist, diirfte indessen wenigstens fusserlich von dem hier durchgefiihrten 
ziemlich stark abweichen; dies lehrt schon ein Blick auf die Dissertation 


*) Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung (Braunschweig 1900), vierter 
Abschnitt. 
**) Bd. 25 dieser Annalen. 





88 “ A. Kyeser. 


von Hormann*), in welcher ein Theil der Weierstrass’schen Argu- 
mentation verdéffentlicht ist. In welchem Umfange man iibrigens die hier 
folgenden Entwicklungen als Eigenthum des grossen Meisters ansehen 
will, ist mir gleichgiiltig; die Hauptsache ist, dass die bezeichnete 
wichtige Frage der Variationsrechnung allseitig geklirt werde, und dazu 
hoffe ich beizutragen. 


§ 1. 
Besondere Darstellung der durch einen festen Punkt gehenden 
Extremalen. 


Eine Schar von Extremalen, welche durch den festen Punkt 0 gehen, 
sei durch die Gleichungen 
(1) a= £€(t,a,b), y=n(t, a, b) 
dargestellt; © sei die specielle Extremale 
(2) = E(t, dy, by), y=n(t, A, bo), 
$8 ein im Punkte 0 beginnender Bogen derselben, lings dessen die 
partiellen Ableitungen &,, 7, nirgends zugleich verschwinden, und F, G in 
der Umgebung jedes Werthsystems 

o=&, y=y, o=—b,, Y=, 


reguliire analytische Functionen ihrer Argumente sind. Durchliuft ferner 
t das dem Bogen % entsprechende Intervall, und ist a = a,, b = by, 80 
seien die Functionen &(¢, a, b), y(t, a, b) reguliir. 

Eine der Curve © benachbarte stellen wir in der Form 
(3) t= g(r, a, b), y= n(t, a, b) 
dar und wahlen + so als Function von ¢, dass allgemein der Punkt (%, ¥) 
auf der im Punkte (x, y) errichteten Normale der Curve (2) oder © liegt. 
Nimmt man in den Ableitungen von £ und 7, wenn nichts anderes aus- 
driicklich festgesetzt wird, das Argumentsystem ¢, a), b), so hat man, um 
das bezeichnete Ziel zu erreichen, die Gleichung 
(4) (@—z)& + Y¥—y)14=9 
anzusetzen. Die Gleichungen (3) kann man zufolge der vorausgesetzten 
Beschaffenheit der Functionen £, 1 schreiben 


t— f= &,(z—t) + E (a — a) + &,(b— by) + [«—t, a—a, b—byl,, 
y —y =1,(t —t) +4 4(a—ay) +7,(6—by) + [t—#, a—ay, bR—Dy],, 


*) Untersuchung iiber die Grenzen, zwischen welchen Unduloide und Nodoide etc. 
Gottingen 1887. 


(5) 
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wobei die eckige Klammer mit einem Suffix / eine Potenzreihe der 
eingeklammerten Argumente bedeutet, welche mit Gliedern k*** Dimension 
beginnt und convergirt, sobald die Argumente dem absoluten Werthe nach 
gewisse positive Constanten nicht iiberschreiten. . 

Die Gleichungen (4), (5) kann man nun benutzen, um 7 — x, y — y, 
t—t als Potenzreihen von a—a, und b —b, zu entwickeln. Bringt man 
namlich in den Gleichungen (5) alle Glieder von rechts auf die linke 
Seite hintiber, so hat die Functionaldeterminante der’ linken Seiten der 
drei Gleichungen (4), (5) nach den Argumenten + — t, x — 2, y — y fiir 
das Werthsystem t= 1, =x, y=y den Ausdruck 


é, m, O 


—1 0 & = + 7}, 
0 —1 4, 


ist also auf dem Bogen 8 zufolge der eingefiihrten Voraussetzung von 
Null verschieden. Dabei sind die in a — a, 6 — b, linearen Glieder der 
erhaltenen Ausdriicke  — x, y— y, t—t# dieselben, wie wenn in den 
Gleichungen (4), (5) iiberhaupt nur in den fiinf Differenzen 7 — z,--- 
b — b, lineare Glieder vorhanden wiiren; man erhilt somit 


n,(A(@ — a) + Bb — b,) 
= — if +a ) + to—a, b— bls; 





(6) 
§ (A(a— a) + Bib — b) 
=y+ a _— ) + fo—a, b—by),, 





(7) t—t=[a—a, b—b},, 
wobei die Coefficienten der Potenzreihe (7) von ¢ abhiingen, und gesetzt ist 


A=, b=by a=), b=, 
’ ° 


A=. — §.%: B= En, — §, 
Bezeichnet man daher die rechten Seiten der Gleichungen (6) durch 
=(t,a,b), H(t, a,b), so erhilt man fiir das Curvensystem (1) eine neue 
Darstellung in den Gleichungen 
(8) , &©==(t, a, b) = E(c, a, b), 

y = H(t, a, b) = u(t, a, b), 
und fiir die specielle Extremale © ergiebt sich 


(9) & = E(t, dy, by) = E(t, aq, by), 

y = H(t, do, bo) =n (t, ao, bo): 
Dabei sind die Functionen =, H fiir alle dem Bogen $ zugehérigen Werth- 
systeme (t, a), b)), mithin auch fiir alle von diesen hinreichend wenig 
abweichenden regulir. Die beiden Curven (8) und (9) sind durch die 





90 Avotr Kyser. 


Werthe der Variablen ¢ so auf einander bezogen, dass irgend ein Punkt 
der ersteren auf der Normale des entsprechenden Punktes der letzteren liegt. 
Natiirlich ist es méglich, dass die Gleichungen (6) oder (8) nicht 
die ganze Schar der Extremalen (1) darstellen, da der Convergenzbereich 
der Reihen =,H kleiner sein kann als derjenige der Reihen £, 4; die 
Gleichungen (8) liefern dann, was fiir unsre Zwecke geniigt, nur diejenigen 
Extremalen (1), welche von © hinreichend wenig abweichen. 


g 2. 


Differentialgleichung fiir den Normalabstand zweier benachbarten 
Extremalen. 


Setzt man 
P=F,— Fr, Q=F,— Fy, 
R=G,—G,;, S=G,—G,, 
so sind die Differentialgleichungen der Extremalen 
(10) P+ijaR=0, Q@+A18S=0. 
Wegen der Homogeneitit der Functionen F, G ist nun 


dx dy dt , r 
F, (x, 9) Ge 2) “at = F, (2, y, x,y), 
dx dy = 
F, (2, Y; dc’ 7) = F, (2, Y, 2, y); 
also auch 


dx dy 
aF(@,y,¢,y)  4Fz (1 ae a) ae 








dt ea dt ‘dt? 
und da analoge Gleichungen fiir G gelten, so multiplicirt sich jede der 


Gréssen P, Q, R, S, wenn man an Stelle der unabhiingigen Variablen ¢ 
eine andere t einfiihrt, mit dem Factor : - Ist dieser von Null ver- 


schieden, wie es z. B. bei der Beziehung (7) fiir hinreichend kleine 
Werthe von |a—a,| und |b — },| offenbar der Fall ist, so gelten die 
Gleichungen (10) in ungeiinderter Form, gleichviel ob man ¢ oder + als 
unabhingige Variable nimmt; bildet man dieselben zuniichst, indem man 
E(t, a,b) nnd y(t, a,b) fiir x und y setzt, mit dem Argument r, und 
ersetzt dieses sodann der Gleichung (7) gemiiss durch /, so folgt auf Grund 
der Gleichungen (8), dass man in den Gleichungen (10) fiir ~ und y auch 
die Werthe = und H eingesetzt denken kann. 

Wir fiihren nun die Voraussetzung ein, dass fiir die Curven (1) die 
isoperimetrische Constante 4 an der Stelle a= a,, b =}, eine regulire 
Function von a und 6b sei, deren erste Ableitungen nicht beide ver- 
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schwinden; setzt man dann fiir jede Function g(a, b) als Definition des 
Zeichens dg die Gleichung 


9D = Hz (4; bo) 9a + H(A, bo) db 
an, sodass @ ein specielles Differentialzeichen ist, so ergiebt sich aus den 


Gleichungen (10) 
(11) 6P+Aa4dR+ RIA—0, 


dQ +105 + Sda =O, 


und diese Gleichungen gelten, wie gezeigt, wenn man fiir x und y die Werthe 
= und H einsetzt. Alsdann erhilt man den Gleichungen (6) zufolge 


(12) da=—d=>—Xv, dy=dH= YY», 
wobei gesetzt ist 


—, +6, _ Ada+ Bdb 


~ Vata’ Vata’ "Veta 

Nimmt man, wie wir es thun wollen, die Quadratwurzeln positiv, so 
sind X und Y die Richtungscosinus derjenigen Normale der Curve © 
oder (2), welche zur Richtung wachsender ¢ ebenso liegt, wie die + y-Axe 
zur + 2-Axe. 

Um nun die Gleichungen (11) umzuformen, gehen wir von der 
Identitat 

F=a7F,+yF, 

aus, welche die Function F als homogen beziiglich der Argumente 2’, y’ 
charakterisirt. Aus dieser Identitaét folgt, indem man differenzirt, 


UFye ty Fey =e ¥ye + yFyy =9, 


und hieraus, da w und y' lings des betrachteten Bogens 8 nirgends 
zugleich verschwinden 


y2 Rt —ay F) 
(13) Fre= Fey=sr, Fyy= 


att+y? ) 


wobei gesetzt ist 


wt+ty'?? 


Fl= Foy + Fyy. 


Definirt man eine analoge Grésse G' ausgehend von der Function G, so 
hat der Ausdruck 
H'= F'+ 14 


dieselbe Bedeutung im Verhialtniss zur Function 
H=F+AG. 


Jetzt beriicksichtigen wir, dass das Differentialzeichen @ seiner Definition 
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nach mit dem Zeichen der Differentiation nach ¢ vertauscht werden kam; 
daraus folgt 
ba’ = (vXY, dy = (WV 
(14) y ba — a dy =—v Vx? + y? 
wobei den Gleichungen (9) gemiiss 
a = §,(t, a, by) = =,(#, a, bg), 
y' = 7:(t, My, by) = H(t, a, bg). 
zu setzen ist; ferner erhilt man 
dsF, 
6P = dF,— 6(Fy) = 6F, — —— 
aF,. aF., 
one ees = 
— (F..— =) dx + (F.,— “dt ) ay 
al ’ d , ° , 
+ (Fry — Fyx) dy — ai (Fe2dx' + Frydy’). 
Bildet man den analogen Ausdruck fiir 6Q und versteht unter F, eine 
ganze rationale Function von X, Y und den zweiten Ableitungen von 


F sowie den Ableitungen dieser Gréssen nach ¢, so ergiebt sich auf 
Grund der Gleichungen (13) und (14) 


XOP + Y8Q = Fw — X S(F'Xv) — YS (F'Yy), 
und vermittelst der Identititen 
X?4+ Y?=1, XX’+ YY’=0 
erhailt man schliesslich 
(15) XdP + Y8Q=Fyy— 4 (Fy). 


Diese Gleichung bleibt giiltig, wenn man F, P, Q durch G, R, S ersetzt 
und unter G, das Analogon von F, versteht; hieraus folgt, wenn man 


H, = F, + 4G, 
setzt, auf Grund der Gleichungen (11) 
Hv — © (H'v) + (XR+ ¥8)a=0. 


Nun gelten die Identititen 
eR+y¥S=0, wX+yVY=0; 
also kann man 
R=XU, S=YU, U=XR+ YS 


setzen, und die erhaltene Differentialgleichung geht in folgende Form iiber: 
(16) Hv — © (Hv) + Ua = 0. 





sine 
von 


etzt 
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Diese Relation tritt im vorliegenden Extremumsproblem an die Stelle 
derjenigen linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung, 
welcher beim einfachsten Problem des absoluten Extremums der Normal- 
abstand zweier unendlich nahe benachbarten Extremalen geniigt*); man 
erinnere sich z. B. der Differentialgleichung fiir den Normalabstand zweier 
benachbarten geoditischen Linien, aus welchen Bonnet so schéne Re- 
sultate abgeleitet hat.**) 


§ 3. 
Folgerungen aus der erhaltenen Differentialgleichung. 


Setzt man 
Aa (Gq, 09) = 42, Av (Ay, By) = 28, 


und fiihrt in die Gleichung (16) fiir 64 den definitionsmissigen Werth 
04 = Aida + db 

ein; trennt man sodann die mit da und db multiplicirten Theile, und 

erinnert sich der Definition von v, so erhalt man die Gleichungen 


A d d A 
A, —=== — 5;| A's (vera) | Ua =0 

* V8 + a} il dt\ V+ alienate 

— ee | a o 

vera al a (vere) | + 4 
in welchen itiberall a =a,, bb, gesetzt zu denken ist. Maultiplicirt 
man die erste dieser Gleichungen mit A, die zweite mit B und benutzt 
die allgemeine Identitit 

d r d , d , , 
u 7, (Hiv) — 0 7 (Av) = 5 [H'(uv’ —vw’)], 


so ergiebt sich 


(17) 








(18) ee ar a 
dt 5? + n? V8 + nF 
Um diese Gleichung zu integriren, gehen wir davon aus, dass die 
Extremalen 
a= §(t,a,b), y=*y(t, a, b) 
durch den festen Punkt 0, dessen Coordinaten x, yy seien, hindurchgehen. 
Der zu diesem Punkte gehérige Werth von ¢, den wir ¢, nennen, wird 
im Allgemeinen auf verschiedenen Curven der Schar (1) verschiedene 
Werthe haben, also eine Function von a und b sein, welche den Glei- 
chungen 


(19) Ly = E(h, 4, b), Y= u(t, 4, 5) 


*) Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung § 24. 
*) Darboux, Lecons sur la théorie générale des surfaces, Bd. 3, Nr. 630. 
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geniigt, und fiir a= a,, b=), d. h. fiir die Curve ©, etwa den Werth 
fo annimmt. Da nun mindestens eine der Gréssen £,(fy9, @, Do), Ne(too» 40» %) 
nach den fiir den Bogen 8 geltenden Voraussetzungen ,von Null ver- 
schieden ist, so kann man aus mindestens einer der Gleichungen (19) die 
Grosse ¢, als eine an der Stelle a—a,, bb, reguliire Function von 
a und b berechnen. Differenzirt man demgemiiss die Gleichungen (19) 
nach a, so ergiebt sich 


Ot, 
E,(t, @, b) a + £,(%, 4, 6) = 9, 


20) : 
(to, a, b) Fa + na(h, 4, 6) = 9, 
und hieraus folgt 
E(, 4,6), Ea(to, 4, b) ate 
Ni(to, 4,5), Nato, a, 5) | 
diese Gleichung bleibt offenbar giiltig, wenn man £., 7, durch §&,, », 
ersetzt, und speciell folgt 
(21) Al =—B|* = 0. 


Integrirt man daher die Gleichung (18), in welcher a = a,, b = by gesetzt 
wurde, vom Punkte 0 aus, so erhalt man 


0; 


t 
H\(AB—BA)_ (U(AR— Bi) 
e+ J Ve+i 


‘00 


(22) 


Eine weitere fiir das Folgende wichtige Relation ergiebt sich, wenn 
man aus den Gleichungen (17) die Grésse U eliminirt: 
H, (Ai? — Bid) d 
Vatu 
Jetzt werde die neue Voraussetzung eingefiihrt, dass die Grésse H' lings 
des Bogens 8 von Null verschieden sei; dann kann aus der letzten Glei- 
chung ein wichtiger Schluss gezogen werden. Betrachtet man dieselbe 
nimlich als lineare Differentialgleichung mit der Unbekannten AA? — B22, 
so ist H* der Coefficient der zweiten Ableitung, und dieser wie die 
iibrigen Coefficienten sind bei den eingefiihrten Voraussetzungen lings des 
Bogens % reguliire Functionen von ¢. Bringt man daher die Gleichung 
auf eine solche Form, dass die zweite Ableitung den Coefficienten Eins 
hat, so sind die iibrigen Coefficienten ebenfalls lings des Bogens 8 regulir, 
und hieraus folgt, dass die Grésse 44? — BA? lings des Bogens $ niemals 
mit ihrer Ableitung nach ¢ zugleich verschwindet, wenn sie nicht etwa 
identisch verschwindet. 


[a % (Aas— Bat)|=0. 
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§ 4. 
Die fiir die conjugirten Punkte charakteristische Determinante. 


Nach diesen Vorbereitungen bilden wir die Determinante, deren Ver- 
schwinden den zum Punkte 0 auf der Curve © conjugirten Punkt charakte- 
risirt. Es werde, indem man lings irgend einer Curve der Schar (1) 
integrirt, gesetat 


w(t, a, b) =/4 (E(¢, a, b), u(t, a, b), E(t, a, b), n,(t, 4, b)) dt; 


dann ist jene Determinante 


A690) — Fea 
Verschwindet dieselbe niimlich fiir a = a), b = b, und irgend einen Werth 
von ¢,, der auf der Curve © zum Punkte 1 gehért, so kann man die 
Gleichungen 

d§ = dy =—doa=—0 
durch passende Wahl der Differentiale dt, da, db befriedigen. Man hat 
also zwei die Punkte 0 und 1 verbindende, unendlich nahe benachbarte 
Extremalen, welche der Grésse @ oder dem Integral K denselben Werth 
verleihen, wenn man von 0 bis 1 integnirt. 

Um nun die Determinante A in eine zur Discussion geeignete Form 

m bringen, gehen wir davon aus, dass offenbar 


t 
0G 
Q, =f ze u—% G\* 
to 


t 
to 


oder nach einer partiellen Integration 
: t 


Wa Ge ba + Gy ta) — Ga "+ f (RE + Sn,) at, 
fo 
wobei unter den Functionszeichen G, G,,--- natiirlich stets die Argu- 
mente §, 7, &,, 4, genommen zu denken, in diesen aber die Grissen a, b 
nicht specialisirt sind. Eine analoge Formel erhilt man fiir w,; setzt man 
diese Werthe in die Determinante A ein, und beriicksichtigt die Rela- 
tionen (20), so folgt durch eine elementare Umformung 
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& OE, g, 
Ne Na N 


A(t, a, b) = t t . 
0 f(R+5n,at fs +Sn) at 








Jetzt setzen wir a=a,, b=b,, sodass 4, den Werth 4, erhialt, und 
fiihren folgende Bezeichnungen ein: 


x—— fom + Sagat—— foe, + Yn,)dt 


UAdt 
J Vet? 


v=— afl (RE, + Sn) dt —=— f UKE, + ¥n)at 


t 


_UBat 
J vere? 
boo 


dann erhilt die auf die Curve © beziigliche Grésse A die einfache Form 








(23) A = Alt, a, by) = e aI 
Da ferner offenbar 
mM’ fi ae 
so folgt 
(24) A.(t, dg, bo) = A’ = oe : 
Die Formel (22) nimmt in den neuen Zeichen folgende Gestalt an: 
(25) Se ee on NB BR. 


&? + nf 
Combinirt man diese Gleichung mit der den Formeln (23), (24) zufolge 
bestehenden Identitit 
M N| 
aa 








B --A|_|A A’ 
B —A'| |Ba—Aas Bae—A’ae|’ 





so ergiebt sich 


(26) A( A’ —B’ a2) — A'(AaS — Bad) = war-4m. 
t t 





der 
geh 


un¢ 
t a 


(21 


Als 
reg 


yo! 


ide 
(2° 





und 


orm 


un: 


olge 
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Jetzt sei der auf dem Bogen 8 zum Argumente é, gehérige Punkt 1 
der erste, fiir welchen, wenn man vom Punkte 0 aus die Curve entlang 
geht, die Grésse A(t, a, b,) verschwindet, sodass 


A(t, dM, bo) = 0 
und die Punkte 0 und 1 conjugirt sind, die Grésse A(t, a), b,) aber, wenn 
¢t zwischen f, und ¢, liegt, von Null verschieden ist; die Formeln (20), 
(21), (23) ergeben beiliufig 
A (too, %» Bo) = 9. 
Alsdann ist die Grésse A(t, a), b)) als Function von ¢ an der Stelle ¢, 
regulir, da dies von §, 9, @ fiir das System t=—¢t,, a—=a,, b=}, gilt; 
man kann also entwickeln in der Form 

A(t, do, bo) = (t—t,)* {e + [t—4],}, 

wobei & eine positive ganze Zahl und ¢ von Null verschieden ist. 

Um nun aus der Gleichung (26) gewisse Schliisse ziehen zu kénnen, 
unterscheiden wir verschiedene Fille, welche die Griésse AA}? — Ba? fir 
t= ¢, darbieten kann. 

1) Es sei 

AX — BY 


dann hat auf der linken Seite der Gleichung (26) die niedrigste vor- 
kommende Potenz von ¢ den Exponenten k — 1. Die rechte Seite aber 
muss, da H’ fiir t=, nicht verschwindet, mit einer geraden Potenz 
von ¢— ¢, beginnen; somit folgt 
k = 1 (mod. 2). 
2) Es gelte, ohne dass der Ausdruck 
Ai} — Bat 

identisch verschwindet, die Gleichung 
(27) Aii — Big|* = 0; 
dann folgt aus § 3 
(28) AR BUPSO. 
Hier unterscheiden wir zwei Unterfille. 


a) Mindestens eine der Gréssen A, B, etwa B sei fiir ¢— +, von 
Null verschieden; dann ergiebt die Gleichung (27) 
AX? 


a 


B 
‘40 Pr ap , , 4 
A’ i} — B’i8|' = 3 (A'B—AB’)|.. 


Mathematische Annalen. LY. 7 





“20; 


4 


? 
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Man hiitte also der Ungleichung (28) zufolge eine Entwicklung von 
der Form 


40 
7 (A'B— AB’) =C + [t— 4], 


wobei C von Null verschieden ist. Die rechte Seite der Gleichung (26) 
wiirde also fiir ¢=¢, tiberhaupt nicht verschwinden, und A(t, a), by) 
kénnte den Factor ¢— #, nicht zweimal oder noch dfter enthalten; es 
ergiibe sich somit k = 1. 
b) Wenn dagegen 
A|'= Bh=0, 

so liegt ein Ausnahmefall vor, in welchem iiber das Verhalten der Grésse 
A(t, a, b,) fir t+, nichts Sicheres auszusagen ist. Es ist méglich, 
dass sie in diesem Falle ihr Vorzeichen an der Stelle ¢ = ¢, nicht wechselt, 
was in den Fiillen 1) und 2a) offenbar geschieht;, hiitte man z. B. die 
Entwicklungen 


A= (t—4) {a+ [t—t]}, B= ¢—4)"(6+[t—4h}, 


ja|>0, |B) >0, lam, 


wobei 


so hatte man 
AB—AB= a B (m — l) (¢—é)+"-* [¢—t 4m, 
also jedenfalls 
AB’ — A B= (t—t) (C+ [t—4],}, 

wobei 

|\C|>0, rd. 
Andrerseits hat man nach § 3 zu setzen 

Ad, — BA = y(t—t,) + [t—th, 
wobei 
ly| > 9; 
wenn nun angenommen wird 
A(t, a, bo) = (¢—4)' (F+[é—4]}, [P| >9, 
so kommt in dem Ausdrucke 
A(A‘2} — B22) — A'(A’— Bad) 

die niedrigste Potenz von ¢—#, in dem Gliede 

yl (1—k) (¢—4,¥ 
vor; die Gleichung (26) ergiebt daher, wenn k > 1, keinen Widerspruch, 
sondern die Folgerung k = 2r. 

3) Wenn die Grésse 
Ail — Bat 

fiir jeden Werth von ¢ verschwindet, so ergiebt die Gleichung (26) 

AB’— A B=0. 
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Wire nun z. B. B nicht identisch gleich Null, so kénnte man den Werth 
10.4 
~ 
in die Gleichung (25) einfiihren, und erhielte dann die Identitit 


29 w2A 
7 (MB—NA) = =0. 


Verschwiinde etwa 4}, so wiirde aus der vorletzten Gleichung dasselbe fiir 
48 folgen; da aber nach einer in § 2 getroffenen Festsetzung 42 und 4} 
nicht beide verschwinden, so wire identisch 


A(t, My, by) = 0, 
was den Voraussetzungen widerspricht, da A zwischen den Punkten 0 
und 1 von Null verschieden sein soll. Somit verschwinden mit der Grésse 
Ai} — Bal bei den eingefiihrten Voraussetzungen zugleich auch die 
Gréssen A und B einzeln fiir jeden Werth von ¢, speciell auch fiir ¢=+¢, 
womit man auf den Fall 2b) zuriickkommt. 

Das Hauptergebniss der ganzen bisherigen Entwicklung besteht darin, 
dass die Determinante A(t, a), b)), abgesehen von einem gewissen Aus- 
nahmefall, an der Stelle ¢ =, ihr Vorzeichen wechselt. Der Ausnahme- 
fall ist dadurch charakterisirt, dass fiir t= ¢, auch die Gréssen A und B 
verschwinden; da & und y, nicht zugleich verschwinden, so haben in 
diesem Falle alle Determinanten zweiter Ordnung, welche aus der Matrix 


& & & 


Ne Na 
entspringen, den Werth Null. 


§ 5. 
Betrachtung einer speciellen Variation. 


Es sei nun 2 ein beliebiger Punkt des Bogens 8, und das Stiick 02 
werde so variirt, dass die Gleichungen 


(29) dc=vX, dy=v¥, v|*—v/*—0 


bestehen. Dabei sei immer ¢, das auf der Curve © zum Punkte k gehérige 
Argument speciell also 4, =); durch X und Y seien dieselben Gréssen 
wie in § 2 bezeichnet. Bei diesen Festsetzungen bleiben die Punkte 0 
und 2 unvariirt; v» sei in dem Intervall von ¢, bis ¢, eine stetige mit 
stetiger erster und zweiter Ableitung versehene Function von ¢. Es sei 
fener AK,, der Zuwachs, den das Integral K,., d. h. das von ¢, bis ¢, 
lings des Bogens % erstreckte Integral K erhilt, wenn man die dem 


q* 
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Bogen % entsprechenden Werthe 2, y durch «+ dx, y+ dy ersetzt, 
und die Gréssen v, v’ seien lings des ganzen Bogens 02 so klein, dass 
die in der Formel 


t 
|to % 
AK, = G, dx + Gy dy +f (Rox+ Soyyat 
to 


ty 
+f [92, dy, 82, ayhat 
bo 


vorkommenden Potenzreihen bei der Voraussetzung (29) stets convergiren. 
Da nun die Identitit 
U=XR+ YS 


gilt, so kann man mit Riicksicht auf die letzten Gleichungen (29) schreiben 


fh fs 
A Koy = Uvdt +f b, v’|, at. 
to to 


Diese Formel benutzen wir, um die Grésse v so zu bestimmen, dass 
die Variation (29) zu den bei der vorliegenden isoperimetrischen Aufgabe 
zulassigen gehért, also K,, ungeindert laisst, und fiir AK, den Werth 
Null ergiebt. Man erreicht dies, indem man 


(30) v= eu-+ fv 
setzt, unter « und € Constante, unter w und v Functionen von ¢, welche 
fiir ¢—¢, und ¢ =f, verschwinden, versteht und die Gleichung 


ty ty 
(31) AKy = Lf Uuat+§ f Vode + [e, f= 0 


als Relation zwischen den Constanten ¢ und € ansetzt. Nimmt man diese 
hinreichend klein an, und haben w, v stetige Ableitungen erster und 
zweiter Ordnung, so hat die Grésse (30) die oben fiir » geforderten 
Eigenschaften. 

Wir wenden nun einen von Weierstrass*) herriihrenden Kunstgriff 
an, und bestimmen die Functionen « und v so, dass 

a ‘ 
(32) | Twat =o, { doat2 0. 
fo to 

Letztere Bedingung ist jedenfalls dann zu erfiillen, wenn U nicht lings 
der ganzen Curve © verschwindet. In diesem Falle aber hatte man die 


Gleichungen 
R=S=0O, 


*) Vgl. Kobb, Acta math. Bd. 17. 
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d. h. die Curve © wire Extremale des Integrals K im Sinne des absoluten 
ans und geniigte den Differentialgleichungen des Problems 
éK=0. 
Das ist von vornherein ausgeschlossen, wenn man, wie ich es in meinem 
Lehrbuch gethan habe, dem Begriff der Extremalen des isoperimetrischen 
Problems die Bestimmung beifiigt, dass die betreffende Curve nicht zugleich 
Extremale eines der Integrale J, K im Sinne des absoluten Extremums 
sein soll. Wir wollen auch hier von diesem Falle, der meist kein be- 
sonderes Interesse darbietet, absehen, und demgemiss die Voraussetzungen 
(32) festhalten. Alsdann kann man £ als Potenzreihe des Argumentes « 
aus der Gleichung (31) berechnen und erhilt die Formel 
(33) f= [eh, 
deren rechte Seite in speciellen Fallen auch identisch verschwinden kann. 
Um nun den Einfluss der Variation (29) auf den Werth des Integrals 
J zu erkennen, benutzen wir die zweite Variation desselben. Man ver- 
steht unter dieser Bezeichnung bekanntlich das verdoppelte Integral des 
Aggregats der Glieder zweiter Dimension in der Entwicklung der Differenz 


(34) F(a+ da, ytdy, «+ 62’, y+ dy) — F(a, y, 2, y) 


nach Potenzen von dz, dy, dz’, dy’. Benutzt man daher das Zeichen 0 
nach der Operationsrege] 
é a , 6 , 0 
so ist das bezeichnete Integral 
ed = f (ox OF, + dydF,+ de’ dF, + dy dF,) dt; 


integrirt man theilweise, so erhalt man hierfiir die neue Form 


dcdF, + dydF, + fatl oz 2 at 2) 4 ay (oF, -S)| 


= d20F, + dydF, viata 


Die vor dem Integralzeichen erschienenen Glieder verschwinden, wenn 
man von ¢, bis ¢, integrirt und die Annahme (29) gelten lasst; man erhiilt 
dann auf grund der in § 2 benutzten Identitiét (15) den Ausdruck 


Poy = faavee+soey =f>( F y— 4 (Fir) dt, 


indem man one die Indices an dem Zeichen J das Integrationsintervall 
bezeichnet. Setzt man den erhaltenen Ausdruck in die Grosse AJj,, d. h. 
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das von ¢, bis 4, genommene Integral der Differenz (34) ein, und trans- 
formirt die in dz, dx’, dy, dy linearen Glieder mittelst der bekannten 
partiellen Integration, so erhalt man 


4 
ASos =f (Pex+ Qdy) dt + +f, (Fv —26™) at 
by to 
ty 
+ Jv, v'), dé 
bo 


und diese Grésse ist der Zuwachs, den das Integral J,. bei der Variation 
(29) erfahrt. Bildet man die analoge Formel fiir die Grésse AK,,., deren 
Werth nach (31) Null ist, und addirt sie, mit 4 multiplicirt, zur letzten 
Gleichung, so verschwinden den Gleichungen 


P+aR=Q+A18S=0 
zufolge die in dx und dy linearen Glieder, und man erhilt das Resultat 
ta 


ty 
1 d(H’ es 
Ady = i fr { Hy —“”) dt +f |v, v'|, dt. 
to 


bo 


Setzt man hier fiir » den Werth (30) ein, und beriicksichtigt die Be- 
ziehung (33), so folgt 


ty 


AJy = f fu {| H,w — oa) dt +- [el,, 


to 





oder auch, wenn @ eine neue Constante bedeutet, 


ty 


ty 
(35) 2ATuy = 0 f utat + fu {(H,—0)u— “7! ae + [eh,. 


bo to 





§ 6. 
Die betrachtete Variation weiter specialisirt. 


Das Ziel der ferneren Untersuchung besteht nun darin, w so zu 
bestimmen, dass in dem erhaltenen Ausdrucke AJ), das zweite Integral 
verschwindet, sodass AJ, bei hinreichend kleinen Werthen von «¢ das 
Vorzeichen mit der Constanten 6 gemein hat. Kann diese dabei will- 
kiirlich gelassen werden, also positiv und negativ sein, so gilt dasselbe 
von Ad,,, und das in der isoperimetrischen Aufgabe geforderte Extremum 
wird von dem Bogen 02 sicher nicht mehr geliefert. Nun verschwindet 
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ja das bezeichnete Integral, wenn man fiir « eine Lésung der Differential- 


gleichung 
a(H'u’) 


(H, —0)u——7 = 0 





setzt; die Schwierigkeit besteht dann aber hauptsichlich darin, dass w fiir 
¢==t, verschwinden und ausserdem der ersten Gleichung (32) geniigen 
muss. Einen besser brauchbaren Werth wu erhalt man, wenn man unter 
c eine gewisse von ¢ unabhiingige Grésse versteht, und eine Gleichung 


(36) (H,— yu — “7 + eu =o 


ansetzt; gelingt es, w dieser Gleichung und der ersten Relation (32) gemiiss 
zu bestimmen, so hat man 


‘ : 


| [(H,— é)u — or) udt = — efu Udt=0. 
f 


e 
o 


Es bleibt jetzt noch iibrig, die auf den Werth ¢, beziigliche Bedingung 
durch passende Wahl von ¢ und ¢, zu erfiillen, und die néthigen Stetig- 
keitseigenschaften lings des Bogens 02 sicher zu stellen. 

Um zuniichst das letztgenannte Ziel zu erreichen, gehen wir von den 
Gleichungen (17) des § 3 aus, welche zeigen, dass der Gleichung (36) fiir 
6 =O und bei passender Wahl der Constante ¢ durch die Gréssen 


A B 

67) Vatu’ Vita 

geniigt wird, und wenden einen allgemeinen Satz*) an, durch welchen 
die Abhingigkeit der Lésungen eines beliebigen simultanen Systems ge- 
wohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung von den Anfangswerthen 
der Unbekannten charakterisirt wird. Ist ein solches System nach den 
Ableitungen der Unbekannten aufgelést, und kennt man ein Lésungssystem 
S, in welchem die Unbekannten liings des Intervalls 3 reguliir sind, so 
bleibt diese Eigenschaft unter einer gewissen Voraussetzung allen Lésungs- 
systemen erhalten, in welchen die Anfangswerthe der Unbekannten, etwa 
die am unteren Ende des Intervalls 3 erreichten, von den entsprechenden 
des Systems © hinreichend wenig abweichen, und die Differenz der Werthe 
einer Unbekannten in dem einen und anderen Lésungssystem ist als 
Potenzreihe der Differenzen entsprechender Anfangswerthe darzustellen. 
Die Voraussetzung, welche hinzugefiigt werden muss, besteht darin, dass 
die in den Differentialgleichungen erscheinenden Ausdriicke fiir die Ab- 
leitungen der Unbekannten fiir alle im Intervall J vom System © gelieferten 





*) §. z. B. Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung § 27. 
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Werthsysteme der Unbekannten reguliire analytische Functionen ihrer 
Argumente sind. Diese Voraussetzung ist fiir ein gewisses Intervall in 
dem System erster Ordnung erfiillt, durch welches man die Gleichung 


(36) ersetzen kann, indem man @ und w’ neben uw als Unbekannte ansieht 
und die Gleichungen 

do 0 dus, 

= - = 
hinzufiigt; kennt man eine lings des Bogens $ regulire Lésung der 


Gleichung 
A u’) 


Hu — <= +cU =0, 
so ergiebt dieselbe, da H' lings des Bogens 8 nicht verschwindet, in 
dem diesem Bogen entsprechenden Intervall der Grésse ¢ nur Werthsysteme 


(w, w’, 0), fiir welche der =, der Grdsse ~ sich reguliir verhilt; 


fiir die Ausdriicke te und 4 ist dies selbstverstiindlich, Da nun die 
Gréssen (37) hon ‘* Sani % reguliir sind und beziehentlich den 


Gleichungen 
d &. wu’) 





Hu — + au =0, 


Hyu — ta) 4 wy —0 





geniigen, so folgt, dass auch den Gleichungen 


(H,—6)p—“FP) + nu =0, 





(38) 





(H,—6)q—“FO + no =0 


durch Functionen geniigt werden kann, die lings des Bogens 02 regular 
und den Bedingungen 


to 








unterworfen sind. Setzt man noch 
A fo , B f 
“ae Ue ee 
V 8 + 23 V 8 + 93 
so erhailt man nach dem ausgesprochenen allgemeinen Satze lings der 
ganzen Strecke 02 die Darstellungen 


(39) dias Veta +18, +h, @= vere + [9, x], 


wobei die Coefficienten der rechts erscheinenden Potenzreihen von @, t, x 
regulére Functionen von ¢ sind. 


, 
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Setzen wir nun 


u=ap + Bq, 


und verstehen unter « und # Constante, so hat dieser Ausdruck die fiir 
u geforderten Stetigkeitseigenschaften und verschwindet fiir t=; es 
muss noch bewirkt werden, dass die Gleichungen 





b 
(40) u\*=0, [vuat=o. 
to 


bestehen. Dazu kommt man durch passende Wahl der Constanten «, 
und der bis jetzt willkiirlichen Stelle ¢,. Schreibt man niamlich die 
letzten Gleichungen in der Form 


by t 
(41) up + Ba| = 0, af Urat + af U1at—0, 
. q to 


so ist offenbar, dass man ihnen durch Werthe a, 6, welche nicht beide 
verschwinden, geniigen kann, sobald die Grosse ¢, der Gleichung 


p|* q\* | 
(42) : =0 
f Upat Uqdt 
to to 


gemiiss bestimmt wird. Wenn man allgemein die Bezeichnung 


t t 
O(t, 6,4, *) =p { Ugat—q f Upat, 
to ‘oe 


einfihrt, so gilt dann die Gleichung 

(43) O(t,, 0, +, x) = 0. 

Nun folgen aus den Ausdriicken (39) und der in § 4 gegebenen Definition 
der Zeichen M, N, A, da ¢, jetzt immer den Werth f hat, die Gleichungen 


t t 
fUpat—M+ (0,4, fUedt— N+ (6, x, 
to 


fo 
A B 
MN 


1 
Ve + nF 
_ At, %, by) 
(44) — Va + [9, ¢, x],- 
Hieraus aber kann man folgern, dass die Gleichung (42) bei hinreichend 
kleinen absoluten Werthen der Constanten 0, +, x fiir einen Werth 4 





O(t, 6, +, x) = + (9, ¢, x]; 
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besteht, welcher, wenn jene Constanten verschwinden, gegen die Grenze ¢, 
convergirt. Die Grésse A(t, a, b,) andert nimlich in der Stelle ¢ = ¢, 
nach § 4 ihr Vorzeichen, wenn der dort niher bezeichnete Ausnahmefall 
ausgeschlossen wird. Ist daher 


by <b <t, <t, 

und sind die Differenzen ¢,—¢,, 4, —¢, beliebig klein, so haben die 
Gréssen A(t,, a), b,) und A(t,, a, by) verschiedene Vorzeichen. Dasselbe 
gilt der Gleichung (44) zufolge von den Gréssen O(¢,,0,¢,x) und O(¢t,, 0,0, x), 
sobald die absoluten Werthe von @, +, x hinreichend klein sind, und es 
giebt zwischen ¢, und ¢, mindestens eine Stelle ¢, fiir welche 


O(t, 0, «, x) = 0; 
diese werde fiir 4, genommen. Alsdann besteht die Gleichung (42) oder 
(43), und die Gleichungen (41) kénnen durch Constante «, 8, welche nicht 
beide verschwinden, erfiillt werden, sodass der Ausdruck 
u=ap + bq 
fiir das jetzt bestimmte Intervall 02 alle Eigenschaften, welche in § 4 von 


der Function «u gefordert wurden, besitzt. Ausserdem gelten die Glei- 


chungen (38); somit folgt 
(45) (H, —0)u— 7) + (wa + a2) U = 0, 





te ty 
fu { (H, —0)u — SF) dt = — («ao + 42) | Uudt = 0, 
to to 


und die Gleichung (35) ergiebt 


b 
(46) 2Ady = oe f wat + [e],. 
to 
Hiermit ist das Ziel der Untersuchung erreicht, sobald wir sicher 

sind, dass u nicht identisch verschwindet. In diesem Falle wiirde aus der 
Gleichung (45) die Identitiit 

(war + Bat) U = 0 
folgen. Da nun wegen der in § 5 erwihnten niheren Bestimmung des 
Begriffs der Extremalen die Grosse U nicht lings der Curve © verschwin- 
den kann, so wiirde folgen 

«A? +. Bat = 0; 
hieraus wiirde sich, wenn z. B. 42 von Null verschieden ist, ergeben 


__ png 


a= — a) W— Fy (Aq— Ap), 





—_ Me Ty 


a a i rh i 
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und da die Gréssen «, 6B nicht beide verschwinden, erhielte man die neue 
Identitat 


Bp — aq =—0 
oder, wenn man die Ausdriicke (39) einsetzt, 
2A —10B 





Vita + (6, +, x], = 9. 
Somit wiirde auch der Ausdruck 43A — 42B identisch verschwinden, was 
nach § 4 nur in dem von der Untersuchung ausgeschlossenen Ausnahme- 
fall méglich wiire. 

Unter den eingefiihrten Voraussetzungen hat also w und den Glei- 
chungen (30), (33) zufolge auch vy nicht in dem ganzen Intervall von 4 
bis 4, den Werth Null, und die Formel (46) zeigt, dass das in der vor- 
gelegten Aufgabe geforderte Extremum jedenfalls von dem Bogen der 
Curve ©, welcher dem Intervall von 4, bis ¢, entspricht, nicht mehr ge- 
liefert wird. Denn ist ¢ hinreichend klein, so hat AJ). das Vorzeichen 
mit @ gemein, kann also positiv und negativ werden. Positiven und 
negativen Werthen 6 wird dabei im Allgemeinen nicht derselbe Werth 
von ¢, entsprechen, aber doch stets ein Werth des Intervalls von ¢, bis ¢,, 
sodass jedenfalls innerhalb des Intervalls von 4 bis ¢, Variationen der 
Curve € construirt werden kénnen, welche, ohne den Werth K zu indern, 
das Integral J sowohl vermehren wie vermindern. Damit ist gezeigt, 
dass das Extremum aufhért, sobald der betrachtete Bogen tiber den zu 
seinem Anfangspunkte conjugirten hinausreicht. 

Endlich ergeben die Formeln (29), (30), (33), da die Constante « 
beliebig klein genommen werden kann, dass nicht nur dz, dy, sondern 
auch dz’, dy’ dem absoluten Werthe nach unterhalb einer beliebig vor- 
geschriebenen Grenze verbleiben kénnen; fiir den Bogen 04 ist also schon 
dasjenige Extremum nicht mehr vorhanden, welches ich in meinem Lehr- 
buch als das schwache bezeichnet habe. 
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Ueber eine hinreichende Bedingung fiir das Maximum und 
Minimum einfacher Integrale. 


Von 


G. v. Escnericu in Wien. 


In den folgenden Blattern wird versucht die hinreichende Bedingung, 
die Herr Kneser*) fiir das Extremum einfacher Integrale angab, unter 
allgemeineren Voraussetzungen herzuleiten. Die hierbei angestellten Be- 
trachtungen stehen in engem Zusammenhange mit den Entwickelungen, 
die ich in friiheren Untersuchungen iiber die zweite Variation der ein- 
fachen Integrale veréffentlichte**), und fiihren von hier aus durch zwei 
sehr nahe liegende Bemerkungen (§ 3) zum Ziele. 


§ 1. 


Zum leichteren Verstiindnisse sollen zuniachst die Voraussetzungen und 
Sitze, auf denen die spiteren Entwickelungen beruhen, zusammengestellt 
werden. 

1) Es wird vorausgesetzt: 1) dass die Functionen 

F(@, Ya + Yns Yi- = Yn)i Pa, Yr--- Yas Yo Yn) (k= 1,2---m <n) 
sammt ihren drei ersten partiellen Ableitungen nach den Veranderlichen 
L,Yi--*Yny Yi--*Yn in einem homogenen Continuum (€)***) dieser Ver- 
anderlichen, in dem a< «<b ist, stetig sind. 2) Dass das System von 
Differentialgleichungen 

éF_ 4d aF sp 
(A) dy, dx dy ; 2s (¢=1,2---m), 
Pel, % °° Yas Yio--Yx) =O (K—=1,2---m),  . 


*) Diese Annalen Bd. 51, pag. 321. 

**) Die zweite Variation einfacher Integrale. Mitteilung I, 1, I, Wien. Ber. 
1898, Bd. CVII, pag. 1191, 1267, 1383. Mitteilung IV, Wien. Ber. 1899, Bd. CVIII, 
pag. 1269. Sie werden hier als Mitt. angefiihrt. 

***) Pringsheim, Math. Encyklopiadie Bd. II, pag. 46. 
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m 
wo F=f+ D 4.9, ist und die 4,, 4, --- 4,, unbekannte Functionen 
k=1 
des x ST eine fiir allea<a<b —— und ee! Lésung 
Yrs Yn3 Yrs Yas Anes Am besitzt, von der die y:--- Yn, yi-*- ys in (C) 
one und die Y¥,°°°Yy, Mm e—a mal z=b at Werthe annehmen ; 
3) Dass lings der Curve (C), welche durch diese Lésung im Gebiete der 
2, Y,°**Y, bestimmt wird, die Determinante 








CP gi. Me. 
Oy; Oy,’ Oy, oy,’ Cy? Oy 
OF _@F_ , am, 2%m 
R Oy; Oy,’ OY, OY,’ OY? oy, 
| tm 5 Sao ou 
ee 8 ae. 
Om O%m : 
ie eS scx * 








nirgends verschwinde*). 

In Folge dieser Voraussetzung (3) Jiegt nunmehr, da die Coefficienten 
in (A) stetig sind, gewiss kein singulirer Punkt dieses Systems von Dif- 
ferentialgleichungen auf (C) und muss in jedem ihrer Punkte mindestens 
eine Determinante m‘” Grades der Matrix 











Op, * ; OW | 
oy, . Oy), 
M= 
OP m mS OPm | 
éy;? OYn | 
4 : . i * Pm) 
von Null verschieden sein. Ist im Anfangspunkte a etwa dyn. yy +0, 
1° ” 


so kann aus den Werthen, welche yn41,°+* Yn} Y1°** Yn} At+++ dm a 
besitzen, als inten die Lésung mittelst der Cauchy-Lipschitz’schen 

». Dass diese Voraussetzung, die enger ist, als die von Clebsch (J. f. Math. 55), 
Mayer (J. f. Math. 69), Scheeffer (Math. Ann. 25) angenommene, fiir eine eingehendere 
Behandlung der II. Variation nicht entbehrt werden kann, habe ich bereits in Mitt. I, 
pag. 1211 hervorgehoben. Auch Kneser zieht sie 1. c. § 4 und 5 heran. 
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oder Cauchy-Picard’schen Methode hergeleitet werden*). Sie liegt dann 
in dem zu ihren Anfangswerthen in a gehérigen Regularititsintervalle**) 
und ist wegen Voraussetzung (1) nach diesen differentiirbar***). 

2) Die gefundene Lésung erfiillt eine nothwendige Bedingung, damit 
das Integral 


4 b 
d 
QQ fie n--m kom) demfFaems (F=x) 


fiir die y,,¥%,-°-Y,, die in @ und b die vorgegebenen Werthe besitzen 
und den Gleichungen 


PE (Ly Yr-** Yay Yi-- Y,) =0 (k=1,2---m) 


geniigen, zu einem Max. oder Min. werde. Sind die Functionen y,, 
N2,*** Y, Sammt ihren ersten Ableitungen von x in ab eindeutig und 
stetig, und verschwinden die ,, 7,--- 7, 12 den Endpunkten von ab, so 
wird, wenn man den ¥,, ¥,,°-- ¥, bez. die Variationen %,, 7,,--- 9, ertheilt, 
die zugehérige zweite Variation des Integrals 


(2) ed {3 a (45006 Me 20 MA CxMiM) AE, 


(3) — eo . eee. ae 
ss dy, oy,? _— dy, ey,’ oo Oy, 0y,? 


= 


wo F(a, 41 +--+ Yn; Yi-+* Yn) lings (C) zu nehmen ist. Kann das Glei- 
chungssystem 


P(X y+ 19° °° Yn Uns YI My Ya Gn) =O (k= 1,2---m), 
dem die 7, %.---%, lings (C) geniigen sollen, durch die Gleichungen 
09 ag 
(4) > (i ; ni + dy," ) = on’ +B.) o,(4) =0 (k=1, 2:. -m) 


ersetzt werden, so lasst sich 6?J transformiren mit Hilfe des Systems von 
Differentialgleichungen der II**" Ordnung 





*) Die Grundziige fiir diese Behandlung sind gegeben in Mitt. I (§ II, 2, p. 128); 

in weiterer Ausfiihrung fiir den Fall analytischer Functionen bei Kneser 1. c. p. 340, § 5. 
**) Painlevé Bull. soc. math. t. 27, 1899. 

**) Bendixon Bull. soc. math. t. 24, 1896 und G. v. Escherich, Wien. Ber. 1899 

Bd. 188, p. 622. 
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( n 
, d , 
¥; (2,1) = >a t+ bite — Fy inte + Gin )| 
k=1 


(5) + > (bur ~ _ (71) =0 (=1,2---n), 


k=1 





@;(2) = > (Hine + Bix, %) = 9 (¢=1,2---m), 

k=1 
das ich in Ermangelung einer schon bestehenden Bezeichnung das acces- 
sorische System von Differentialgleichungen nannte*). Dasselbe hat die 
Kigenschaft sich selbst adjungirt zu sein, denn bezeichnet man mit (g, r) 
das System von (n-+-m) Grossen 4,, 2--- 2,3 7,°°*7,, und mit (w, @) ein 
anderes derartiges System, so ist: 


6) Sux60 +> ool — 


i=1 k=1 


= 


Po 2,0;(U,@) + = ", Op | 


i=1 k=1 


= i » [4 ;,(2;y —U,%,') + D;, (4% —U,%)] 


—> Zz c(h — ene) = - (2,75 U, 0); 
k=1 i=1 
der bilineare Differentialausdruck (6) ¥(z,7r;u, @) hat die Higenschaft fiir 
je zwei Lésungen (¢,7) und (wu, @) von (5) im ganzen Intervalle ab einen 
constanten Werth anzunehmen. Im Falle dieser Null ist, nenne ich die 
beiden Integralsysteme oder Lésungen conjugirt. Es giebt nun Gruppen 
von Lisungen der Gleichungen (5), in denen je zwei zu einander conjugirt 
sind. Die grésste Anzahl von linear-unabhingigen Lésungen, die zu einer 
solchen Gruppe zusammentreten kénnen, ist m: sie bilden dann ein System 
conjugirter Lésungen oder kurz conjugirtes System. 
Sind (w', 9"); (w®, ”)---(w", e”) die m Glieder eines solchen Systems, 
so soll es mit (u*, o*)) bezeichnet und 


a+ Uru su" = Alu, uw’. u") 

seine Determinante genannt werden. Es giebt unendlich viele conjugirte 
Systeme, insbesondere sind auch, da fiir wu, =z, = 0 (¢=1,2,---m) in &, 
auch #(z,7,u,@) =O wird, jedem Punkte € von ab unendlich viele zu- 
geordnet, welche die dem Punkte § conjugirten heissen mégen. Ihre 
Determinanten unterscheiden sich nur um von Null verschiedene von « 

*) Seine Integration und Eigenschaften sind in Mitt. I (IX, pag. 1234) und 
Mitt. II (pag. 1294—1326) untersucht. 
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unabhingige Factoren und verschwinden insgesammt in &; mit A(z, &) 
werde in iiblicher Weise irgend eine von ihnen bezeichnet. 

3) Besteht ein conjugirtes System (w', o*), dessen Determinante in 
«B(a<ae<B<b) nicht verschwindet und erfiillen die 4,, 4, ---%,, die in 
aa und bf Null seien, in ab die friiher angegebenen Bedingungen, so 
lisst sich, wie Clebsch zuerst zeigte, d°J in eine reducirte Form bringen*): 


B 
(7) v= f Saattae, 
i,k 


wo 


Ni > N1>° 


(Oe 
ax 


©) — Rahat ow) 





und also 
(9) > Hab = 0 J “++ M). 


k=1 
Aus dieser reducirten Form ergiebt sich als nothwendige Bedingung, damit 
6°J ihr Zeichen nicht andere und somit fiir das Eintreten eines Hx- 
tremums**);: 


(10) die Form > 4k €, mit den Nebenbedingungen 
i,k 

> k=O (= 1,2---m) 

k=1 
muss in jedem Punkte von ab definit sein und in allen vom selben 
Zeichen. 

Ist speciell A(x, a), die Determinante eines dem Anfangspunkte a 

conjugirten Systems, nirgends in (a+-0, b) Null, so giebt es unendlich viele 
conjugirte Systeme, deren Determinante in ab nirgends verschwindet***), 


*) Die Ableitung bei Mayer (J. f. Math. Bd. 69) und die beiden von mir ge- 
gebenen (Mitt. I und IV) setzen voraus, dass die ,, y; --- 4, auch zweite Derivirte 
besitzen. Doch liisst sich, wie ich an einem anderen Orte zeigen werde, dieser Uebel- 
stand leicht beseitigen. 

**) Mitt. III (pag. 1384, XVID). 

***) Dieser Satz wurde zuerst von Mayer (1. c.) unter einschriinkenderen Voraus- 
setzungen, die zum Theil sogar tiber das Integrations-Intervall ab hinausgehen, be- 
wiesen. Er gilt auch ohne dieselben, wie aus Mitt. III, pag. 1412, XIX hervorgeht, 
wo der Beweis fiir die analoge Voraussetzung, dass A(a, b) in (a, b —0) nicht ver- 
schwinde, unter den im Texte gemachten Annahmen gefihrt wird. 
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§ 2. 

Sind die in ab sammt ihren ersten Derivirten eindeutigen und stetigen 
Functionen des x: ,, 4 ---%, in a und b Null, und geniigen sie liings (C) 
den Gleichungen 

Pr(Ly Ay FM Yn Eni YI M+ Ym + tx) =O (k= 1,2---m), 


so wird, wenn die Yj +-+ Yn, Yir+* Yn der les (C) durch die Variationen 
M1. °°" Nay i++ Yn Wieder in Punkte des Continuums (€) iibergefiihrt 
werden, die Darstellung des Restes der Taylor’schen Formel durch ein 
bestimmtes Integral fiir das Integral (1) die Aenderung ergeben: 


(2*) 3 (4;, ni NK + 2b:.0; NK + Cin MMe) dx, 


wo bekanntlich 


(3*) —2f Fybgr aaa; 8 Di, -2/ (1—a) da; 


1 
= pil 
ia 2 9, (1—a) da, 
0 


‘und in ( ) das Argument: x, y; + Ami,---Ynt Anas Yi ft Atny:**Ynt Amn 
einzusetzen ist. Die m Bedingungsgleichungen fiir die » lassen sich 
analog in die Form bringen 


( 


@, (1) =D, Guni + Bini) =0 (i=1,2---m), 
(4*) r 





1 
a — ‘0 
aun fy “Son aa, B= | Ke aa, 
0 

wo in ( ) ie das obige Argument gehért. Wegen der Voraussetzungen 
in § 1, 1) sind die Gréssen in (3*) und (4*) stetige Functionen der und 77’, 
und daher ebenso wie diese stetige Functionen des « in ab. Mit unend- 
lich klein werdenden 7 und x gehen sie daher in die gleichen ungestrichenen 
Buchstaben von (3) und (4) iiber. 

Die Analogie dieser Formeln mit denen in § 1, 2) fiihrt wieder zu 
einem analogen accessorischen Systeme von Differentialgleichungen: 


(*) Her)=0 (G(=1,2--m; 3) =O G=1,2---m), 


Mathematische Annalen. LY. 8 
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das aus (5) erhalten wird, indem man darin die Buchstaben itiberstreicht. 
Dasselbe kann in gleicher Weise zur Transformation von AJ verwendet 
werden, wie (5) zu der von 6°J: Besteht ein conjugirtes System von (5*) 
(2*,7*) dessen Determinante in ab nicht verschwindet, so kann AJ in 


(7*) =3/ a, 66d 


iibergefiihrt werden, wo die € durch den analogen Ausdruck von (8) ge- 
geben sind und den (9) analogen Gleichungen geniigen. Ist daher iiber- 


dies 57 4,,£& nicht im ganzen Intervall ab Null und tberall gleich be- 


zeichnet, so hat auch AJ dieses Zeichen. 

Diese Annahmen treffen nun fiir geniigend kleine |y| und |y'| zu 
unter den Voraussetzungen, dass: 1) A(x, a) in § 1, 3) in (a+, bd) nicht 
verschwindet und 2) die nothwendige Bedingung (10) erfiillt ist. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung ergiebt sich als Folge der beiden 
nachstehenden Bemerkungen. 


§ 3. 


1) Ist O(a, v,,---v,) eine stetige Function der x, v,,---v, in eimem 
homogenen Continuum (8), dem auch die Stellen a<a2<b, v, =0,: 
--v, = 0 angehéren und ist O(v,0---0) in ab nirgends Null, so besteht 
immer eine Zahl «<0, so dass auch M(x, v,,---v,) nicht Null wird, 
fiir alle Punkte von (%), in denen |v,|,|v,|,---|v,|< ¢ ist. Setzt man 
v,= 4,(“) (k=1,2---n), einer in ab stetigen Function von x, so wird 
auch M(x, x, (x),---%,()) in ab nicht Null, wenn daselbst 


x é (k=1,2---n 
in lm (@)|<@ (k= 1,2---m) 

Existirt insbesondere zu jedem ¢ >0 ein 0 > 0 derart, dass fiir alle 
a<a<b: | O(a, x, (x) --- x, (@)) — O(x, 0--- 0)|<e, sobald in ab iiberall 
\m,(x)| <0 (kK=1,2---m) ist, und verschwindet die stetige Function 
von x: (2, 0---0) in ab nicht, so wird daselbst auch (2, y, (a) ---7,()) 
nicht Null, wenn 6 unter einer von Null verschiedenen, oberen Grenze bleibt. 

2) Es seien f,(%, w,---W,,, %,°**Y,) (k=1,2---”) sammt ihren 
ersten partiellen Ableitungen nach den w und y in einen homogenen Con- 
tinuum (%), dem die Stellen 2, 0,---0, y?,---y% und a, w?,-+-w%, Y?,--- Ve 
angehéren, eindeutige stetige Pusiiieuns VON 2, Wy, ** Way Yyy°** Y, und 
die in einer Umgebung von x, stetigen Functionen des %: ,,Ug,-+* Up) 
die in 2 bez. die Werthe w?,---w?, annehmen, lagen in (%). Construirt 
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man dann — etwa nach der Cauchy-Picard’schen Methode — fiir das 
Normalsystem 


dy, : 
Ge hl, 9,---9, Yar * Yn) (k= 1,2---m) 


aus yf,---y2 und fiir 


dy, 
at fhe ++ Um Yi,+++ ¥,) (k= 1,2---m) 
aus Y?,--- Y? als Anfangswerthen in x, die Liésungen, so wird, wenn 


| Y¥2—y| (k==1, 2,---m) und |u, |, |uy|,---|u,,|<¢ sind, in der beiden 
Lésungen gemeinsamen Umgebung von z,, deren Radius h sei, 


| Y? — yf | < (elntm) | 2—20| — 1) b< (e(n-+m) ath __ 1) é, (k =1,2.. -) 


wo M eine positive Zahl bedeutet, nicht kleiner als die absoluten Betriige 
der ersten Derivirten der Functionen f, nach den ,,--.W,, Yy,°** Yp 
in (B). Wie die Formel lehrt, sind die Y,, Y,,--- Y, auch stetige Func- 
tionen der wi, w?,--+ we, Wy, Uy,+++ Uy in (B). 

Sind speciell die Differentialgleichungen linear, so kann fiir h das 
Intervall genommen werden, in dem die Coefficienten beider Gleichungen 
stetig nach x bleiben*). 


§ 4. 

1) Bildet man R(A) aus R (§ 1, 1)), indem man darin fir a,;;: 
a;;— 4 (i=1,2---mn) setzt, so hat bekanntlich die Gleichung R(A) = 0 
lauter reelle Wurzeln. Wenn diese (von Null verschieden und) gleich 
bezeichnet sind, aber auch nur dann ist die quadratische Form (10) an 
der betreffenden Stelle x definit, wobei sie das Zeichen der Wurzeln hat. 
Der absolute Betrag des Coefficienten von 4*—™, des héchsten Gliedes der 
Gleichung: M* (§ 1, 1)) und ihr absolutes Glied R(O) = R stehen in dem 
Zusammenhang, dass das erstere ohne das letztere nicht verschwindet. Da 
nach Voraussetzung dieses in ab nicht verschwindet, so wird daselbst 
auch jenes nicht Null. Sind in a die Zahlen pw und w’ beziiglich nicht 
kleiner als die absoluten Betriige der dem ersten nachfolgenden und dem 
letzten vorangehenden Coefficienten im nach fallenden Potenzen geordneten 
R(d), so liegen die absoluten Betriige der Wurzeln zwischen den Zahlen 
el <= te 
w+ |R| M* 
M? in ab und behalten w und yp’ ihre Bedeutung fiir alle x in ab bei, 
so liegen die absoluten Betriige simmtlicher Wurzeln von R(A) = 0 fiir 
oe < Mo te 
w+, Hy ” 





. Ist daher y, das Minimum von |R| und w,, jenes von 


alle x von ab zwischen den Grenzen 


*) Picard, Traité t. III, p. 92. 


Wo py, und 7) >0 sind. 
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Aendern sich in (10) die Coefficienten der quadratischen Form und 
der Bedingungsgleichungen stetig, so ist dies auch mit den Coefficienten 
der Gleichung R(4) =O und daher auch mit ihren Wurzeln der Fall. 
War also die Form anfinglich definit, so wird sie bei dieser Aenderung 
mit demselben Zeichen definit bleiben, so lange keine Wurzel Null oder 
unendlich wird, somit, da m, nur mit r, verschwinden kann, gewiss so 
lange R(O) nicht Null wird. Die siimmtlichen @,, und @,, sind nun stetige 
Functionen der z, 4 und 7’, die fiir lim 7 = lim y’ = 0 bez. in a,, und @,, 
iibergehen. Bezeichnet daher R(0) die Determinante, die aus R entsteht, 
wenn darin die Buchstaben iiberstrichen werden, so existirt (§ 3, 1)), da 
R in ab nicht Null wird und R(0) stetig nach x, y und 7’ ist, ein 0’ >0 
derart, dass auch R(0) in ab nicht verschwindet, wenn || und |1'| < 0’ 
sind. Die quadratische Form in (7*) ist demnach fiir alle zulissigen 4 
und 7’, welche dieser Bedingung geniigen, definit vom selben Zeichen 
wie (10). 

2) Da R(0) fiir jedes derartige Werthesystem der 4 und 7’, ebenso 
wie R, in ab nicht verschwindet, so haben die Systeme (5) und (5*) alle 
Eigenschaften gemein, die eine Folge dieser Voraussetzung sind. 

Construirt man zu jeder Lésung (w*, 9*) des dem Punkte a conjugirten 
Systems (w*, o*) von (5) aus den gleichen Anfangswerthen in a die ent- 
sprechende (u‘, o*) in (5*), so bilden diese ein a conjugirtes System in 
(5*); analog erhalt man zu dem 6 conjugirten Systeme (w*, o*) in (5) 
ein b conjugirtes System (w*, 6*) in (5*). Da A(x, a) nach Voraussetzung 
(2) in b nicht Null ist, so sind die Systeme (w', 9°) und (w*, o*) linear 
unabhingig. Es lassen sich daher die Constanten y in 


vt -> yui, rt -> po! 


i=1 i=1 


gemiiss den Gleichungen 


=a vw, o*; wi, o') =0, > hvu, o; ytti—* on t1—h)— 6,44 4 


A=1 4=1 

(¢=1,---m—kh, (n—k-+-2)---m), 
WO C,4:1—x% eine beliebige von Null verschiedene Zahl ist, fiir k—=1,2----n 
bestimmen, da die Determinante |v (w, o*; u', o') ein des Gleichungs- 
systems, die von # unabhiingig ist, nicht verschwindet*). Die beiden Systeme 


(u*, o*) und (v*, r*) bilden zusammen ein involutorisches Fundamentalsystem *), 
denn es ist (w*,o*) ausser zu (w"+1—*, -+1—*) zu jeder anderen unter 


*) Mitt. II, XV, pag. 1301—1307. 
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den 2x Lisungen conjugirt.*) Es lassen sich dann (von Null ver- 
schiedene) nur den Zeichen nach bedingte Zahlen «,, uy, --- uw, bestimmen, 
so dass die Determinante des conjugirten Systems 


(2 = oF + myer H8s rt r+ pygr—*+) 


in ab nicht verschwindet.**) 

Da |y| und |’| <0" in ab und die Differentialgleichungen (5) und 
(5*) linear sind, so wird in ab (§ 3, 2)) |w‘—u*| und |v — o*| (k=1,2---n) 
<v0', wo v eine bestimmte Zahl bedeutet. Nimmt man 0’ geniigend 
klein, so wird, da A(a, a) = A(u', u’,---u") in b nicht Null ist, daselbst 
auch A(i', @,---«") nicht Null sein und es werden also die Systeme 
(a*, o*)) und (w*, o*) linear unabhiingig sein. Es lassen sich sonach, wenn 
mit » das Analogon zu (6) im Systeme (5*) bezeichnet wird, die y in 


vo — >, a -> vie 


i=1 i=1 


aus den Gleichungen 


DHRI@,F We)=0, SHO we; wtt-4 orth) = ea 


A=1 4=1 


(i=1,--n—k,n—k4+2,---n) 


fir k = 1,2,---m bestimmen. Die beiden Systeme (a, 0*) und (0, r*) 
bilden dann wieder ein involutorisches Fundamentalsystem, aus dem man 
das conjugirte System (2* =v + w,a"t+!—*, r’—=r* + wo"+1—*) herstellt. 
In dem jetzt angenommenen homogenen Continuum der x, y und x’, dem die 
Stellen a<av<b, 4 = 4’ =O angehéren, sind die «a, 9, w*, o, y* und 
daher auch 2*, r stetige Functionen von 2, 9 und 7’, die mit unendlich 
klein werdenden » und 7’ bez. in w*, o*, w*, o', y¥, 24, r* iibergehen. Die 
in diesem Continuum somit nach x, 4 und x’ stetige Function A(z’, 2?,---2") 
geht fiir » = 7'=—O in A(z',2*,--- 2") tiber, die in ab nirgends ver- 
schwindet. Sonach besteht nach § 3, 1) ein 6” >0, derart, dass fiir alle 
Punkte des Continuums, fiir welche |y| und |x| <6” ist, A(z',z*,---2") 
in ab nicht Null wird. 

Es besteht somit unter den Voraussetzungen in § 1, 1) und § 2 ein 
d>0 derart, dass fiir alle zulissigen 7 und 7, deren absolute Betriige 
kleiner als 6 in ab bleiben: 1) AJ in die reducirte Form (7*) iibergefiihrt 


*) Mitt. II, pag. 1807—1309. 
**) Mitt. IIT, pag. 1412, XIX. 
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werden kann und 2) die quadratische Form z= @,,6,§, definit vom selben 
i,k 
Zeichen ist. AJ hat sonach fiir diese 7 und » immer dasselbe Zeichen, 

Die Erérterungen in §2 und § 4, 1 fiihren noch zu folgender Be- 
merkung, die mit dem eben bewiesenen Satze eng zusammenhingt: 

Ist im homogenen Continuum (€) (§ 1, 1)) ein zweites (€’) enthalten, 
dem die Curve (C) sammt den yj, yz,--- y, lings derselben angehéren 
und verschwindet darin weder R(O) noch A(i', a, --- a"), die Determi- 
nante des a conjugirten Systems in (5*), so hat AJ fiir alle zuliissigen 
Variationen 41 --- a, i *-* Gx, Welche bez. die y; +--+ Yn, Yir** Yn Von 
(C) in Punkte von (@’) iindern, dasselbe Zeichen. 
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Hamilton’sche Methode. 





Minp1neG. 


De formae, in quam geometra britannicus Hamilton integralia 
mechanices analyticae redegit, origine genuina. 


Auctore Ferpmanpo Minprne.*) 





Ex quo celeberrimum ac certe sagacissimum Hamiltonii inventum 
geometris innotuit, statim Jacobi ejus excolendi atque augendi curam 
suscepit, quem paulo post alii insignes geometrae secuti sunt, inter quos 
hoc loco inprimis juvat in memoriam revocare Petropolitanum Ostrogradsky, 
quem nuper praematura morte abreptum dolemus. Hi omnes inventum 
Hamiltonianum latius extendere aliisque quaestionibus, quae primo saltem 
adspectu a proposita longe remotae esse videbantur, adaptare tanto suc- 
cessu conati sunt, ut methodi quae nunc ad tractanda problemata analytico- 
mechanica nec non in aliis analyseos sublimioris partibus huic generi 
affinibus usu veniunt, generalitate ac elegantia cum aetate prioribus com- 
parari nequeant. 

Sed quo latius patet campus investigationum ab inventis Hamiltonianis 
proficiscentium, tanto magis necessarium est principia quibus inventa illa 


*) Den Wiederabdruck dieser Abhandlung rechtfertigt der bedeutsame Inhalt, 
der zu den fiir die moderne analytische Mechanik fundamentalen Untersuchungen 
von Lipschitz und Beltrami in niichster Beziehung steht. 8S. Schlémilch’s Ztschr. 
Bd. 45 hist.-litter. Abth. 8S. 118. Die Abhandlung ist als Gratulationsschrift der 
Universitit Dorpat fiir die Sternwarte Pulkowa erschienen, aber wie es scheint bis 
jetzt unbekannt geblieben. Sie trigt den Titel: Imperiali speculae astronomicae 
Pulcoviensi a. d. VII id. Aug. a. MDCCCLXIV quintum lustrum exactum celebranti 
gratulatur Universitas literarum Caesarea Dorpatensis. Inest Ferdinandi Mindingii 
disquisitio de formae, in quam geometra britannicus Hamilton integralia mechanices 
analyticae redegit, origine genuina. Dorpati Livonorum. Typis C. Mattiesenii. 
MDCCCLXIV. Sodann folgt eine Widmung: Speculae in Rossia primariae quinque 
lustra feliciter peracta congratulantes et Deum Optimum Maximum sospitet eam ac 
prosperet in perpetuum promovendae ut scientiae naviter pergat inservire maxima 
huius imperii generisque humani cum utilitate comprecantes studii oservantiaeque 
documentum hasce pagellas misimus Universitatis Literarum Dorpatensis Rector 


et Senatus. 
A. Kneser. 
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Minpina. 


nituntur, omni cura perscrutari, quae in eis latent inter se diversa, probe 
distinguere et quae in disquisitionum continuatione permixta occurrunt, 
in stabiliendis fundamentis segregare. Quoniam igitur praesens quaestio 
cum e calculo sublimiori tum e legibus mechanices pendeat, operae pretium 
erit, quid priori, quid alteri parti debeatur, dignoscere. Qua cogitatione 
motus cum recenti tempore omni studio in id incubuissem, ut primaria 
theoremata Hamiltoniana ad propositiones algebraicas quantum fieri posset 
simplicissimas revocarem, non dubitavi praesentem occasionem capessere 
fontemque monstrare quem illis derivandis aperuisse mihi visus sum. 
Attamen urgente jam tempore primaria tantum disquisitionis meae mo- 
menta succincte exposuisse hoc loco satis habebo. 

Ponamus ex argumentis variabilibus p, p,---p, eorumque differentialibus 
conflatum esse aggregatum hujusmodi, quod cum quantitatem repraesentet 
infinite parvam secundi ordinis, adscito novo argumento ¢, symbolo Qdé 
designare convenit, puta: 


A Qd? = E,.,dp; a 2E;.2dpi dpe Le Ez.2dp,* + 2E,.3dpidps 

+ 2E2.sdp.dps + Es.3dps* + 2F;.sdpidps + --- + En.ndp,’, 
in quo factores litera EK denotati dato modo ex argumentis p formati 
concipiantur. Aggregatum Q essentialiter positivum esse suppono, sive 
ita comparatum, ut neque negativum evadere neque in nihilum abire possit, 


uicunque valores reales quantitatibus - Pn ro lubitu attribuantur 
_—s dt dt dt P , 


dum argumenta p vel omnino, vel saltem intra certos limites, prout fert 
natura problematum, arbitrarios valores induant. 
His praemissis statim propero ad enuntiandum theorema in praesenti 

quaestione fundamentale hoc: 
Aggregatum signo Qdé* denotatum revocari potest ad summam 
n quadratorum, »— 1 quantitates constantes arbitrarias in- 
volventium, et quidem ita ut unum e dictis quadratis radicem 
habeat immediate integrabilem. 

Theorema propositum formula sequente exhibetur: 


Qd? = dV*+ (Cy.1dpy + Cy.2dpy + Cy.sdps + --- + Cy.ndp,)? 
+(Cz.2dpz + Cz.3dps +--+ + Cy.ndp,)* 
+(Cs.sdps + Cs.sdps + --- + Cs.ndpn)? 

IL. 

+(C,1.n—14pa—1 + Cr—1-n4prn)*, 
in qua literae C diversis indicibus auctae nec non V functiones argumen- 
torum p repraesentant, in quibus determinandis quaestio tota versatur. 
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U 
Py 
dV =v, dp, + vgdpy +---+ ondp,. 
Jam patet comparata forma data I. cum proposita II. prodire con- 
ditiones sequentes 


Sit brevitatis gratia add == ,,:+: generaliter = = v,, ideoque 


Fi. — vi eae CPi, Ei.2 — 1103 = Ch.1 Ci.2, + Ea — V1 0,> Ch.1 Ch.n, 
Es. — ve —_ C2: + C3s, E2.3 — 0203 = Ci.2 Ci.3 + Cz.2 C2.3, sie 
E;.3 — vf = Cs + C25 + C33, Ess.4 — 0304 = Cy.3 Gy.4 + Ce. Cr. 
+ C3.3 03.4, 
quibus continuatis tandem pervenitur ad has: 
Ey—1.n — Un—1Un = Cy.n—1 Gten + Cont Co.n f+ + Cyan Cn.n-i, 
Ex.n — v: == CO}, + C2, + ar + Ge..s-«- 

Generaliter habemus: 
Til. Eyv — py = Cy. Or.y + Cop Ce.y e+ Cun Cur, 
siquidem u < v vel u =v esse concipitur. 

Ex aequationibus propositis, quarum numerus est aot 2. facile 


= : , . n(n+1 
eliminantur incognitae C, numero “er 


aequationem differentialem partialem primi ordinis determinando V in- 
servientem. 

Quem in finem ex elementis E primo loco formetur complexus signo 
A(E,.,) denotandus, quem determinantem hodierni mathematici appellare 
solent. Statuamus igitur: 


—1; quo facto pervenitur ad 


Fi. Fi.g Fig +++ Eien 
E,.2 Ey.9 Es.s +++ Ean 


E,.3 Ex.s Es.3 +++ Es.n 
IV. A (Ex.v) = ° ° ° see. 5 


Ex.n Es.n E3.n- sit Ey.n 
qui complexus, manifesto symmetricus quoniam E,., = E,.,, substituto 
Eu.» — xv, in locum E,., abit in sequentem: 

A (Eu .v— nr) = 
quem introductis valoribus argumentorum E,., — v,v, ex aequationibus 
III. prodeuntibus facile intelligitur in nihilum abire. Quod, cum brevitati 
consulendum sit, simplici exemplo proposito sufficienter probabitur. Igitur 
si nm = 4, complexus A’ sequenti tabula repraesentatur, in qua pro C,., 
compendii causa simpliciter (u-v) scripsimus: 
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(1-1)(4-1) (1-1)(1-2) - ° (1-1) (1-8) - . ‘ : (1-1) (1-4) - . 5 ° 
(1-1)(1-2) (1-2)(1-2)+ (2-2)(2-2) (1-2)(1-8)4(@-2)(23)- + (1-1-4) RO)(Q4). 
1-1)(1-3) (1-2)(1-3)-(2-2)(2-8) (1-8)(1-3) 4 (2-8) (2-3) (8-8)(3-8) (1-3)(1-4) 4 (2-8) (2-4) + (8-8)(8 4) 
(1-1)(1-4) (1-2) (1-4) (2-2) (2-4) (1-3)(1-4) 4 (2-3) (2-4) -4-(8-8)(8-4) (1-4)(1-4)-+ (2-4) (2-4) + (8-4)(8-4) 





quem complexum ad nihilum redire lector peritus facile intelliget eandem- 

que conclusionem generaliter valere perspiciet. 
Ita eliminatis omnibus C delati sumus ad aequationem A’ = 0, sive 
Ey.1— vp  Ey.g — 02+ + Ey.n — 1% 


Ey.2 — 1402 E:.g — vg +: Es.n — V20n 
V. A’ = . . . . . . . . . . . . . . . == (), 





Ei.n — 11% Es.n — Vg n° ee Ex.n— v2 


quae relationem inter differentialia partialia functionis V atque argumenta p 
intercedentem sistit, qua ad determinandum V utendum erit. 

Ponamus solutionem completam hujus aequationis innotuisse, quae 
igitur » quantitates constantes arbitrarias secum feret, quarum tamen una 
non nisi additione ad valorem V accedit, ita ut dV n— 1 quantitates 
constantes arbitrarias «, a, +--+ @,—1 involvat. 

His concessis reliquae incognitae C alia post aliam statim determi- 


nantur; fit enim ex aequationibus III. 


E,.g — 4% 
1-2 1°2 
C7, = E,.1 — 2}, C1... = —— 5 -** 
Cy.4 


. . 2 
Cy 2 = FEy.2 — v3? — CPi, ee 


nec superfluum est monere, etiam signorum in formula Il. nullam occur- 
rere ambiguitatem, quippe quam adjunctis deinceps in singulis terminis 


et in factorum et in divisorum loco quantitatibus C1, C2, Cs’3--- ita 
scribere licet: 
Qdttm gy? - ir8Pr FOr 1O-2GPa + O11 Orn dea)? 
C? 1 
4+ (C2 edpy+--- + Cy.2Cy.,4p,)? 





Co? 2 


(C2 n—1 IPp—s F Cy_y.n—1 Cn—t.n EPp)* 
Cs .0—1 





, 


~ 


unde dato V ad determinandas reliquas incognitas nulla amplius radicum 
extractione opus esse perspicitur. 

Nunc stabilito theoremate fundamentali consideremus complexum A’ 
in aequatione V. ob oculos positum. Quem si secundum potestates et 
producta argumentorum v, v,---v, evolvimus, primum patet terminos 














3) (3 4) 
4) (3-4) 
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imparis ordinis omnino abesse, deinde facile intelligitur omnes terminos 
ordinis quarti aut quarto altioris in nihilum abire, ita ut praeter primum 
terminum A, (quem hucusque symbolo A(E,.,) denotatum formula IV. 
exhibet) aggregatum non nisi secundi ordinis restet, quod abhine signo 
— A, repraesentabimus. Quo pacto aequatio V. fit 

VI. A’= A,— A, = 0. 

Ut evolutio aggregati A, commode instituatur, designetur symbolo 
A{—yu,—v] complexus determinans is qui oritur, si e complexu A, 
terminos uw” lineae horizontalis una cum terminis v@ lineae verticalis 
elidimus. Manifesto propter symmetricam conformationem complexus A, 
directiones horizontales et verticales inter se commutare licet, unde habetur 
A[—u, —v] = A[— v, —u]. Ita posito n = 3, erit 


Ex. Ey.2 Fis 
d,=| Eis Eos Ensl, 
E;.3 Es.3 Es.s 
Ex. Ey.2 Fi. Et.s 
A[—2, —3] = A[— 3, —2] = = . 
| | [ ] E;.3 Es.s E;.2 Es.s 














Quo scribendi compendio utentes facile nanciscimur evolutionem 
quaesitam hance: 
VIL. A, = 2(—1)*t’o, », S[—p, —], 
in qua summatio indicata omnes combinationes numerorum u et v, e serie 
1 2 3---m depromendorum, etiam mutati ordinis ratione habita, complectitur. 
Qua de causa si aggregatum A, bifariam ita distribuimus, ut in priori 
parte colligantur omnes termini, in quibus w =», in altera ii quorum 
indices inter se differunt, termini posterioris partis omnes factore 2 affecti 
prodibunt, itaque erit: 
A, = vfA[—1, —1] + of A[—2, —2] + --- + of[—n, —n] 
—2v,v,4[—1, —2]+ 20, v, A[—1, —3]--- —(—1)"2v,v,4[—1, —n] 
—2v,v,A[—2,—3]  - - + + + + tee (—1)"2020,4[—2, —n] 


— 2v,-10,A4[— (n—1), —n]. 
Hine porro deducimus 


4 OBs (ty {0 A[-1,— a] +0, A[—2, - a} + + (1) OE —0] 


., .++ +(—1)"»,4[—p, —n]} 
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sive quod idem est 


Ei. Ey o°t + By Ets + Eien 
| Fy.1 Ez. +++ Ee. y—1V2 Ey. ws +++ Fa.n 
VIII. i dd, = | E,.3 Ez. +++ Es. 103 Es. upiss+ Es.n . 


2 dv, | : 


} oe 


al 7 
Ey.» EF, net? By—1-0 Un Eypins** En n 


bo 


° ia 





Ponamus in aequatione I. omnibus £ adjungi factorem communem F 
ideoque Q transire in F’-Q; tunc manifesto 4, mutatur in F"- A,, nec 
non A, in F*—!.A,; unde aequatio VI. abit in hance: 


F* .A, — F*-!- A, =0, 
sive rejecto factore F'"—', 
IX. Fr. A,— A, an 0. 


Jam ad conclusiones quasdam e praecedentibus colligendas convertamur. 

Aequatio II. quamquam prorsus idem quod I. aggregatum repraesentans, 
nihilominus a dextra parte quantitates constantes arbitrarias a, a, +++ o,—1 
involvit, quae sinistrae parti sive formae primitivae aggregati 2 omnino 
desunt. Unde patet partem dextram mutatis his constantibus nullum 
incrementum capere posse, sive ejus differentiale e mutatione uniuscujusque 
dictarum constantium (quam litera « simpliciter denotamus) necessario 
evanescere. Ita differentiando secundum « obtinemus: 


V aCc,. dC, 
O=—dV-d A + (Oy.rdpy + ++» + O,.ndpn) ee dp, +--+ == dp.) 


Verumtamen ut scriptionem formulae satis prolixae contrahamus, com- 


modioribus notationibus utemur. Ponamus 
Cy.1dpy + Cy.gdp, +--+ + Cy.ndpn = Ty dt 
p « Cz.gdpz + +--+ Cy.ndp, = Ledt 
inicieiiiins ic «sce ye Se eR 
Cue tPu + Cunt dupa + +++ + Cu.ndpn = Ly dt, 
quo pacto aggregatum II. hance speciem induit: 
QdP=dV*?+ (L3?4+ L7+.---+ L3_1)d# 


ejusque differentiale e mutato a oriundum fit: 





dV dL, dL, aL, 
XI. Om ard + (LA 4L ee, ‘ae. 











ww ae = 


en) 


4 


ia. aaa aa ee 








ec 
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Nihil impedit quominus supponamus, inter argumenta p, p,.-+- Dn 
hucusque prorsus inter se independentia subsistere aequationes differen- 
tiales sequentes: : 

Xi. ,=0, L =0,--- L,-1=—0; 
qua ex suppositione sequitur 
Qdt? = dV* nec non av.a* =0. 

Aequatio -prior docet dV non evanescere, cum ex hypothesi nostra Q 
vi aequationum XII. in nihilum abire nequeat; unde ex altera aequatione 
colligitur: 


dV 
d= =0. 


Quae conclusio cum ad omnes constantes « aeque pertineat, docet e 
systemate XII. »—1 aequationum differentialium necessario consequi 
alterum systema totidem aequationum differentialium, puta 


—_ dv dV _ dv 

XI. ig +6, €5- 4, Ss 9, 

quod igitur easdem quas systema XII. relationes inter differentialia 
dp, dp,-++dp, sistet, ita ut alterum systema alteri plene aequipolleat. 
Unde colliguntur utriusque systematis integralia haec, in quibus novas 
constantes litera 6 denotamus: 


dV dV dv 
XIV. =° B;, =x By) + as Ba—1- 


Statuamus datum aggregatum Q continere constantem quandam 
quantitatem indeterminatam h, quae igitur ut in sinistra, ita etiam in 
dextra parte aequationis Il. aderit. Quae si secundum h differentiatur, 
prodit: 

1 dQ 


dV aL, 
> qn de =aV-d 5. + (1,53 +++) dt?, 


sive iterum admissis conditionibus XII. 


4 a2 atm aVea, 
unde accedente aequatione 
dV=YQ-dt 
colligitur: 
1 92 yy gi 
2V/Q dh dh’ 
sive 


dyQ,,__,daV, 
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Jam redeamus ad casum supra memoratum, quo aggregati 2 elementa 
E omnia factore communi F' aucta esse supponebamus. Quo in casu 
cum Q transeat in F’- Q, praecedens aequatio fit: 


dV F'-Q dv 
XVI. an tt = It 





ubi probe notandum, V non amplius ex aequatione VI., sed ex aequatione 
IX., quae praesenti casui convenit, derivandum esse. 

Denique si constans h non in Q, sed in factore F' solo occurit, ex 
aequatione XVI. obtinemus: 


yo. 2VF gas 
sive 


XVIL. ys 4aF oF ata a SY. 


His omnibus quam arcte connexa sit doctrina Hamiltoniana, lectorem 
fugere nequit. Nihilominus quaestionem attentione dignissimam accuratius 
examinasse juvabit. 

Proposito problemate mechanico ejus naturae, ut vires corpora ac- 
celerantes functionem potentialem admittant, concipiamus coordinatas 
argumentis p, p.---P» ita expressas esse, ut conditiones systematis, si quae 
adsunt, nulla inter argumenta p relatione interposita intactae serventur. 
Designet more consueto ¢ tempus, U-+-h functionem potentialem constante 
h auctam, 7 vim vivam systematis, ponatur insuper compendii causa 


d d dp, 
ft > ee a> 
ideoque 
1 
f= y (Bagt+ 2 Ei.291 Ge + Ez.2g3 + vee + Ex. nQa) 
sive 


Td? = + Q. 


His statutis obtinemus accito factore 
F = 2(U+h) 
aggregatum 
FQ = 4(U+h)T dé = 2(U+-h) (Ey... dp? + +--+ E,.,dp?), 
quod transformationibus supra explicatis subjectum ad aequationes 


Hamiltonianas perducit. 
Data enim solutione completa V aequationis differentialis partialis 


A = 2(U+h) 4, — A, = 0, 
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secundum praecedentia datur etiam producti 4(U-+-h) T transformatio plane 
identica 


4(U+h)T = (Tf) + LP+Li+---+ D245, 


qua aequationum differentialium L,—0, L, = 0,--- Z,_1 = 0 integralia 


dV av 
exhibentur in forma == By, +++ g— = Br—1. 


Ex iisdem aequationibus differentialibus etiam sequitur: 


oY =2VU+FHT. 


Insuper e formula XVIL., quae posito F=2(U-+-h) nec non Q=2Td# 
praesenti casui convenit, elicitur: 








dV 
Vet d@U+2h) _ . (i) 
2y2U0+2h dh dt 

sive 

@(u) 
XVII. Vers tae. 


Aequationes hucusque inventae sunt merae transformationes algebraicae, 
quas lex virium vivarum nullo modo attingit, cujus adsciscendi nunc demum 
oceasio praebetur. Statuamus igitur dicta e lege mechanica 


T=U+h, 


unde videmus prodire mane 


integrale notum 


XIX. arat+r, 


quod reliquum erat, suppeditantem. 
His adjungenda est relatio 


dv rs 
z= 2V(U+A)T, 
quae ex hypothesi 7’ = U +h abit in 


XX. oY = 27 = 2(U+h) 


y=2fTat—2f(U+nat. 
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Ita delati sumus ad definitionem primitivam functionis characteristicae 
V, cui Hamilton disquisitiones suas superstruxit et qua vim vivam systematis 
accumulatam (vel potius secundum usum hodiernum et re vera com- 
modiorem duplicem vim vivam acc.) repraesentari monuit. Huc igitur 
progressi finem nostro scripto imponere lectoremque ad opera laudati 
auctoris ejusque successorum delegare possemus. Sed ne quid desideretur 
quod ad principia doctrinae de qua agitur, attinet, restat ut monstremus 
quomodo e praecedentibus, eliminatis constantibus a, a, --- @,—1, prodeant 
aequationes differentiales secundi ordinis, a quibus solutio problematum 
mechanicorum proficiscitur. Nam in praesenti quaestione, in qua functio 
V ex aequatione differentiali partiali eruta supponitur, aequationes dif- 
ferentiales secundi ordinis quasi inverso decursu ultimo tandem loco post 
integralia prima et secunda obviam fiunt. 


Cum sit 
dV 
hs | + 3% +--+ dQ, 
aT aT aT 
22 =a ut ag Bt tag o> 
formulam XX. 
dV 


ita scribimus: 


XXD Og F392 oF Onde = an + aa siento it 
Aequatio 
A, = 2(U+h) A, 
secundum @ (sive unam constantium a, @,-+-@,—1) differentiata, cum a 
dextra parte nulla harum constantium occurrat, suppeditat systema »— 1 


, dA ; 
aequationum ——* = 0, i. e. 


dA, dv, , dd, dv, da, 4, 
XXII. a ae 4 fib ae ike 
quibus si comparantur totidem aequationes formae 
dV 
gw 8 

sive 

dv dv dv 
XXIII. qe ht geet +4, =9, 
manifesto obtinemus: 

tinny A 
hi a ee “he ae 


sive 


XXIV. — = — ——2 a... oe 











(I 


ex 














Hamilton’sche Methode. 129 
Porro consideremus complexum eum qui oritur, si in complexu A, 
(IV.) terminis seriei verticalis 
Ey u Bey +++ Euew ss + Buen 

ex ordine substituantur 

OF OF |, Se, Oe 

dq, dq, dq, 44, 

Quem complexum litera 0, designantes habemus 
dT 

Ey.1 Fy.g++- Ey .p-1 dq, Ey ut -++ Byun 


aT 
E3.1 Ez.2--: Engg Es.u4i +++ Esen 


dT 
Ent E,.2° i En pag Ey. n+. ha hi Ex.n 








Jam vero cum sit 
dT 
aq, = Fyn + Bou t:++ + En ud, 
liquet terminos complexus propositi factore q, affectos evanescere omnes, 
nisi sit v = uw, ideoque simpliciter prodire 


0, = Ao Qu ? 
unde colligitur: 
XXVI. a 
nh Q qn 


quarum quantitatum valor communis est A). 
Comparanti aequationes XXVI. cum aequationibus XXIV. simulque 





ad formas complexuum = et ©, (VIII. et XXV.) respicienti obvium erit, 
“ 
rationes 1, :V,2-*:? v, nec non rationes oF pees. G ee utra id 
er Up, xm: : Te. sque eidem 


systemati »— 1 aequationum linearium satisfacere ideoque aequalibus 
valoribus gaudere. Est igitur 





aav_idar 1 ar 
vw, dq V, 4g, _ %, dq,’ 
hine autem ope formulae XXI. colligitur esse: 
aT aT aT 
XXVIL. het ee eet 
sive 


dv dT adv aT 
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quae est nota forma integralium praesentis problematis intermediorum, 
constantes arbitrarias @, +--+ @,—, involventium. 

Denique ut ad aequationes differentiales secundi ordinis, eliminatis 
omnibus «, descendamus, proficiscamur a formulis: 


dv 


[=U+h, 7-=27, 
quarum combinatio suggerit: 
dV 


sive 
XXVIII. 19 + %% +:-- +19. —T—U—-h=90, 


qua in aequatione valores quantitatum q,qQ.---@» in o et in 7’ occur- 


rentium ope formularum XXVII. per argumenta p, p, +--+ p, et constantes 
@, @y+++ @,—y expressos concipi oportet, quibus substitutis aggregatum 
propositum identice evanescet. His perpensis differentiando secundum 
argumentum p, obtinemus: 


dv, dv, dv, dT aU 
dp, 4 + dp, % ee dp, 4" ~~ dp, ap, 
dq, dq, dq, adTdq, 4adT dq, dT dq, 
v "1 —— he 
+ 1 dp, a te “2 dp, ae dp, dq, dp, dp, ap, dq, 4p, 


Cum autem ex aequationibus XXVII. bini lineae inferioris termini 
se mutuo destruant, proposita in hance contrahitur: 


- ie S 2s & Se. 
4 + 2 4, : an +o “i + dp, 


dp, 


Manifesto comets ad laevam nihil aliud est quam 


a(¢) 
d* 4. ea 2 oe 
dp,? dt dp, dp, dt dt dt 





Unde accedente valore XXVII. 
ar 
dq, 
constantes « omnes simul eliminantur atque eruitur 
aT 
. ‘(ie) 


dt -5 +S in ’ 


Uv, = 


quae est quaesita aequatio differentialis secundi ordinis ad argumentum p, 
pertinens; reliquae eodem modo inveniuntur. 














es 
im 
im 


ini 


Pr 
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In praecedentibus non attigi proprietates minimum valorem integralis 


Jv2 dt sive [Via + 2Ey.2dp; dps + +++ + Ex.ndp; 


spectantes, quibus eruendis calculus variationum in usum vocari solet. 
Sed verum fundamentum hujus doctrinae, ad quam theoria linearum 
brevissimarum, nec non, quod multo latius patet, principium minimae 
actionis pertinet, manifesto positum est in discerptione aggregati Qdé* in 
plura quadrata, quarum unum radicem habet per se integrabilem. Quae 
discerptio cum sit aggregati Q transformatio plane identica, nihilominus 
tamen numerum sufficientem constantium arbitrariarum involvens, quarum 
ope iis conditionibus satisfieri potest quas limites integrationis postulant, 
non solum aequationes differentiales minimi, quae nostris in signis erunt 





L,=0, L, =0,---L,-1 = 0, ipsumque minimum ay, verum etiam 
terminos, ultra quos integrationem extendere, nisi cessante minimo, non 
licet, non indicare nequit. Attamen hance rem uberiore explicatione 
egentem, temporis angustiis pressus, in praesens dimittam et ad obser- 
vationes quasdam particulares me convertam, quae mihi hujusmodi 
quaestionibus insistenti obviam fuerunt. 

Prima observatio spectat theoriam linearum brevissimarum, quae 
plerumque a calculo variationum proficiscitur. Igitur operae pretium videtur 
esse, quomodo e nostris principiis, nullo e calculo variationum adjumento 
petito, aequationes differentiales necessariae facillime demanent, ostendere. 

Tota enim quaestio de lineis brevissimis eo redit, ut aggregatum 
Edp*? + 2Fdpdq + Gdq in formam dr* + m?dq? redigatur, siquidem 
hoc loco, quod commodissimum erit, notationes Disquisitionum circa super- 
ficies curvas adoptamus. Igitur ut aequatio 


Edp* + 2Fdpdq + Gd@ = dr? + m'dg’ 
fiat identica, incognitae r, gm, m, e relationibus eruendae sunt quae sequuntur: 
dr\2 dg\? 
Ge) + GF) —%, 


dr dr 2dg dg 
ip tg t™ Sag? 


dr 2 (49\2 _ 
(ag) + ™* (aq) = @ 
unde demanant conditiones eaedem quas disquisitiones laudatae sistunt, puta: 


E(32)'—2F a. a(e 3) = EG — FY 


dq dp dq 
dr Fu dg =) dp 
(Ex —Fi)e+ (GE -K Dem 


9* 
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dr dg dr dg\? 
— ee ea ot 
EG—F (a5 dq dq as) 


sive 
dg\2 onde dg dg\? EG—F* 
E (#7) —2F 2 + GG) -<—S 
quarum secunda etiam e prima, ope differentiationis secundum constantem 
« in r contentam institutae, deducitur ponendo = = @. 


Deinde angulus 6, ab elemento dr lineae brevissimae et elemento 
V E- dp comprehensus (cf. disqu. art. 18) ex eodem principio, caleulo varia- 
tionum non adhibito, ita determinatur. 
Aequationem 
Edp*? + 2Fdpdqg + Gdq = dr? + m' dg’, 
sive posito 
EG — F? = A’, 


Y 2792 
Scot Tse + A*dq = dr? + m'dg? 





introducto novo argumento variabili indeterminato 6 ita dispertire licet 


ut sit 
(Edp-+ Fdq)cos@+AsinOdq _ 








VE dr, 
an i + Acosédq = mag. 


Jam ut re vera dr sit elementum lineae brevissimae, cujus aequatio 
erit dg =O, postulatur ut simul expressio proposita elementi dr sit 
differentiale completum, ideoque 





F cos 6+ A sin 0 
d 
gq (VE 208 8) _ ( VE ) 








dq dp , 
sive 
(: VE . (oy) ; (Fs ) do 
< pr er de 6 — dp 80 6= VE sin# = 
Acos@— F'sin@ dé 
al VE dp 
Hine fit accedente conditione dp = 0, qua datur 
__ Edp+ Fdq 
cotg 6 = — yo 
Bépt Paes 


dr - cos 06 = . dr sin @ = = dg: 


VE 


O20 S ee ee de, VE sin 6 dr = Adg, 


VE 











ide 


uni 


qui 


eal 


int 


ele 
ds 
pa 


sin 





tio 
sit 
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ideoque 


=. dé 
{VE sin 6 dq + 


Acosé—Fsin@é dé 
VE 


unde conditio integrabilitatis hanc formam nanciscitur: 





Tp\ a =—A(Raq+s dp) = Ado; 


F 
lave = (yz) oe + PSs _. (7a). 4 
| dq dp VE dp YE meee, 
quae brevi calculo subducto in sequentem contrahitur: 
1 F 1 dE * 
Add=57 ZdE+ 7 7, oF a aa, 


eandem quam disquisitiones |. |. exhibent. 
Altera quam adjungere placet observatio versatur in substitutione 
analytica maxime memorabili, qua variabiles w, 2, ---2%,+1, relatione 
x2 


Fay. 4 ett 


O44 





inter se — beatae ope radicum p aequationis 
x3 
+1 
es eer S| 
we — * wan pt > ca Pp) : 
quas radices symbolis p, p.---p» designare convenit. 
Hance substitutionem egregie tractavit in diarii Crelliani volumine 22. 
geometra IIummensis Haedenkamp, ibique inter alia plura quaestionem 
de valore minimo integralis 


fismf Vaaty dat F aah 
elegantissime absolvit. Jam quomodo hoc in casu discerptio aggregati 
ds? in plura quadrata, qualem postulamus, commodissime instituatur, 
paucis ostendere juvat. 
Statuatur, ut est praesenti casui aptum, 
Qd? = E, dp? + E,dp? + ---+ E, dp, 
Op = p— Py P — Pa P — Pn; 
TT = p®— + ap"? + ay p> + + naj 


sint @, @+-++@,—, constantes arbitrariae, denique mutato p in p, transeat 
TT in TT,; tune erit ex principiis notissimis 


De-1 
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nec non 


pe v—1 
>* o'p,, 


siquidem vy unum e numeris 123---n—41 repraesentat, dum sum- 
mationes indictae valores u = 1 23---»— 1 amplectuntur. 
Quaesita discerptio statim obtinetur aggregatum Qdé cum aggregato 








T 
po v r multiplicando productumque secundum schema sequens disponendo: 


(ay? + ay? + as? + +++ + af) (by? + by" + b5* + +--+ + d2) 
= (a,b, + a,b, +--+ + a,b,)? + ZZ (a,b, — a,b, )’, 
in quo duplex summatio omnes valores indicum pw et v inde ab 1 usque 


; quadratorum 





ad n (inclusis extremis) amplectitur, unde aggregatum ~ ‘— 
formabitur. Protinus statuendo 


_— TT 
ty = VE, dpe, be = V. _ 


Op, 
ideoque 
a? +a*?+---+a?—Qd#’, 
TT 
bP be +---+B= > ge = 
“ 
colligitur: 
Qd? = 


TA ant Ve ant +E a aed 


+>> WV dp. — VE A 


Haec tamen transformatio nullius esset usus, nisi in casu praesenti 


_ id ti ae | 
7 laeoque etlam —,;— a solo argu- 
'p, 4 Op, 8 





singulari feliciter contingeret, ut 


mento p, penderent, cujus proprietatis beneficio fit ut in proposita aequa- 
tione pars prima ad dextram occurrens sit quadratum differentialis exacti. 
Reliquae partes ad dextram positae in aggregatum »— 1 quadratorum 
facile quidem contrahuntur, qua tamen reductione nihil proficimus. Patet 
enim totum aggregatum propositum in nihilum abire statuendo 


VE, dp, _— VE, dp, Sea VEndPn 


-_ ? 
op, O's op, 
quibus igitur aequationibus conditiones minimi exprimuntur; ipsum autem 
minimum fit aggregatum partium singillatim integrabilium, puta 























jum- 


gato 


ndo: 


sque 


rum 
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—{Vonant Vea nto | Vante 








unde demanant — 


= f,, az == f,,°-° << = Br-1, 
quae necessario conditionibus minimi supra exhibitis satisfaciunt. Quod 
quomodo fiat, ita explicatur. Primum erit 


VE, EAP, aTr,, 
dig 3 TT, Op, . < 


aTt,, . 
— = n"-—r-—1.- 
nec non da, "Pr : 





deinde introducta in locum elementi VE, dp, quantitate huic elemento 


proportionali Ver obtinemus summam 


n—v—1 


Pu 
o'p, 





quae, ut supra monuimus, in nihilum redit; unde protinus sequitur: 





adv 
‘7S 


quod erat probandum. 

Sed jam appropinquante die festo, cui has pagellas dicare constitutum 
est, quae sunt reliqua in posterum dimittimus, satis in praesens habentes, 
principium mere algebraicum explicuisse, e quo primaria saltem theoriae 
Hamiltonianae momenta tamquam corollaria demanant. 


Datum Dorpati Livonorum, die 27. m. Julii a. 1864. 





Ueber den Stand der Herausgabe von Gauss’ Werken. 








Dritter Bericht.*) 
Von 


Fevix Kuew in Gottingen. 


Im vergangenen Jahre ist uns iiber unser Erwarten hinaus auch noch 
einiges neue Material zugeflossen; namlich: 


I. Originale: 


1) Ein Brief von Gauss an Schumacher vom 31. Oktober 1848. 
Geschenk des Herrn Observator R. Schumacher in Kiel. 

2) Ein Brief von Gauss an Hauptmann G. W. Miiller vom 22. August 
1828. Durch Ankauf. 


II. Kopien nach Originalen: 


1) Ein Brief von Gauss an v. Zimmermann vom 12. Marz 1797, 
geschenkt von Herrn Professor Wirtinger in Innsbruck; das 
Original im Besitz von Herrn Professor von Schréder in 
Innsbruck. 

2) Eine Reihe Briefe von Gauss an General Baeyer, C. A. Peters, 
A. v. Humboldt und andere, geschenkt von Frau Geheimrath 
Schering in Gottingen. 

3) Ein Brief von Gauss an seinen Sohn Eugen vom 15. Februar 
1844 (Photolithographie), Geschenk von Herrn Robert Gauss 
in Denver (Nordamerika): das Original im Besitz der Lick- 
Sternwarte auf dem Mt. Hamilton. 

4) Ein Brief an Herrn Geheimrath Galle vom 15. Februar 1846, 
geschenkt von Herrn Geheimrath Galle selbst, in dessen Besitz 
sich auch das Original befindet. 


*) Abgedruckt aus den Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Géttingen, Geschiftliche Mittheilungen, 1900, Heft 1 (Oeffentliche Sitzung vom 28. April 








—- 4 2S, 


= = oO. 
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Ill. Folgende Originale wurden uns zur Einsicht und zur Her- 
stellung von Kopien zeitweise iiberlassen. 


1) Ein Brief von Gauss an Voigtlinder vom 21. Oktober 1822; 
von Herrn von Voigtlinder jun. bez. Herrn Dr. Kimpfer in 
Braunschweig. 

2) Neun einzelne Zettel mit handschriftlichen Notizen von Gauss; 
von Herrn C. Gauss in Hameln. 

3) Ein von Gauss ausgestelltes Studienzeugniss fiir Mébius und 
ausserdem ein von Mébius gefiihrtes Verzeichniss seiner Korre- 
spondenz, in welchem zwei Briefe von Gauss an Mobius erwihnt 
werden, welche beide leider verloren scheinen. Von Herrn 
Dr. P. J. Mébius in Leipzig. 

4) Drei Briefe von Therese Gauss an Eugen Gauss vom 27. Marz 
1845, 6. Dezember 1850, 16. Mai 1855, welche’ sehr interessante 

h Schilderungen, namentlich von Gauss’ letzten Lebensstunden 
enthalten. Von Herrn R. Gauss in Denver (Nordamerika). 

5) Ein Brief von Gauss an Gerling vom 4. Februar 1844. Von 
Herrn Dr. Ludendorff in Potsdam. 


Im Anschluss hieran ist noch die erfreuliche Thatsache zu erwihnen, 

st dass Herr C. Gauss in Hameln verfiigt hat, dass die in diesem und im 
vorigen Berichte erwihnten Originale aus seinem Besitz (also auch das 

interessante Tagebuch von Gauss iiber seine wissenschaftlichen Ent- 





deckungen) — unter Wahrung seines Eigenthumsrechts — dauernd im 
i, hiesigen Gauss-Archiv aufbewahrt werden, wofiir wir ihm zu besonderem 
- Danke verpflichtet sind. 
" Endlich haben wir folgende Gaussiana als Geschenk erhalten: 
. 1) Ein Exemplar des seltenen Werkes: Taurinus, Theorie der 
h Parallellinien; von Herrn Bergrath Fiirer in Diirrenberg bei 
Corbetha. 
“ 2) Ein Exemplar der Dissertation von Herrn Geheimrath H. Wagner, 
2 »Maassbestimmungen der Oberfliiche des grossen Gehirns“ (welche 
_ die Ergebnisse der an Gauss’ Gehirn ausgefiihrten Messungen 
enthilt). Vom Verfasser. 
6, 3) Ein Exemplar ,,Briefwechsel zwischen C. F. Gauss und W. Bolyai“, 
™ herausgegeben von Schmidt und Stickel. Von der kgl. Akademie 


der Wissenschaften zu Budapest. 
4) Ein Exemplar der Aushiingebogen von ,,W. Olbers’ Leben und 
Wirken“ II. Band 1. Abtheilung, herausgegeben von C. Schilling 
il (im Anschluss an die bereits im vorigen Bericht erwihnten 
ersten Bogen), und ein Exemplar der Aushaingebogen desselben 
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Werkes, Ergiinzungsband, herausgegeben von Schur und Stichte- 
noth.. Von der Springer’schen Verlagsbuchhandlung in Berlin. 

5) Ein Exemplar der amerikanischen Zeitschrift Science vom 
19. Mai 1899, enthaltend einen Aufsatz von Professor Cajori: 
»C. F. Gauss and his Children“. Von Herrn R. Gauss in Denver 
(Nordamerika). 

Allen denen, welche uns in der genannten Weise Material zuginglich 
gemacht haben, sei hier noch einmal gedankt. 

Besonders hervorgehoben zu werden verdient das Erscheinen der hier 
unter Nr. 3) und 4) erwihnten Werke, also des Briefwechsels zwischen 
Gauss und Bolyai, sowie der 1. Abtheilung des II. Bandes von Olbers’ 
Leben und Wirken, welcher den Briefwechsel zwischen Gauss und Olbers 
bis 1819 bringt, und des Ergiinzungsbandes desselben Werkes, welcher 
die neuen Reductionen der Olbers’schen Beobachtungen enthillt. 

Ueber die Férderung der eigentlichen Herausgabe ist Folgendes zu 
bemerken: das zu bearbeitende Material hat so an Umfang zugenommen, 
dass statt des geplanten Bandes VIII. zwei Biinde (VIII und IX) erscheinen 
werden, deren erster die Notizen aus der Arithmetik, der Analysis, der 
Wabhrscheinlichkeitsrechnung und der Geometrie (insbesondere der apriori- 
schen Geometrie) enthalten wird; dieser wird einen Umfang von etwa 
57 Bogen erreichen, von welchen bereits 43 druckfertig sind, so dass sein 
Erscheinen fiir diesen Herbst in sichere Aussicht gestellt werden kann. 
Der Druck des Bandes IX, enthaltend Geodisie und Physik kann voraus- 
sichtlich Ende dieses Jahres begonnen werden. Der Umfang des noch 
riickstandigen VII. Bandes lisst sich gegenwiirtig noch nicht genau ab- 
schiitzen, da sich noch nicht ganz iibersehen lisst, ein wie grosser Theil 
von Gauss’ Untersuchungen iiber die Stérungen der kleinen Planeten 
(Ceres und Pallas), welche neben der Theoria motus seinen Hauptinhalt 
bilden werden, sich in druckfahiger Form wird reconstruiren lassen. 

An den Feierlichkeiten, mit denen am 16. und 17. Juni vorigen Jahres 
die Enthiillung des durch ein privates Comité geschaffenen Gauss-Weber- 
Denkmals begleitet wurden, hat sich das Gauss-Archiv insofern betheiligt, 
als wir fiir die in der Aula der Universitit veranstaltete Gauss-Weber- 
Ausstellung (in der sonst wesentlich Originalapparate ausgestellt waren) 
eine gréssere Anzahl der wichtigsten Manuscripte aus dem Archiv zur 
Verfiigung stellten. 
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Ueber den Stand der Herausgabe von Gauss’ Werken. 
Vierter Bericht.*) 


Von 


Fevix Kxew in Gottingen. 


Im vergangenen Jahre gelangten wir durch Ankauf in den Besitz 
von drei Originalbriefen von Gauss, nimlich 

1) ein Brief von Gauss an Mobius (17. Oktober 1843), wonach sich 
also die im vorjihrigen Berichte ausgesprochene Befiirchtung, dass die 
beiden von Gauss an Mébius gerichteten Briefe verloren seien, erfreulicher- 
weise nicht bestitigt. 

2) ein Brief von Gauss an von Kobell-Miinchen (18. Mai 1842). 

3) ein Brief von Gauss an ? (7. Juli 1847). 

Ueber den Fortgang des eigentlichen Unternehmens ist vor allem die 
erfreuliche Thatsache zu verzeichnen, dass Band VIII im Oktober vorigen 
Jahres in derselben Weise und in demselben Umfange erschienen ist, wie 
im vorigen Jahresbericht in Aussicht gestellt war. 

Ferner hat der Druck von Band VII begonnen werden kénnen, wenn 
auch das Manuscript fiir den ganzen Band noch nicht fertiggestellt ist; 
dieser Band wird selbstverstiindlich zuniichst den endgiltigen Abdruck der 
Theoria motus bringen, auf welchen eine besondere Sorgfalt verwandt 
wird, da es sich herausgestellt hat, dass die von Gauss gegebenen 
numerischen Beispiele noch eine gréssere Anzahl von Fehlern enthalten, 
und es doch als sehr wiinschenswerth erscheint, diesen Abdruck in muster- 
giltiger Form zu geben. Auch haben sich im Nachlass noch einige nicht 
unwichtige Erginzungen zur Theoria motus vorgefunden, welche in dem 
Bande Aufnahme finden werden. 

Den interessantesten Theil des Bandes VII werden die stérungs- 
theoretischen Untersuchungen von Gauss bilden, die sich in ihren nume- 


*) Abgedruckt aus den Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Géttingen, Geschiftliche Mittheilungen, 1901, Heft 1 (Oeffentliche Sitzung vom 27. April 
1901). 
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rischen Anwendungen auf die Planeten Ceres und Pallas beziehen, und 
hier kénnen wir die genugthuende Mittheilung machen, dass wir in der 
Lage sein werden, ein vollstiindiges Bild dieser Arbeiten zu geben, da 
sich die Schwierigkeiten, die sich anfangs der Entzifferung der langen 
numerischen Rechnungen entgegenstellten, haben iiberwinden lassen. 
Band VII wird also eine vollstiindige und zusammenhiingende Darstellung 
von Gauss’ Arbeiten iiber die kleinen Planeten enthalten. Ueber die dabei 
in Betracht kommenden Einzelheiten berichtet Herr Brendel folgendes: 

Gauss’ erste Stérungsrechnungen sind die Berechnungen der Stérungen 
der Ceres, welche in das Jahr 1802 fallen und die Form von Coordinaten- 
stérungen haben. Gauss schliesst sich zuniichst an Laplace an, verwendet 
aber eine neue Methode zur Entwicklung der Stérungsfunction, wobei er 
bereits aus den Resultaten seiner Untersuchungen tiber die elliptischen 
Integrale und das arithmetisch-geometrische Mittel Nutzen zieht;’ leider 
sind die von Gauss selbst damals publicirten Resultate dieser Rechnungen 
durch einen Rechenfehler entstellt, den er selbst anscheinend erst viel 
spater nach langem Suchen gefunden hat, und zweifellos erklirt sich 
hieraus, dass er sich in seinen Briefen an Olbers mehrmals iiber die 
schlechte Uebereinstimmung dieser Resultate mit den Beobachtungen 
beklagt. 

Nachdem er dann noch einige weitere richt vollendete Rechnungen 
iiber Ceres nach immer mehr verbesserten Methoden unternommen hat, 
macht er seine ersten Vorbereitungen zur Berechnung der Pallasstérungen 
im Juni 1804, ohne allerdings zuniichst mit besonderm Kifer daran zu 
gehen. Das Jahr 1805 ist hauptsiichlich den Methoden zur Entwicklung 
der Stérungsfunction gewidmet, die nun in enge Beziehung treten zu den 
Untersuchungen iiber die hypergeometrische Reihe; im Herbst 1805 
rechnet er mit Bessel’s Unterstiitzung eine Hilfstafel zur Entwicklung 
von (a?+ a’? — 2aa’ cos m)~+, welche so eingerichtet ist, dass sie auf alle 
drei bis dahin entdeckten kleinen Planeten Anwendung finden kann. 

Da die niichste Zeit ihn mit der Herausgabe der Thoria motus sehr 
in Anspruch nimmt, so ziehen sich Gauss’ Berechnungen der speciellen 
Stérungen der Pallas, die er zunichst als Vorbereitung zur Berechnung 
der allgemeinen Stérungen unternimmt, bis zum Jahre 1810 hin; sie 
werden im December 1810 vollendet und umfassen die Bewegung der 
Pallas von 1803 bis 1811. Die Berechnungen der allgemeinen Stérungen 
nimmt Gauss dann im Februar 1811 ernstlich in Angriff. 

Diese allgemeinen Pallasstérungen hat Gauss in Form von Elementen- 
stérungen gerechnet, und zwar hat er sich die Formeln fiir die Variationen 
der Elemente nach einer eigenartigen, noch heute das lebhafteste Interesse 
bietenden Methode abgeleitet; diese Ableitung hat er in einem im Nachlass 
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ind befindlichen Manuscript, welches den Titel ,Exposition d’une nouvelle 
der méthode de calculer les perturbations planétaires avec l’application au 
da calcul numérique des perturbations du mouvement de Pallas“ trigt, nieder- 
yen gelegt; dasselbe ist leider unvollendet geblieben und sollte die Kinleitung 
en. ma einer vollstindigen Theorie der Pallasstérungen werden. Da dies 
ng Manuscript in franzésischer Sprache geschrieben ist, so liegt die Ver- 
bei muthung nahe, dass Gauss wirklich mit dem Gedanken umging, sich um 
les: den von der Pariser Akademie fiir die Berechnung der Pallasstérungen 
zen ausgesetzten Pieis zu bewerben*). Noch mag bemerkt werden, dass 
en- die grundlegenden Lagrange’schen Untersuchungen iiber die Methode der 
det Variation der Constanten damals noch nicht publicirt, also Gauss auch 
er noch nicht bekannt waren. 
nen Wie bereits aus dem Briefwechsel zwischen Gauss und Hansen (Gauss 
der an Hansen, 11. Marz 1843) bekannt geworden ist, hat Gauss bei der Be- 
yen rechnung der Pallasstérungen eine der von Hansen 30 Jahre spiter an- 
riel gewandten aihnliche Methode zur Entwicklung der Stérungsfunction be- 
ich nutzt; er entwickelt die Stérungsfunction nach den beiden mittleren 
die Anomalien und berechnet die Coefficienten beider Entwicklungen nume- 
ren risch; die betreffenden Rechnungen sind so gut wie vollstindig erhalten, 
allerdings nur die Zahlen auf einzelnen Blattern ohne jede Erklirung 
yen ihrer Bedeutung, weshalb ihre Entzifferung gewisse Schwierigkeiten 
iat, bot. Es scheint als ob Gauss diese Untersuchungen nicht ganz soweit 
yen abgeschlossen habe, wie er beabsichtigte, wenn er auch im Marz 1818 
mu an Olbers schreibt, dass seine Rechnungen iiber Pallas fertig seien. 
ng Der Gedanke, seinc Resultate zu publiciren, wird nun aber durch andere 
len ebenfalls sehr wichtige Arbeiten (zuniichst geodiitische und dann auch 
05 magnetische) mehr und mehr in den Hintergrund gedriingt, so dass uns 
ng schliesslich Gauss von dieser schénen Arbeit nichts hinterlassen hat als 
le eine sehr grosse Anzahl meist ganz ungeordneter Papiere. 

Ueber die wichtige Entdeckung von Gauss, dass die mittleren Be- 
shr wegungen von Jupiter und Pallas im rationalen Verhiiltniss { zu einander 
len stehen, tiber welche, namentlich aus dem Briefwechsel mit Bessel (Gauss 
ng an Bessel, 5. Mai 1812), bisher nur einige kurze Andeutungen bekannt 
sie geworden sind, und auf deren Klarlegung man in astronomischen Kreisen 
ler sehr gespannt war, hoffen wir auch alles Wiinschenswerthe mittheilen zu 
en kénnen. Es haben sich niimlich im Nachlass zwei kleine Zettel vor- 

gefunden, auf denen verstreut einige ganz kurze Notizen iiber diese Frage 
on- stehen; aus diesen geht mit grosser Wahrscheinlichkeit hervor, dass 
en — 
38€ *) Der Preis wurde zuerst im Jahre 1804 ausgesetzt, schliesslich aber bis 


ASS 1, Oktober 1816 verlingert. 
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Gauss versucht hat, das entsprechende Librationsglied zu bestimmen und 
unter anderm seine Periode zu 399,07 Jupitersumliufen oder ungefihr 
4734 Jahren gefunden hat. 

Endlich werden im VII. Bande u. a. noch einige Untersuchungen 
aus dem Nachlasse Platz finden, die sich auf die Theorie des Mondes, 
auf die Berechnung des Osterfestes und auf die Bewegung der Sonne im 
Raum beziehen. — 
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Auszug aus dem Gutachten der Géttinger philosophischen 
Facultat betreffend die Beneke-Preisaufgabe fir 1901. 


Von 


Fexix Kiem in Géttingen*). 


Die philosophische Facultiit hatte im Marz 1898 folgende Aufgabe 
gestellt**): 

»Als allgemein geltende Grundlage fiir die mathematische Behand- 
lung der Naturerscheinungen ist lange Zeit hindurch das Princip der 
Stetigkeit oder noch specieller die Darstellung durch unbeschrinkt differentiir- 
bare Functionen angesehen worden. Diese Grundlage wurde von den Er- 
findern der Differential- und Integralrechnung als etwas Selbstverstiind- 
liches eingefiihrt; die Fortschritte der mathematischen Forschung haben 
aber je liinger je mehr gezeigt, dass dabei eine sehr grosse Zahl still- 
schweigender Voraussetzungen zu Grunde lag, zu denen man bei der 
immer vorhandenen Ungenauigkeit unserer sinnlichen Wahrnehmungen 
keineswegs gezwungen ist. Auch tritt mit dem genannten Ansatze die 
Annahme der molecularen Constitution der Materie von vorneherein in 
Widerspruch. Die Facultit wiinscht eine von actuellem wissenschaft- 
lichen Interesse getragene Schrift, welche die hier in Betracht kommen- 
den Fragen in allgemein verstiindlicher Weise darlegt und die Zulissig- 
keit, bez. Zweckmissigkeit der iiblichen Darstellung einer eingehenden 
Priifung unterwirft. Die Schrift kann mehr nach mathematischer oder 
philosophischer und psychologischer Seite ausholen; historische Stadion 
sind erwiinscht, werden aber nicht verlangt“. 

Auf diese Anigabs hin sind bei dem Dekan der Facultit drei Arbeiten 
rechtzeitig eingelaufen, welche weiter unten noch niaher charakterisirt 
werden sollen. Vorab mége hier eine ausfiihrlichere Erliuterung der 


*) Das betr. Gutachten ist in extenso in den Géttinger Nachrichten vom April 
1901 (Geschiftliche Mittheilungen, Heft 1) publicirt; ich bringe hier denjenigen Theil 
zum Wiederabdruck, der allgemeines mathematisches Interesse besitzen diirfte. 


F, Kl. 
**) Vergl. Math. Annalen, Bd. 50, p. 603—604, 
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Preisfrage gegeben werden, einmal, weil die urspriingliche Formulirung 
in ihrer Kiirze verschiedentlich nicht richtig aufgefasst worden ist, dann 
aber auch um einen Maassstab fiir die Beurtheilung der eingelaufenen 
Arbeiten zu haben. 

Die Fragestellung ist vielfach dahin gedeutet worden, oder es ist 
doch als ihr Kern angesehen worden: man solle entscheiden, ob man die 
Materie besser als molecular aufgebaut oder als continuirlich zu denken 
habe, ob insbesondere die modernen Fortschritte der Naturwissenschaft 
mehr in der Richtung der einen oder der anderen Auffassungsweise liegen. 

Eine derartige Erérterung, von einem unabhiingigen Standpunkte 
aus und mit wirklichem Ueberblick iiber die neuesten Fortschritte der in 
Betracht kommenden naturwissenschaftlichen Gebiete unternommen, wiire 
nicht ohne Verdienst. Dies jedenfalls sollte dabei hervorgekehrt werden, 
dass sich die zweierlei Auffassungsweisen gerade auch in der neuesten 
Zeit alternirend immer wieder ablésen. Nachdem Maxwell in der 
Electricitiitslehre die Theorie des Continuums zu Ehren gebracht hat, 
steuern wir bei derselben jetzt in Folge des Studiums der Kathoden- 
strahlen und der electrodynamischen Lichttheorie wieder auf atomistische 
Vorstellungsweisen hin. Die physikalische Chemie, welche in der Phasen- 
lehre von Gibbs die Zustinde in der Materie durch eine endliche Zahl 
von Parametern charakterisirt, also Continuititsvorstellungen zu Grunde 
zu legen scheint, entwickelt nach anderer Seite die wesentlich atomistische 
Jonentheorie. Zu derselben Zeit, wo man in der Physik versucht, durch 
eine bloss ,,phinomenologische“ Schilderung der Erscheinungen das Beste 
zu leisten, wird in der Chemie die Lehre von der Lagerung der Atome 
im Raume ausgebaut, etc. etc. — Andererseits wire hervorzuheben, dass 
die atomistische Vorstellungsweise nicht nothwendig zur Idee von Fern- 
kraften fiihrt; man kann sie mit der Idee einer im Raume continuirlichen 
Krafttransmission verbinden, indem man die electrischen oder materiellen 
Atome (wie immer man sich dieselben denken mag) als singuldre Stellen in 
einem den Raum continirlich erfiillenden Medium einfiihrt. 

Die so umschriebene Erérterung, so interessant sie sein kinnte, trafe 
aber doch nicht das eigentliche von der Facultiét vorgeschlagene Thema, 
sondern giibe fiir dasselbe nur beiliiufiges Material. Man wird dem Thema 
wesentlich niher kommen, wenn man fragt: in wie weit sind bei den ge- 
nannten Beispielen die beiden Vorstellungsweisen (der Continuumstheorie 
und der Moleculartheorie) fiir die Erklirung oder, besser gesagt, die 
Darstellung der beobachteten Thatsachen mathematisch gleichwerthig? 
Man wird den Sinn des Thema’s vollstindig haben, wenn man zuniichst 
alles Hypothetische oder Speculative, auf das intime Wesen der Materie 
Beziigliche, abstreift und ganz allgemein Folgendes beachtet: Jedermann 
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fihrt, sobald er die Gesammtwirkung ausgedehnter Gebilde beurtheilen 
will, die in kleinen Dimensionen inhomogen sind, homogene Mittelwerthe 
ein; fiir diese statuirt er Abhingigkeiten, die er durch méglichst einfach 
gewihlte Functionen ausdriickt. So ersetzt der numerische Rechner in 
zahlreichen Fallen Summationen durch Integrationen etc. Der urspriing- 
liche Anlass zu dem solcherweise bezeichneten Ansatze liegt vermuthlich 
in der Natur unserer sinnlichen Wahrnehmungen. Man denke z. B. daran, 
dass ein Schneehaufen, aus einiger Entfernung betrachtet, oder ein Wald, 
der den Horizont abschliesst, eine continuirliche Contour zu _besitzen 
scheinen. Hiermit verbindet sich des weiteren das Streben nach méglichst 
einfacher Darstellung. Wie weit ist der in Rede stehende Ansatz mathe- 
matisch berechtigt? Insbesondere, welchen Sinn hat es, auf die Abhangig- 
keiten, die wir zwischen den homogenen Mittelwerthen aufstellen, die 
Grundsiitze der Differentialrechnung und der Reihenlehre anzuwenden? 
Und wenn wir durch eine solche Anwendung richtige Resultate finden, 
kénnen wir dann auf die Homogeneitit oder Nicht-Homogeneitiit des 
Substrats einen Riickschluss machen? — Erst wenn der Complex der 
solcherweise bezeichneten Fragen erledigt oder doch verstanden ist, mége 
man zum Problem der Naturerklirung zuriickgehen. Man wird sich dann 
fragen, welche innere Bedeutung den Stetigkeitsvoraussetzungen, die man 
hierauf beziiglich von altersher zu machen pflegt, beigelegt werden muss, 
ob dieselben mehr sind als ein blosses Hiilfsmittel zur leichteren Durch- 
fihrung der mathematischen Betrachtung, und in welchem Sinne die 
Resultate, welche man von den genannten Voraussetzungen aus ableitet, 
auf objective Giiltigkeit Anspruch machen. — 

Es ist unméglich, das Gesagte hier noch eingehender zu erliutern. 
Nur auf ein besonders einfaches Beispiel (welches Boussinesq gelegent- 
lich behandelt) mag noch hingewiesen werden. Jedermann lernt, dass 
das Potential der Schwere im Inneren eines Kérpers der Differential- 
gleichung AV = — 4x@ geniigt. Welche Bedeutung hat diese Differen- 
tialgleichung, oder auch: welche Bedeutung will man den Gréssen V und g, 
die in der Differentialgleichung vorkommen, fiir einen Kérper beilegen, 
der in kleinen Dimensionen inhomogen ist (wie der soeben genannte 
Schneehaufen)? Und wie stellen sich diese Fragen, wenn man einen Auf- 
bau des Kérpers aus streng punktférmigen Atomen voraussetzen will? 
Man wird in dem einen oder andern Falle V und g selbstverstiandlich als 
Mittelwerthe einfiihren wollen; wie sind diese Mittelwerthe zu berechnen? 

Ueber Fragen und Schwierigkeiten der hiermit bezeichneten Art 
sind die hervorragendsten Theoretiker friiherer Jahrzehnte unbedenklich 
hinweggegangen. Man lese nach, wie Cauchy oder Poisson von 
Molecularvorstellungen aus zu den Differentialgleichungen der mathe- 
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matischen Physik kommen. Und das hiermit gegebene Beispiel findet 
von seiten der Mehrzahl der heutigen Physiker ebenso unbedenkliche 
Nachfolge. Offenbar spielen dabei in die Ueberlegungen eine Menge 
empirischer Elemente hinein. Die Erfahrung giebt uns die Gewissheit, 
dass im allgemeinen kleine Abiinderung der Primissen die Resultate nur 
wenig abindert. Freilich trifft dies nicht immer zu (wenn ,,Instabilitit“ 
vorliegt, bei Explosionen etc.); die Naturforscher verlassen sich aber be- 
ziiglich der Frage, ob gegebenenfalls ein solcher Ausnahmefall vorliegt, 
oder nicht, auf ihr Gefiihl oder auf die experimentelle Controle; wie der 
Erfolg zeigt mit Recht. 

Der heutige Mathematiker aber, der tiber die Principien seiner Wissen- 
schaft nachdenkt, kann unméglich die gleiche Selbstbeschriinkung iiben. 
Er wird nicht die Zweckmissigkeit des geschilderten Verfahrens be- 
streiten, — sogar von da aus mit Vorliebe Anregung entnehmen —, 
dariiber hinaus aber eine genaue mathematische Begriindung- und Um- 
griinzung des Verfahrens verlangen. Fiir seinen Erkenntnisstrieb maass- 
gebend ist die moderne Entwickelung der Mathematik nach der kritischen 
Seite hin. Diese Entwickelung ist bisher in allgemeineren Kreisen, sowohl 
von physikalischer als auch von philosophischer Seite, gern als etwas 
Beiliufiges angesehen worden, was fiir die Zwecke der Naturerklirung 
nicht eigentlich in Betracht kommt. Die Aufgabe sollte aber doch nie 
sein, eine unbequeme Kritik zuriickzuschieben, sondern immer nur, sie 
innerlich zu iiberwinden. Andererseits haben sich die Mathematiker in 
ihrer Mehrzahl damit begniigt, die neuen Principien im Bereich ihrer 
Specialwissenschaft zur Geltung zu bringen; sie haben nur erst selten 
Gelegenheit gehabt oder gesucht, die Beziehungen zu den Nachbargebieten 
dementsprechend auszugestalten. Desshalb mégen einige Erliuterungen 
zur Sachlage hier am Platze sein. 

1) Es handelt sich- um diejenige Entwickelung der Mathematik, welche 
als Arithmetisirung derselben bezeichnet wird. Als einzige Grundlage 
derselben gilt die Evidenz des Zahlbildes, bez. der Gesetze, nach denen 
man mit Zahlen operirt; auf diese Grundlage sind alle anderen Beziehungen 
zuriickzufiihren. Die Idee der continuirlichen Veriinderlichen wird durch 
die allgemeineren Formulirungen der Mengenlehre ersetzt; die Idee der 
Function erfaihrt eine entsprechende Durchbildung. Differential- und 
Integral-Rechnung werden ausschliesslich auf den strengen Grinzbegriff 
basirt; es erscheint als Regel, nicht als Ausnahme, dass eine stetige Func- 
tion nicht differentiirbar ist, etc. ete. 

2) Das Wesentliche ist nun, dass an der solcherweise arithmetisirten 
Mathematik gemessen alle sinnliche Auffassung als etwas Ungenaues, nur 
auf eine Anzahl Decimalen Bestimmtes erscheint. Trotzdem wird man 
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die arithmetisirte Mathematik als Ausgangspunkt fiir die quantitative Be- 
herrschung der Aussenwelt festhalten wollen*). In welcher Form hat dies 
zu geschehen? Und welche Erleichterungen darf man sich gestatten, wenn 
man von den Resultaten wieder nur eine begriinete Genauigkeit verlangt? 
Dies ist die centrale Frage, unter welches sich alles friiher Gesagte unter- 
begreift. 

3) In dem Gesagten ist bereits enthalten, was zur Lésung der vor- 
liegenden Schwierigkeiten geschehen sollte. Es handelt sich darum, dass 
sich der Mathematiker und der Empiriker auf einem Zwischengebiete die 
Hand reichen. Fiir den Mathematiker erwiichst die Aufgabe, auf Grund 
der arithmetisirten Wissenschaft eine umfassende Lehre von den Naherungs- 
methoden za entwickeln, als eine besondere Disciplin dasjenige zu pflegen, 
was Hr. Heun neuerdings treffend als Approximationsmathematik bezeichnet 
hat**). Fiir den Empiriker aber wird es sich darum handeln, auf allen 
Gebieten und jedenfalls sehr viel mehr als bisher, den Genauigkeitsgrad 
festzulegen, innerhalb dessen die (ausseren oder inneren) Beobachtungen, 
von denen er ausgeht, richtig sind, oder innerhalb deren er zuverlissige 
Resultate zu haben witnscht. — 

Das hiermit bezeichnete Programm verlangt an sich nichts Neues, 
nur dass die strenge Durchfiihrung bis»er vielfach fehlt. Zahlenrechner 
haben sich von je an dasselbe angeschlossen und in Astronomie und 
Geodiisie ist dasselbe seit den Arbeiten von Gauss universell recipirt. 
Von neueren rein mathematischen Arbeiten diirften ganz besonders die- 
jenigen von Tschebyscheff zu nennen sein. Nicht minder wird man 
hier den Satz von Weierstrass anfiihren wollen, dass man jede in einem 
Intervall gegebene stetige Function durch eine rationale Function end- 
lichen Grades mit beliebiger Genauigkeit gleichmissig approximiren kann. 
Als neue Forderung tritt nur auf, die bezeichnete Fragestellung als den 
eigentlichen Mittelpunkt aller angewandten Mathematik mehr in den Vorder- 
grund zu riicken, und iibrigens einzusehen, dass die approximative Auf- 
fassung der Grodssenbeziehungen sehr viel mehr, als man friiher wusste, unser 
ganzes Denken durchzieht. Unsere Aussagen iiber die Natur der Dinge 
aber werden bescheidener werden. Man hat friiher oft gesagt, dass andere 
als analytische Functionen in der Natur nicht vorkommen. Man wird 
diese Aussage jetzt dahin wenden, dass man vielleicht nur in Folge der 
Ungenauigkeit unserer Naturauffassung seither mit analytischen Functionen 
ausgereicht hat und zwar durchweg mit sehr einfachen analytischen Func- 
tionen. Man wird darum aber noch nicht zu dem andern Extrem iiber- 


*) Man kommt sonst in neue Schwierigkeiten. Vergl. die Antrittsrede von 
Prof. Burkhardt: Mathematisches und Naturwissenschaftliches Denken, Ziirich 1897. 
**) Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung IX, 2 (1900). 
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gehen, welches Boltzmann neuerdings vertritt, wenn er die Hypothese 
von der Unstetigkeit der Naturerscheinungen sozusagen als Denknoth- 
wendigkeit hinstellt. — 

Die Bedeutung der von der Facultit gestellten Preisfrage diirfte 
hiermit geniigend hervorgekehrt sein. Es galt, den Complex der in Be- 
tracht kommenden Fragestellungen und Auffassungen in iibersichtlicher 
Form darzulegen und woméglich kritisch zu sichten. Ein Mathematiker 
konnte zugleich unternehmen, die Lehre von den Niherungsmethoden auf 
einem speciellen Gebiete durchzufiihren, ein Philosoph oder Psycholog, die 
Ungenauigkeit unserer sinnlichen Wahrnehmung nach der einen oder 
anderen Richtung genauer zu studiren; man denke an den von Boltzmann 
mit Vorliebe herangezogenen Kinematographen. Was an mathematischen 
Kenntnissen unbedingt verlangt werden musste, war nur, dass der Autor 
das Wesen der arithmetisirten Wissenschaft, wie es in den Schriften der 
heute maassgebenden Mathematiker zu Tage tritt, in sich aufgenommen 
hatte. Hierzu geniigt nicht, die allgemeinen Auseinandersetzungen hervor- 
ragender Autoren gelesen zu haben, welche den EKinzelheiten der modernen 
Pricisionsmathematik niemals niher getreten sind, mag es sich nun um 
Helmholtz oder Kirchhoff, Boltzmann oder Mach handeln. Mathe- 
matik lisst sich nur durch concentrirtes Studium erlernen; es giebt bei 
ihr keinen ,,Kénigsweg“. 


*) Im Anschluss an das vorstehend abgedruckte Gutachten verweise ich gern 
auf zwei meiner eigenen friiheren Publicationen, die mit dem Gegenstande des 
Preisausschreibens in naher Beziehung stehen. Es sind dies: 

Ueber den allgemet ‘unctionsbegriff und dessen Darstellung durch eine will- 
kiirliche Curve (Sitzungsberichte der physikalisch-medicinischen Societaét zu Erlangen 
vom 8. Dec. 1873; abgedruckt in Bd. 22 der Mathem. Annalen, 1883); 

The Evanston Colloquium (New-York 1894, Macmillan), Vortrag VI (vom 8. Sept. 
1893): On the mathematical character of space intuition and the relation of pure mathe- 
matics to the applied sciences. (Vergl. auch die franzisische Uebersetzung des Collo- 
quium von Hrn. Laugel, die unter dem Titel ,,Conférences sur les Mathématiques* 
1898 in Paris bei A. Hermann erschienen ist.) 

Uebrigens findet man einschligige Bemerkungen auch in den Vortriigen: 

Riemann und seine Bedeutung fiir die Entwickelung der modernen Mathematik. 
Vortrag, gehalten vor der Naturforscherversammlung in Wien, 1894. (Verhandlungen 
der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Aerzte, Leipzig 1894, sowie Jahres- 
bericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 4, Berlin 1897). 

Ueber Aufgabe und Methode des mathematischen Unterrichts an den Universitiiten. 
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 7, Leipzig 1899. 


F. Kl. 
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Ueber den Zusammenhang ebener algebraischer Curven 
mit quadratischen Formen. 


Von 


H. E. Timerpine in Strassburg i./E. 


§ 1. 
Die Beziehung einer Ebene auf ein Biindel von quadratischen Formen. 
Die Hauptcurve. 


Eine quadratische Form von » Variabelen 2; 


(1) f=> ig UX; 


heisse conisch, wenn die Determinante aus ihren Coefficienten 

(2) F=If,;| 

verschwindet. Setzen wir nun voraus, die Coefficienten seien als homogene 
lineare Functionen von drei unbestimmten Gréssen &’, &”, &’” gegeben, 
so dass 


7 fig = ER FETE 
ist und f selbst die Form annimmt 

( fae ter ter”, 
wo 


(5) f= > fistty f= > fax, ffi a 


gesetzt ist, dann wird die Determinante F' eine homogene Function n‘" 
Grades der Gréssen &’, &”, &’”, sagen wir 


(6) F = >) Fay 80808", 


indem die Summation iiber alle «, 6, y, die der Bedingung «+ 6+ y—n 
gentigen, zu erstrecken ist. Fasst man §&’, &”, &’” als homogene Punkt- 
coordinaten in einer Ebene auf, so wird durch die Gleichung 


F=0 
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eine algebraische Curve m* Ordnung dargestellt, die wir fortan die 
Hauptcurve der Ebene nennen wollen. Zu jedem Punkte der Ebene gehért 
eine der quadratischen Formen, die man durch Verinderung der & erhiilt 
und deren Gesammtheit wir als ein Formenbiindel bezeichnen wollen. Dies 
Biindel wird sonach durch die Punkte der Ebene dargestellt, und den 
Punkten der Hauptcurve entsprechen hierbei die conischen Formen des 
Biindels. 

Wenn man an die Stelle der drei Grundformen f’, f”, f’” irgend drei 
andere Formen des Biindels: 


G =f +a f" + asf”, 

9" = yf + ggf” + ays”, 

9" = Ay f + gg f” + a5" 
bringt, so wird dadurch die Form 


F = > Fp, 8°08"? 
so geandert, als ob man fiir die Verinderlichen &’, &”, &’” die Werthe 


Oy, & $y, &” + ag, &”, 
yy &' + gg” ++ Ogg”, 
Ay 8 + gg” + A558” 


eingesetzt hitte. Die Hauptcurve bleibt dann dieselbe, nur muss man 
sich ihre Gleichung auf ein anderes Coordinatensystem bezogen denken. 
Von dem Fundamentaldreiecke dieses neuen Coordinatensystems sind die 
Ecken durch die Punkte gegeben, die den zu neuen Grundformen des 
Biindels gewahlten Formen g’, g”, g” bei der urspriinglichen Beziehung 
der Ebene auf das Formenbiindel entsprechen. 


§ 2. 
Die Invarianten der Formen des Biindels. 
Die Coefficienten F,,, in der Gleichung F =O sind simultane In- 


apy 

varianten der drei quadratischen Formen /’, f”, f’’, wir wollen sie als die 
Fundamentalinvarianten dieser Formen bezeichnen. Um nun die Gestalt 
einer beliebigen simultanen Invariante der drei Formen /’, f’, f’” m 


erkennen, schreibe man diese Formen symbolisch: 


f=A ath at+-:-+f, 2), 
f" = (fA & + hy” % ++ +h,” 2), 
f= ("hy HA hy He A Hy)? 
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und fiige beliebig viele neue Formen 

f= (FP +A + +A e,) 
hinzu, die immer abwechselnd mit einer der drei ersten Formen identisch 
sein sollen. Dann ist jede Invariante der drei Grundformen ein Aggregat 


von symbolischen Producten, deren symbolische Factoren Determinanten von 
folgender Gestalt sind: 


(ty) (44) (ta) 
i, ng ay Ae 


(M2) (eta) (ty 
oe oY... 





Me Me Me 
tal el de 
Soll nun der soeven angeschriebene symbolische Factor zu einer wirk- 


lichen Function der Coefficienten in den drei Grundformen ergiinzt werden, 
so kann dies nur durch einen Factor 


(Ha) of 
a ree fv 


oder einen Factor, der aus diesem durch beliebige Permutation der unteren 
Indices entsteht, geschehen. Daraus folgt aber, dass das symbolische 
Product die angegebene Determinante noch einmal als Factor enthilt, im 
Ganzen also zum Quadrate oder allgemeiner zu einer geraden Potenz. 
Das Quadrat dieser Determinante stimmt aber bis auf einen Zahlfactor 


mit einer der Fundamentalinvarianten F’,,, tiberein, und somit ist jede 
‘ 


Invariante der drei Grundformen eine ganze Function der - (n+1)(n+2) 
Fundamenialinvarianten F, 5, 

Damit ergiebt sich aber weiter, dass diese Fwndamentalinvarianten 
F',3, nothwendig von einander unabhdngig sind. Denn die Anzahl der 
von einander unabhingigen Invarianten eines Systems von Grundformen, 
durch die sich alle anderen Invarianten rational ausdriicken lassen, muss 
mindestens ebenso gross sein als die um Eins vermehrte Differenz der 
Anzahl der Coefficienten in den Grundformen und der Coefficientenzahl 
in den linearen Substitutionsgleichungen. In unserem Falle ist die erstere 


Zahl nS und die letztere n®?, ihre um Eins vermehrte Differenz also 


(n+ 1) (m+ 2) 
2 ? 

und dies ist genau die Anzahl der Fundamentalinvarianten. Da diese 

sonach von einander unabhingig sind und zwischen ihnen keine algebraische 


Beziehung stattfindet, ist auch die Form 
F -> Figg g’e £”2 'e 
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eine ganz allgemeine ternire Form n‘” Grades, und jede terndre Form 
liisst sich als eime symmetrische Determinante darstellen, deren Elemente 
lineare Functionen der Verdnderlichen sind. 

Als eigentliche Invarianten der drei Grundformen f’, f’, f’” kann 
man nur diejenigen bezeichnen, welche fiir die Coefficienten jeder dieser 
Formen homogen sind. Diese Invarianten werden also durch drei ganze 
Zahlen a, b, c charakterisirt, welche ihre Grade in den Coefficienten der 
einzelnen Formen angeben. Die Summe a-+6-+ cc dieser drei Zahlen, 
die immer ein Vielfaches von m sein muss, kann der Gesammtgrad der 
Invariante heissen. Dann zeigt sich sofort, dass fiir den niedrigst még- 
lichen Gesammtgrad » die Fundamentalinvarianten die einzig existirenden 
Invarianten sind. Um die Invarianten vom Gesammtgrade m-n zu finden, 
erhebe man die Form 


> “apy Fapy 6 788"? 
in die m® Potenz, und ersetze in dem Resultate den Coefficienten 
Uspy Ya s’'y’** durch eine beliebige Zahl u,,,,.',..., dann giebt in der 


“ur 


homogenen Function mn" Grades von &’, &”, &’’, die man vor sich hat, 
der Coefficient von §'*§”°$’"", wo a+b-+c=~m-n, die allgemeinste 
Invariante, die in den Coefficienten der einzelnen Formen die Grade 
a, b, ¢ hat. 

Besondere Beachtung verdienen unter diesen Invarianten diejenigen, 
welche gleichzeitig Invarianten der terniren Form sind und welche man 
als Biindelinvarianten bezeichnen kénnte. Diese Invarianten haben namlich 
die besondere Eigenschaft, dass sie sich, wenn man die Grundformen 
ft’, f’, f” durch drei andere Formen des Biindels 


Anf + asf" + asf", 
Ay, f ++ gg f” + Ag3f”, 
As, f° ++ As f” + agg f” 


ersetzt, nur um einen constanten Factor andern, und zwar ist dieser 
Factor eine Potenz der Determinante 


yy yy As | 
Ge, Ugg Ugg | * 


Gs, Asg Ass 
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§ 3. 
Darstellung quadratischer Formen durch ebene algebraische Curven. 


Bilden wir nun die quadratische Form von m neuen Verdnderlichen 
u, die sich darstellt wie folgt: 


fa fis ++ fin % 

far fea ++ fan %e 
(7) | a re eS 
fat fas: ‘ 2 Up 


U, Uy --'%&, O 








oder, wie wir auch dafiir schreiben wollen: 
(8) Fy, = >) Fists, 


so ist dies eine Function (n—1)* Grades von den Gréssen ’, &”, #’”; 
bilden wir dieselbe Form noch einmal fiir andere Variabele v: 


(8’) F,,= P: F,; 0,0; 
und weiter die bilineare Form: 
(9) F,, = >) Fijuir;; 


die ebenfalls eine Function der § vom Grade »m — 1 ist, so ist der Aus- 
druck F,,, F,,— F?, nach einem Satze von Hesse durch F theilbar und 
demnach 


(10) F,, F,,— F?,=F.- U, 


uu vv 


wo U eine Function (n— 2) Grades der Gréssen & ist. Hieraus ergiebt 
sich, dass F,,, = 0 und F,, = 0 fiir feste Werthe der w und v zwei Be- 
rihrungscurven der Hauptcurve F’ = 0 darstellen, nimlich solche Curven 
(n—1)** Ordnung, welche die Hauptcurve iiberall beriihren, wo sie ihr 


begegnen, also in +n(n—1) Punkten, und dass durch die Beriihrungs- 
punkte dieser beiden Curven mit der Hauptcurve die durch die Gleichung 
F,,=0 gegebene Curve (n—1)‘ Ordnung hindurchgeht. 


Die Gleichung einer ganz beliebigen Curve (n—1)** Ordnung lasst 
sich auf die Form bringen 


> WF =0, 


indem die F,,, der obigen Festsetzung gemiss, die Unterdeterminanten 
von F' bezeichnen. Nun ruht nach einem Ausdrucke von Herrn Reye 
die Form 
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(1) ; f= > fisma, 
auf der Form 
(11) 9p =D Hj %% 41 


wenn die Beziehung 
(12) a U;; F, Y eee 0 


erfillt ist. Ist die Form f imsbesondere conisch, so dass fiir bestimmte 
Werthe der x die m Gleichungen 


> fis =0, Gl, 2---m, 


befriedigt sind, so muss, wenn der Bedingung (12) geniigt werden soll, fiir 
dieselben Werthe der x auch gm = 0 werden, denn es ist fiir diese Werthe 


4, 4,= oF ,,, i,j=1,2---m: 

Den Formen des Formenbiindels, die auf einer beliebig gegebenen quadra- 
tischen Form ruhen, entsprechen also in der Bildebene immer die Punkte 
einer Curve (n— 1)" Ordnung, und die Mannigfaltigkeit der quadratischen 
Formen von » Verinderlichen ist so auf die isomorphe Mannigfaltigkeit 
der Curven (n—1)** Ordnung in einer Ebene eindeutig und linear bezogen, 
indem die Coefficienten in den Gleichungen dieser Curven lineare Func- 
tionen von den Coefficienten der quadratischen Formen sind. 


Wird die quadratische Form g (11) ein vollstiindiges Quadrat, also 
P = (2, + Uy ey + +--+ U,%,)", 


so ruhen auf ihr alle Formen des Biindels, fiir welche die Bedingung 


> Fi uu = 0 


erfiillt ist, und dieser Formenschar entspricht, wie wir soeben gesehen 
haben, eine Beriihrungscurve der Hauptcurve. Wir wollen von den Formen 
der Schar sagen, dass sie auch auf der linearen Function u = 2u,z, 
ruhen, und dies bedeutet dann, dass von allen Formen der Schar die 
Determinante verschwindet, wenn man zwischen den Veriinderlichen x die 
lineare Beziehung u = 0 annimmt. 

Unterwirft man die Formen des Biindels alle einer und derselben linearen 
Transformation, so kann man jede transformirte Form demselben Punkte 
der Bildebene zuweisen, dem die urspriingliche Form entsprach. Hierbei 
gehen die conischen Formen, welche den Punkten der Hauptcurve ent- 
sprechen, wieder in conische Formen iiber, und die Formen, welche den 
Punkten einer Beriihrungscurve des zugehérigen Systems entsprechen, 
haben auch nach der Transformation die Eigenschaft, dass sie alle auf 
einer linearen Form ruhen. 
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Sind nun umgekehrt zwei Biindel von quadratischen Formen eindeutig 
auf die Punkte derselben Ebene bezogen, so dass nicht bloss den conischen 
Formen in den Biindeln beidemal die Punkte derselben Hauptcurve ent- 
sprechen, sondern auch denselben Beriihrungscurven dieser Hauptcurve in 
beiden Biindeln Scharen von solchen Formen correspondiren, deren Deter- 
minante jedesmal durch eine und dieselbe lineare Relation zwischen den 
Veriinderlichen zum Verschwinden gebracht wird, so resultirt hieraus eine 
eindeutige Beziehung zwischen den Formen der beiden Biindel. Alle 
Formen des ersten Biindels lassen sich aber in die entsprechenden Formen 
des zweiten Biindels durch dieselbe Transformation der Verinderlichen tiber- 
fiihren. Welcher Art diese Transformation ist, erhellt daraus, dass den 
Formen des ersten Biindels 


f= > fis%%s 


or 
= 0 


g = >) 9.52.2, 


des zweiten Biindels zugeordnet sein miissen, deren Coefficienten eine 
Gleichung 


welche einer Beziehung 


geniigen, solche Formen 


9 0,0; =0 
befriedigen, indem 

G = |9;;| 
die Determinante der Form g bezeichnet. So wird jeder linearen Function 
2u;x; eine neue lineare Function 2v,7; zugewiesen, in welche sie 
durch die Transformation der Veriinderlichen tibergehen muss, und daraus 
folgt, dass diese Transformation eine lineare ist und die Formen des 
zweiten Biindels sich somit durch eine und dieselbe lineare Transformation 
aus den Formen des ersten Biindels ableiten lassen. 


§ 4. 
Ketten von Beriihrungscurven. 
Der oben benutzte Satz, dass der Ausdruck F,, F',,— F?, durch 
die Determinante F' theilbar ist, fliesst aus einem Theorem, das von 


Sylvester herriihrt*) und sich folgendermassen formuliren lasst. Die 
Determinante 


*) Man sehe in Band 88 des Journals fiir Mathematik, Seite 52. 
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fu fis + fan HH |: ul” 


” (m) 


ha feos «+ fan U3 Ug +++ Uy 








(13) u™ ad fas fae tee | Un u, we u” 
, Uy ue ---u, O O --- 0 
ff Os. 0 @ --- @ 
ul” u” Ce: u” re 0% 
ist, wenn F und F,, die oben angegebene Bedeutung haben und 
(14) FO) = S) Fisul ul? 
ij 


gesetzt wird, identisch mit dem folgenden Ausdrucke: . 
| Fo) Fas)... Fam 
(15) um 1 | Fe) Fe)... Fem 


ES Se a 5 tess 
| Fm) Fmd)... Fromm) 

Die Gleichung U{” =0 driickt, wenn U{” in der Form (13) gegeben 
ist, aus, dass fiir ein Werthesystem 2,, 7, ---%,, welches den m Glei- 
chungen geniigt: 

(c) way taf ae t--- + ue,=—0, w=1,2---m, 

sich auch die » Gleichungen: 

(B) fir% + fig%e °° + hin ee = UU, Hee + yMu™, i=1,2---n, 
durch m neue Gréssen y’---™ befriedigen lassen. Multiplicirt man von 


den Gleichungen (A) die i mit F,, und addirt alle zu einander, so findet 
man, indem man 





U;, = 9/4, um 


Fea,— >) Fi,u,, j—1,2---n, 


setzt: 


und multiplicirt man von diesen Gleichungen wiederum die j* mit u,“ 
und addirt, so wird 


F. > ul) 2; = >) Fijucu 
j ij 
ai > n” > Fy? uf? 
¥ tj 
=>" Fe), 
v 








o 


mer k= ~~ 


Qo. 7 > 


—_— — @®d -* Eo 
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> uf? 2; = 0, 


j 


Nach («) ist aber 


also wird auch 
> Fury = 0, fir w—=1,2---m, 
und hieraus folgt durch Elimination der 9): 
| Fe») | = 0. 
US” muss also mit dieser Determinante tibereinstimmen bis auf einen 
Factor, der die Gréssen u nicht mehr enthilt. Um ihn zu bestimmen, 
kann man beispielsweise annehmen, es seien wu; =1, uy =1--- uf” = 1 
und alle anderen u{) — 0, dann findet man mit Leichtigkeit den in dem 
Satze angegebenen Werth. 
Ist nun wieder 
fis = B65 + EF + ERS 
und lassen wir in dem Ausdrucke (13) die Zahl m nach und nach die 
Werthe von 1 bis » — 1 annehmen, so finden wir, indem wir 


uw” = 0 


setzen, fiir veriinderliche & und beliebige u der Reihe nach ein System 
von Curven der Ordnung » —1, »—2---1, und zwar hat das System 
der Curven (n—m)* Ordnung (n—m)m Dimensionen, solange 


(n—m)m < = (n—m) (n—m-+-3), 


also 3(m—1) <n ist. Ist die Ordnung » — m kleiner als es diese Un- 
gleichheit verlangt, so gehéren alle Curven der betreffenden Ordnung zu 
dem Systeme. 

Unter den Curven des (m-+1)*" Systems besteht eine Mannigfaltig- 
keit von »— m—1 Dimensionen aus Beriihrungscurven einer bestimmten 
Curve des m' Systems. Die Gleichung U{"*t" = 0 einer dieser Curven 
erhiilt man aus der Gleichung Ui”) = 0 der Curve des m'" Systems, indem 
man zu den Elementen der Determinante (13) auf ihrer linken Seite eine 
Reihe und Spalte von 


n Gréssen w+ und mmal 0 
hinzufiigt. Diese Gréssen kann man aber, ohne die Gleichung zu dndern, 
durch 

m Gréssen A’u, +--+ A™+Du+) und mmal 0 
ersetzen. Die m-+ 1 willkiirlichen Werthe 4“ lassen sich insbesondere 
so wihlen, dass m von den » Gréssen verschwinden, und die tibrigen »— m 
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sind dann in der Curvengleichung homogen und quadratisch enthalten. — 
Umgekehrt hat -jede Curve des (m-+1)*" Systems eine Mannigfaltigkeit 
von m Dimensionen unter den Curven des m‘" Systems zu Beriihrungs- 
eurven. Addirt man niimlich in der (m-+-1) fach geriinderten Determinante 
auf der linken Seite der Gleichung US"*” = 0 die letzte Spalte und letzte 


(m) 
oo : multiplicirt, zu den 


Zeile, mit m beliebigen Parametern ; 


m vorhergehenden Spalten und Reihen und lisst die letzte Spalte und Reihe 
dann weg, so findet man die Gleichung einer der zu der Curve U{"t” =0 
des (m-+1)' Systems gehérigen Beriihrungscurven des m'™ Systems. 
Dieselbe Gleichung hatte man auch erhalten, wenn man in der (m--1) fach 
gerinderten Determinante die (n-+-u)** Spalte und (w+ v)* Zeile fort- 
gelassen, die so entstehende mfach gerinderte Determinante mit 4) 4°) 
multiplicirt und diese Ausdriicke fiir die verschiedenen uw und v alle zu 
einander addirt gleich Null gesetzt hiitte. Die Gleichung enthilt also die 
m-+-1 Parameter 4“) homogen und quadratisch. 

Auf der anderen Seite zeigt die zweite Darstellungsform (15) von J”, 
dass durch m Beriithrungscurven (n—1)** Ordnung der Hauptcurve n* 
Ordnung immer eine Curve des m'" Systems festgelegt wird. Die Glei- 
chung US” = 0 wird nimlich, wenn man sie in dieser Form voraussetzt, 
durch die m Gleichungen von Beriihrungscurven 


Fo —0, FO) — 0... Fm —0 
vollkommen bestimmt, da ja allgemein 


1 aRree) 
(er) oe — <r 
F 72 sare 
i ‘ 


ist. Die durch die Gleichung U<”) = 0 dargestellte Curve (n—-m)* 
Ordnung gehért aber nicht bloss zu diesen m Beriihrungscurven (m—1) 
Ordnung, sondern zu einem ganzen Systeme von solchen Curven. Die 
Gleichung 


(16) Po Fe ye) yo) = 0 


stellt nimlich fiir jede Werthecombination der m Grissen y eine Be- 
riihrungscurve der Hauptcurve dar. In der That, setzen wir ein 


Fe») — > Fou u 
> he J 
ij 
und machen dann wieder 


u, = yu. + cee + 4™ ul”), 
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so wird die Gleichung (16): 


> Fm, 0, 


und dies ist die Gleichung einer Beriihrungscurve. Die Gleichung (16) 
enthilt m Parameter 4 homogen und quadratisch, und das System dieser 


i a ' 1 
Beriihrungscurven ist in einem linearen Curvensysteme von = m(m-+3) 
Dimensionen enthalten. 


g 5. 


Syzygetische und azygetische Systeme von Beriihrungscurven. 


Jedem Punkte der Hauptcurve, mit den Coordinaten &’, &”, &’”, ent- 
spricht ein bestimmtes Werthesystem 2, --- x,, fiir welches die » Glei- 
chungen 

SCHAMA) = 0, 5 1,2--n, 
zusammenbestehen. Es ist nun zu beriicksichtigen, dass fiir die <n(n—1) 


Werthesysteme 2;, die so den simmtlichen Beriihrungspunkten einer Be- 
riihrungscurve (n—1)** Ordnung des zugehérigen Systems 


> Fist; =0 


entsprechen, zwar eine lineare Function, nimlich 


adie Z U;Z;, 


aber keine eigentliche quadratische Form der » Verinderlichen 2; ver- 
schwindet. Durch jene Beriihrungspunkte lassen sich niémlich wohl » fach 
unendlich viele Curven (n—1)‘** Ordnung legen, die quadratischen Formen, 
welche zu diesen Curven gehiren, indem auf ihnen die den Curvenpunkten 
entsprechenden Formen des Biindels ruhen, zerfallen aber alle in zwei 
lineare Factoren, und zwar ist einer von diesen fiir alle die quadratischen 
Formen derselbe, nimlich wu. 

Durch alle Beriihrungspunkte der Beriihrungscurve (n—1)'* Ordnung 
bis auf einen lisst sich sicher eine Curve (n—2)** Ordnung hindurchlegen. 
Dieselbe bildet mit jeder geraden Linie g in der Bildebene 


a’ é’ = a’ &” ok of” §"”" _— 0 
zusammen eine Curve (n— 1) Ordnung. Die zu dieser Curve (n—1)'* 


Ordnung gehérende quadratische Form der » Verinderlichen verschwindet 
nun erstens fiir die  Werthesysteme z,, welche den » Schnittpunkten 
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der Hauptcurve mit der geraden Linie g entsprechen, und also zusammen 
mit je drei Werthen &’, &”, &” die Gleichungen befriedigen: 


DEMALM TEN) =—0,  F=1,2---m, 


a’ &’ a a” &” a a” £" = 0, 
aber, was zu beachten ist, nicht alle einer und derselben linearen Glei- 
chung 2u;xz;—O0 geniigen, und die Form verschwindet ausserdem fiir 


die den <n(n—1) — 1 Beriihrungspunkten in der angegebenen Weise 
entsprechenden Werthesysteme z;. Durch diese > (n—1) (n+ 2) Werthe- 


systeme, fiir welche sie verschwinden soll, ist die quadratische Form aber 
bis auf einen constanten Factor bestimmt, und sie ist, wenn die gerade 
Linie g nicht durch den letzten Beriihrungspunkt der Beriihrungscurven 
hindurchgeht, keine zerfallende Form. Da sie deswegen nach dem Vor- 
hergehenden nicht auch fiir das Werthesystem verschwinden kann, das 
dem letzten Beriihrungspunkte der Beriihrungscurve (m — 1)** Ordnung 
entspricht, so liegt dieser letzte Beriihrungspunkt auch nicht mit den dibrigen 
auf derselben Curve (n—2)* Ordnung. 

Um zu erkennen, welche Bedeutung diesem Umstande zukommt, fassen 
wir einmal den entgegengesetzten Fall ins Auge, dass die Beriihrungs- 
punkte einer Beriihrungscurve (n—1)'* Ordnung auf einer Curve (n—2) 
Ordnung liegen. Ist dann g,—1; =O die Gleichung der Beriihrungscurve, 
Pxr—2 = 0 diejenige der Curve (n—2)** Ordnung, so lisst sich die Glei- 
chung der Hauptcurve in die Form bringen 


Pn—1 Pa—3 — g2_s =(Q. 
Die Curve »,—3; = 0 ist dann eine Beriihrungscurve (n—3)‘** Ordnung 
der Hauptcurve, und zwar beriihrt sie in den < n(n—3) Punkten, in welchen 


die Curve (n—2)** Ordnung die Hauptcurve ausser den Beriihrungspunkten 
der Curve (n—1)** Ordnung schneidet. Die linke Seite der vorigen Glei- 
chung hat aber den folgenden Werth: 


Pn—1 Pn—3 — Pr—2 = Pua: F, 
indem man mit g,—,4 eine bestimmte Function (n— 4) Grades der Punkt- 
coordinaten bezeichnet. Die Gleichung 
Gr—a FF + Pr—2 _ 0, 
stellt dann durch y,—3 = 0 getheilt irgend eine Beriihrungscurve (n—1) 
Ordnung dar, deren Beriihrungspunkte mit den Beriihrungspunkten der 
Curve g,—3; = 0 auf einer Curve (n— 2) Ordnung liegen, indem die 
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Bertihrungscurve (n— 4)" Ordnung g,—4 = 0 der Curve g,3; = 0 durch 
Pn—2 eindeutig bestimmt ist. 

Alle diese Curven bilden ein System von Beriihrungscurven, welcher 
der Beriihrungscurve (n—3)*" Ordnung zugeordnet ist. Die Anzahl dieser 
letzteren Curven ist endlich, und ebensogross ist die Anzahl dieser Systeme 
von Beriihrungscurven (n— 1)" Ordnung, die wir syzygetisch nennen wollen. 
Die iibrigen Systeme, welche nothwendig zu geraden Thetacharakteristiken 
gehéren, mégen azygetisch heissen. Wir kénnen dann das vorhin gewonnene 
Resultat auch. so aussprechen: Die Beriihrungscurven (n—1)* Ordnung, 
zu welchen die Beziehung einer algebraischen Curve auf ein Biindel von 
quadratischen Formen fiihrt, bilden nothwendig ein azygetisches System und 
gehoren zu einer geraden Charakteristik. Diese Charakteristik bestimmt sich 
sehr einfach, denn die Curve (n—2)** Ordnung, die durch alle Beriihrungs- 


punkte einer der Beriihrungscurven bis auf einen geht, schneidet die Curve 
n Ordnung noch in p= = (n—1) (n—2) Punkten, und in diesen Punkten 
verschwindet eine Thetafunction mit gerader Charakteristik, wenn man zur 
unteren Grenze der Normalintegrale erster Gattung, die ihre Argumente 
bilden, den letzten Beriihrungspunkt der Beriihrungscurve wihlt. Wenn 
man insbesondere die einzelnen, nicht zerfallenden Curven (n—1)** Ord- 
nung sucht, welche die Hauptcurve in allen Schnittpunkten einer beliebigen 
geraden Linie bis auf einen und ausserdem in p Punkten beriihren, so 
verschwindet in diesen letzteren Punkten immer eine Thetafunction mit 
gerader Charakteristik, indem zur unteren Grenze der Integrale erster 
Gattung der letzte Schnittpunkt der geraden Linie gewahlt wird, und zu 
jeder dieser geraden Charakteristiken gehdrt i. A. eine Darstellung der 
Curve durch das Verschwinden einer symmetrischen Determinante, deren 
Elemente lineare Functionen der Punktcoordinaten sind. Diese Darstellung 
ist also auf héchstens 2?—1(2?-++-1) Arten méglich, denn dies ist die 
Anzahl aller geraden Charakteristiken tiberhaupt.*) 


§ 6. 
Mehrfache Punkte der Hauptcurve. 


Wenn die Hauptcurve beliebig viele Doppelpunkte besitzt, so gehen 
die Beriihrungscurven, zu denen die Beziehung der Curve auf ein Biindel 
von quadratischen Formen fiihrt, durch jeden Doppelpunkt hindurch. Soll 
nimlich eine Curve, die durch das Verschwinden einer symmetrischen 
Determinante F' dargestellt wird, einen bestimmten Punkt doppelt ent- 


*) Ueber die Ausnahmefille, die bei Beriihrungscurven auftreten kinnen, vgl. 
man H. Weber, Math. Annalen Bd. 13 und M. Noether, ebenda Bd. 17, § 8. 


Mathematische Annalen. LV. 11 
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halten, so ist dies nur méglich, wenn fiir die Coordinaten dieses Punktes 
die Determinante ¥' mit allen ersten Unterdeterminanten F;, verschwindet. 
Dann verschwinden in der That auch die Ableitungen dieser Determinante 
nach den Coordinaten. Wenn nun von einer quadratischen Form die 
Determinante mit allen ersten Unterdeterminanten verschwindet, so mige 
die Form doppelt conisch heissen. Von ihr verschwinden dann alle 
Derivirten fiir unendlich viele Werthesysteme 2), die sich aus zweien 
unter ihnen, x; und z;’ durch lineare Combination, 4’2 + 4” x;’, erhalten 
lassen, und wenn die Form fiir ein Werthesystem x; verschwindet, so 
verschwindet sie auch fiir jedes Werthesystem Az; -+ d’x; +4’ x,;". Mit 
Benutzung dieses Ausdruckes kénnen wir sagen: Die Hauptcurve in der 
Bildebene hat ebensoviel Doppelpunkte, als in dem zugehirigen Biindel 
quadratischer Formen doppelt conische Formen enthalten sind. 

Bilden wir nun wieder die Functionen (n—1)*" Grades fiir &’, &”, &”” 


DD, My Figs 


so verschwinden diese Functionen in jedem Doppelpunkte der Hauptcurve, 
da fiir diesen alle F,, = 0 werden, und jeder dieser Functionen entspricht 
nicht mehr, wie wir oben angegeben haben, eine bestimmte quadratische 
Form der » Verinderlichen, sondern eine lineare Mannigfaltigkeit von 
solchen Formen, deren Dimensionenzahl durch die Anzahl der Doppel- 
punkte angegeben wird, und alle diese Mannigfaltigkeiten haben eine lineare 
Mannigfaltigkeit der niachstniedrigen Stufe mit einander gemein. 

Man kann die vorstehenden Betrachtungen sofort auf den Fall aus- 
dehnen, dass die Hauptcurve einen Punkt von beliebiger Multiplicitit u 
enthilt. Dann niimlich muss fiir die Coordinaten “dieses Punktes die 
Determinante F' mit allen (u—1)*" Minoren verschwinden. Wenn nun 
von einer quadratischen Form die Determinante mit allen (u—1)* Unter- 
determinanten verschwindet, so verschwinden alle Derivirten dieser Form 
fiir (u—1)fach unendlich viele Werthesysteme «©, die sich aus w unter 
ihnen, «,, x,’--- 2) folgendergestalt zusammensetzen lassen: 

0) =e Aa + Aa +--+ + 1M 2h, 

und wenn die Form fiir ein Werthesystem x; verschwindet, so verschwindet 
sie immer auch fiir jedes Werthesystem Ax, + d’x, +---+ 4M a. Die 
Form soll dann wfach conisch heissen, und es entspricht sonach jedem 
ufachen Punkte der Hauptcurve eine wfach conische Form des zugehdrigen 
Biindels von quadratischen Formen. Jede der Beriihrungscurven 2u,u,; F, ;=0 
hat in dem wfachen Punkte der Hauptcurve einen (u—1)fachen Punkt, 
denn jede der Functionen F;, verschwindet fiir die Coordinaten jenes 
ufachen Punktes mit allen (u—2)*" Derivirten. 
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E. Scummr. Begriff der Linge krummer Linien. 


Ueber die Definition des Begriffs der Lange krummer Linien. 


Von 


E. Scumipt in Berlin. 


Gegen die allgemein anerkannte und in den Arbeiten von Scheefer, 
Jordan und Study*) vollstindig durchgefiihrte Definition der Bogenlinge 
als Grenzwerth der Umfiange der in einem bestimmten Sinne eingeschriebenen 
Polygone mit gleichmiissig unendlich klein werdenden Seiten wire vielleicht 
der Einwand nicht ganz unberechtigt, dass sie zwar inhaltlich vollstindig 
die nach dem Sprachgebrauch sich dem Worte zuordnenden Vorstellungen 
deckt, dass aber als begriffsbestimmendes Merkmal eine auf einen unend- 
lichen Process sich beziehende Eigenschaft benutzt wird, welche der natiir- 
lichen Vorstellung nicht als primaire und wesentlichste Higenschaft der 
Curvenliinge erscheinen diirfte. Der allgemein verbreitete Begriff von der 
Linge krummer Linien entspringt, wie Du Bois-Reymond**) richtig be- 
merkt, der unmittelbaren Naturanschaiung, indem ihn die Verbiegung 
gerader und die Streckung krummer linienformiger Gegenstinde d. h. in 
mathematischer Ausdrucksweise die Rectification erzeugt. Es schien mir 
daher die Frage nicht ohne Interesse zu sein, ob sich die Definition des 
Begriffs der Linge krummer Linien aufbauen lasst auf einer diesen Be- 
griff nicht voraussetzenden Definition der Rectification. Ich werde im 
folgenden zeigen, dass dieses auf eine sehr einfache Weise méglich ist 
und zwar ohne Beziehung der begriffsbestimmenden Eigenschaften auf 
einen unendlichen Process. Den Begriff der Entfernung zweier Punkte 
oder der Linge einer geradlinigen Strecke im Sinne der gewéhnlichen 
Geometrie setze ich als gegeben voraus. 


I. Ich bezeichne die ganz im Endlichen liegende perfekte***) beliebig 
im Raum vertheilte Punktmenge 8 als eine Abbildung der ganz im 


*) Scheefer, Acta Mathematica Bd. 5; Jordan, Cours d’Analyse 2. Aufi., Bd. 1, 
VIII; Study, Mathematische Annalen Bd. 47, S. 298. 
**) Du Bois-Reymond, Mathematische Annalen Bd. 15, Seite 285. 
***) Unter einer perfekten Punktmenge verstehe ich nach Cantor, Acta Mathe- 


11* 
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Endlichen liegenden perfekten beliebig im Raum vertheilten Punktmenge «, 
oder sage, « sei auf 8 abgebildet, wenn die Punkte von 6 den Punkten 
von « eindeutig stetig und eindeutig umkehrbar zugeordnet sind, und in 
diesem Sinne soll im folgenden das Wort ,,abbilden“ auch nur gebraucht 
werden. Jordan hat bewiesen, dass in diesem Falle, die Punkte von « 
den Punkten von # auch stetig zugeordnet sind*). Hieraus ergiebt sich, 
da, wie direct aus der Voraussetzung folgt, die Punkte von « den Punkten 
von 6 auch eindeutig und eindeutig umkehrbar zugeordnet sind, dass p 
auch auf « abgebildet ist d. h., dass die Beziehung der Abbildung eine 
gegenseitige ist. 

Il. Es bedeute y auch eine ganz im Endlichen liegende perfekte 
Punktmenge, die beliebig im Raum vertheilt sein mag. Ist dann «@ auf B 
und B auf y abgebildet, so entsteht eine Abbildung von a auf y, wenn 
die denselben Punkten von # entsprechenden Punkte von « und y einander 
zugeordnet werden. Wegen der Gegenseitigkeit der Beziehung der Ab- 
bildung kann der Inhalt dieses letzten Satzes auch in folgender fiir die 
Anwendung praktischerer Weise formulirt werden: Sind « und # und 
B und y auf einander abgebildet, so entsteht eine Abbildung von a und y 
auf einander, wenn die denselben Punkten von f entsprechenden Punkte 
von « und y einander zugeordnet werden. 

Ill. Um unwesentliche Complicationen zu vermeiden, will ich die 
nachfolgenden Untersuchungen auf ganz im Endlichen liegende stetige 
Curven ohne mehrfache Punkte beschriinken. Ich definire also im Wesent- 
lichen nach Study**) ein einfaches Curvenstiick als eine solche ganz im 
Endlichen liegende perfekte Punktmenge, welche sich auf die Gesammtheit 
der Punkte eines endlichen continuirlichen Geradenstiicks einschliesslich 
seiner beiden Begrenzungspunkte abbilden lasst. 

IV. Es seien ABC drei Punkte eines einfachen Curvenstiicks L, 
welches auf das endliche continuirliche Geradenstiick P abgebildet sei. 
Liegt dann in der geradlinigen Abbildung der dem Punkte B entsprechende 
Punkt zwischen den den Punkten A und C entsprechenden Punkten, so 
sagt man, dass der Curvenpunkt B zwischen den Curvenpunkten A und C 
liegt. Fiir die Punkte eines einfachen Curvenstiicks sind nun die Be- 
ziehungen des Zwischenséins unabhingig von der zu Grunde gelegten 
speciellen Abbildung des Curvenstiicks auf ein endliches continuirliches 
matica Bd. 2, 8. 405 eine solche, welche mit der aus ihren Hiiufungspunkten ge- 
bildeten Punktmenge identisch ist. 

*) Jordan, Cours d’Analyse Bd. 1, 8. 53, I. Aufl. Jordan beweist hier den Satz 
in weiterem Umfange, nimlich fiir diejenigen Punktmengen, welche er als ,,borné et 
parfait‘ bezeichnet, und welche dadurch charakterisirt sind, dass sie ganz im End- 


lichen liegen und ihre Haufungspunkte enthalten. 
**) Study, Mathematische Annalen Bd. 47, S. 314. 
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Geradenstiick. Beweis: Es sei das einfache Curvenstiick Z auf die beiden 
continuirlichen endlichen Geradenstiicke P und P’ abgebildet, und es 
mégen den Curvenpunkten ABC in den beiden Geradenstiicken P und P’ 
beziiglich die Punkte abe und a’b’c’ entsprechen. Ordnet man nun die 
denselben Curvenpunkten entsprechenden Punkte von P und P’ einander 
zu, so erhiilt man gemiiss (II) eine Abbildung von P und P’ auf einander. 
Es sind mithin gemiiss der in (I) gegebenen Definition der Abbildung die 
Punkte von P den Punkten von P’ stetig zugeordnet. Liegt nun b 
zwischen a und ¢, so folgt aus dem Hauptsatz iiber stetige Functionen, 
dass b mindestens einem zwischen a’ und ec’ gelegenen Punkte des Ge- 
radenstiicks P’ zugeordnet ist. Gemiiss der gegenseitigen Hindeutigkeit 
der durch eine Abbildung dargestellten Zuordnung ist nun b’ der einzige 
im Geradenstiick P’ dem Punkte b entsprechende Punkt, folglich liegt b’ 
zwischen a’ und ¢’. q. e. d. : 

V. Diejenigen beiden Punkte eines einfachen Curvenstiicks, welche 
bei einer Abbildung desselben auf ein endliches continuirliches Geraden- 
stiick den beiden Endpunkten des letzteren entsprechen, heissen die beiden 
Endpunkte des Curvenstiicks; sie sind dadurch charakterisirt, dass alle 
iibrigen Punkte des Curvenstiicks zwischen ihnen liegen, und entsprechen 
bei jeder beliebigen anderen Abbildung des Curvenstiicks auf ein endliches 
continuirliches Geradenstiick, da in demselben gemiiss (IV) jeder ihnen 
nicht entsprechende Punkt zwischen den ihnen entsprechenden beiden 
Punkten liegt, den beiden Endpunkten des Geradenstiicks. 

VI. Ist AB ein einfaches Curvenstiick mit den Endpunkten A und 
B und BC ein einfaches Curvenstiick mit den Endpunkten B und C, und 
haben diese beiden Curvenstiicke ausser dem Punkte B keinen gemein- 
samen Punkt, so bildet die Gesammtheit der in ihnen enthaltenen Punkte 
wieder ein einfaches Curvenstiick, welches als aus den Curvenstiicken AB 


‘ und BC zusammengesetzt bezeichnet werden mag. Denn gemiiss der in 


(III) gegebenen Definition giebt es ein endliches continuierliches Geraden- 
stiick, auf welches das Curvenstiick AB, und ein endliches continuirliches 
Geradenstiick, auf welches das Curvenstiick BC abbildbar ist; fiigt man 
nun diese Geradenstiicke so zusammen, dass sie ein continuirliches Ge- 
radenstiick bilden, dessen Liinge gleich der Summe ihrer Langen ist, und 
dass die in ihnen dem Punkte B gemiiss (V) entsprechenden Endpunkte 
zusammenfallen, so erhilt man ein endliches continuirliches Geradenstiick, 
auf welches die eine ganz im Endlichen liegende perfekte Punktmenge 
bildende Gesammtheit der Punkte der Curvenstiicke AB und BC sich 
abbilden lasst. 

VII. Andererseits bildet auch die Gesammtheit der zwischen zwei 
Punkten eines einfachen Curvenstiicks gelegenen Punkte desselben ein- 
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schliesslich jener beiden Punkte ein einfaches Curvenstiick. Denn ent- 
sprechen bei einer Abbildung eines einfachen Curvenstiicks auf ein end- 
liches continuirliches Geradenstiick den beiden beliebigen Punkten C und 
D des ersteren die Punkte ¢ und d des letzteren, so ist gemiiss (IV) die 
Gesammtheit der zwischen C und D gelegenen Curvenpunkte einschliess- 
lich der Punkte C und D der Gesammtheit der Punkte des Geradenstiicks 


cd*) eindeutig und eindeutig umkehrbar zugeordnet. Da diese Zuordnung 
auch stetig sein muss, da ferner die Gesammtheit der Punkte des Geraden- 


stiicks cd eine ganz im Endlichen liegende perfekte Punktmenge darstellt, 
und da gemiiss einem von Jordan**) bewiesenen Satze jede Punktmenge, 
welche einer ganz im Endlichen liegenden perfekten Punktmenge eindeutig, 
eindeutig umkehrbar und stetig zugeordnet werden kann, selbst perfekt 
und ganz im Endlichen liegend sein muss, so ergiebt sich, dass die Ge- 
sammtheit der zwischen C und D liegenden Curvenpunkte einschliesslich 
der Punkte C und D eine perfekte ganz im Endlichen liegende Punkt- 
menge darstellt, welche sich auf das endliche continuirliche Geraden- 


stiick cd abbilden lisst, und hieraus folgt gemiiss der in (III) gegebenen 
Definition, dass diese Gesammtheit ein einfaches Curvenstiick bildet. 

VIII. Ist die ganz im Endlichen liegende perfekte beliebig im Raum 
vertheilte Punktmenge @ so auf die ganz im Endlichen liegende perfekte 
beliebig im Raum vertheilte Punktmenge 6 abgebildet, dass 6 kein Punkt- 
paar enthalt, dessen Entfernung kleiner ist als die Entfernung des ent- 
sprechenden Punktpaars in «, so nenne ich # eine asphinktische Abbildung 
von @ oder sage, « sei auf 6 asphinktisch abgebildet. 

IX. Aus der gegebenen Definition folgt direct: Ist a asphinktisch 
abgebildet auf 6 und B asphinktisch abgebildet auf », wo y auch eine 
ganz im Endlichen liegende perfekte beliebig im Raum vertheilte Punkt- 
menge bedeutet, so ist y eine asphinktische Abbildung von «, wenn die 


*) Ich bezeichne hier wie auch im folgenden durch zwei Buchstaben mit einem 
Horizontalstrich dariiber das die Entfernung der durch die Buchstaben bezeichneten 
beiden Punkte darstellende und sie als Begrenzungspunkte enthaltende Geradenstiick. 

**) Jordan, Cours d’Analyse, I. Aufl., Bd. 1, 8. 51. Der Satz wird hier wieder 
fiir die von Jordan als ,,borné et parfait* bezeichneten Punktmengen (siehe 1% An- 
merkung zu S. 164) bewiesen. Er gilt aber auch fiir ganz im Endlichen liegende per- 
fekte Punktmengen nach der in unserer Untersuchung gewihlten Cantor’schen Defi- 
finition (siehe 3‘ Anmerkung zu S. 163), da sich die letzteren Punktmengen von ersteren 
nur durch das Nichtvorhandensein isolirter Punkte unterscheiden, und da eine Punkt- 
menge, welche sich einer ganz im Endlichen liegenden keine isolirten Punkte ent- 
haltenden Punktmenge eindeutig, eindeutig umkehrbar und stetig zuordnen lisst, selbst 
keine isolirten Punkte enthalten kann; es muss dann jedoch zu den von Jordan ge- 
machten Voraussetzungen der Eindeutigkeit und Stetigkeit die Voraussetzung der 
eindeutigen Umkehrbarkeit hinzugenommen werden. 
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denselben Punkten von 6 entsprechenden Punkte von « und y einander 
zugeordnet werden (siehe II). 

X. Sind die einfachen ausser dem Punkte B keinen gemeinsamen 
Punkt enthaltenden Curvenstiicke AB und BC mit den Endpunkten A 
und B und B und C asphinktisch abgebildet auf die in einer Geraden 
liegenden ausser dem Punkte b keinen gemeinsamen Punkt enthaltenden 
endlichen continuirlichen Geradenstiicke ab und bc, so dass A dem Punkte a, 
B dem Punkte 6 und C dem Punkte centspricht, so ist das aus den Curven- 
stiicken AB und BC gemiiss (VI) zusammengesetzte einfache Curvenstiick 
AC asphinktisch abgebildet auf das aus den Geradenstiicken ab und bc 
zusammengesetzte Geradenstiick ac. Beweis: Es seien M und N zwei 
Punkte des Curvenstiicks AC und m und m die entsprechenden Punkte 
des Geradenstiicks ac. Liegen nun M und N beide auf dem Curvenstiick 
AB oder beide auf dem Curvenstiick BC, so folgt direct aus der Voraus- 
setzung, dass MN < mn. Liegt aber der Punkt M auf dem Curvenstiick 
AB und der Punkt N auf dem Curvenstiick BC, so ist 


MN <MB+ BN< mb + dn, 
mb + bn = mn, 
UN < mn gq. e. d. 
XI. Ist das einfache Curvenstiick Z asphinktisch abgebildet auf das 


endliche continuirliche Geradenstiick P und sind C und D zwei beliebige 
Punkte von Z und ¢ und d die ihnen entsprechenden Punkte von P, so 
stellt die das Geradenstiick cd bildende Gesammtheit der Punkte zwischen 
e und d einschliesslich der Punkte c und d eine asphinktische Abbildung 
der ihnen entsprechenden gemiiss (VII) ein einfaches Curvenstiick bilden- 
den Gesammtheit der Curvenpunkte zwischen C und D einschliesslich der 
Punkte C und D dar (siehe (VII). 

XII. Es sei das Geradenstiick a,b, >ab, dann lisst sich stets das 
Geradenstiick ab auf das Geradenstiick a,b, asphinktisch abbilden, etwa 
so, dass jedem Punkte ¢ von ab derjenige Punkt c, von a,b, zugeordnet 
wird, fiir welchen @,¢, : a,b, = @¢:ab. Daraus folgt gemiiss (IX): Wenn 
ein einfaches Curvenstiick AB sich auf das Geradenstiick ab asphinktisch 
abbilden lasst, so lisst sich das Curvenstiick AB auch auf jedes Geraden- 
stiick a,b, > ab asphinktisch abbilden. 

XIII. Giebt es ein Geradenstiick ab, auf welches sich das einfache 
Curvenstiick AB mit den Endpunkten A und B nur auf eine einzige 
Weise asphinktisch so abbilden lisst, dass A dem Punkte a und B dem 
Punkte 6 entspricht, so ist ab das kleinste continuirliche Geradenstiick, 
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auf welches eine asphinktische Abbildung des Curvenstiicks AB méglich 
ist. Beweis: Ware das Curvenstiick AB auf das Geradenstiick a,b, 
asphinktisch abgebildet, wo a,b, < ab, so wihle man im Geradenstiick ab 


einen Punkt e, so dass @ > a,b,, ihm entspreche im Curvenstiick AB 
der Punkt E und diesem im Geradenstiick a,b, der Punkt e,. Es sei 7 
derjenige Punkt des Geradenstiicks ab, fiir welchen @j = @,e,; dann liesse 
sich das aus der Gesammtheit der Curvenpunkte zwischen A und E ein- 
schliesslich der Punkte A und EF gemiiss (VII) bestehende einfache Curven- 
stiick AE gemiiss (XI) auf das Geradenstiick a,e,, und das aus der Ge- 
sammtheit der Curvenpunkte zwischen EF und B einschliesslich der Punkte 


E und B bestehende einfache Curvenstiick EB auf das Geradenstiick e,b, 
asphinktisch abbilden. Da nun @y = a,e, und nb > e,b, ist, so liesse sich 
gemiiss (XII) auch das Curvenstiick AK auf das Geradenstiick @y und 
das Curvenstiick EB auf das Geradenstiick 4b asphinktisch abbilden. Es 
liesse sich mithin gemiiss (X) das Curvenstiick AB so auf das Geraden- 


stiick ab asphinktisch abbilden, dass A dem Punkte a, E dem Punkte 7 
und B dem Punkte b entspriche; da nun wegen @é > a,b, > Ge, 

ay = 4,¢,, 

ae > ay 
e und y von einander verschiedene Punkte sein miissen, so gibe es ausser 
der asphinktischen Abbildung des Curvenstiicks AB auf das Geradenstiick 


ab, von welcher wir ausgingen, und bei welcher A dem Punkte a, E dem 
Punkte e und B dem Punkte } entsprach, noch eine mit dieser nicht iden- 
tische asphinktische Abbildung des Curvenstiicks A.B auf das Geradenstiick 


ab, bei welcher A dem Punkte a und B dem Punkte } entspriiche; dies 
widerspricht aber der Voraussetzung. 


XIV. Umgekehrt gilt auch: Giebt es unter den endlichen continuir- 
lichen Geradenstiicken, auf welche das einfache Curvenstiick AB asphinktisch 
abbildbar ist, ein Geradenstiick ab, welches das kleinste ist, so liasst sich 
“:< Curvenstiick AB nur auf eine einzige Weise auf das Geradenstiick 
ab asphinktisch so abbilden, dass A dem Punkte a und B dem Punkte b 
entspricht. Beweis: Gibe es zwei verschiedene derartige asphinktische 
Abbildungen des Curvenstiicks AB auf das Geradenstiick ab, so miisste 
es jedenfalls im ersteren einen Punkt E geben, welchem in den beiden 
Abbildungen zwei verschiedene Punkte des letzteren entspriichen. Es 
mégen diese Punkte e, und e, heissen und es sei ae, > ae,, dann liesse 
sich gemiss (XI) das aus der Gesammtheit der Curvenpunkte zwischen 
. A und E einschliesslich der Punkte A und E bestehende einfache Curven- 
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stiick AE auf das Geradenstiick @e, und das aus der Gesammtheit der 
Curvenpunkte zwischen E und B einschliesslich der Punkte E und B 


bestehende einfache Curvenstiick EB auf das Geradenstiick e,b und mithin 
gemiiss (X) auch das Curvenstiick AB auf ein endliches continuirliches 
Geradenstiick von der Linge ae, + ¢,b asphinktisch abbilden; dieses letztere 
wire aber kleiner als das Geradenstiick ab, was der Voraussetzung wider- 
spricht. 

XV. Nachdem dieses vorausgeschickt ist, definire ich in offenbarer 
Uebereinstimmung mit der natiirlichen Anschauung die Rectification als 
diejenige asphinktische Abbildung eines einfachen Curvenstiicks auf ein 
endliches continuirliches Geradenstiick, die durch die Punkte, welche den 
Curvenendpunkten entsprechen sollen, eindeutig bestimmt ist. Die Linge 
des Curvenstiicks wird dann definirt durch das Geradenstiick, in welches 
die Curve bei der Rectification iibergeht. 


XVI. Ist ein einfaches Curvenstiick auf zwei endliche continuirliche 
Geradenstiicke rectificirbar, so miissen dieselben wegen (XIII) von gleicher 
Linge sein; bringt man sie nun so mit einander zur Deckung, dass die- 
jenigen Endpunkte mit einander zusammenfallen, welche bei den beiden 
Rectificationen denselben Curvenendpunkten entsprechen, so miissen gemiss 
der in (XV) gegebenen Definition auch alle itibrigen bei den beiden 
Rectificationen denselben Curvenpunkten entsprechenden Punkte mit ein- 
ander zur Deckung gelangen. Daraus folgt, dass, wenn ein einfaches 
Curvenstiick iiberhaupt rectificirbar ist, dasselbe sich nur auf eine einzige 
Weise rectificiren lisst und mithin auch eine eindeutig bestimmte Linge hat. 

XVII. Ist das einfache Curvenstiick AB rectificirt auf das Geraden- 
stiick ab, so ist, da gemiiss (XV) die Rectification eine specielle Art der 
asphinktischen Abbildung ist, 4B < ab, d. h. die Entfernung der beiden 
Endpunkte eines rectificirbaren einfachen Curvenstiicks ist nie grésser als 
die Lange desselben. 

XVIII. Sind die einfachen ausser dem Punkte B keinen gemeinsamen 
Punkt enthaltenden Curvenstiicke AB und BC mit den Endpunkten A und 
B, und B und C rectificirt auf die in einer Geraden liegenden ausser dem 
Punkte } keinen gemeinsamen Punkt enthaltenden Geradenstiicke ab und 
be, so dass A dem Punkte a, B dem Punkte 6 und C dem Punkte c ent- 
spricht, so ist das aus den Curvenstiicken AB und BC gemiss (VI) 
zusammengesetzte einfache Curvenstiick AC rectificirt auf das aus den 
Geradenstiicken ab und bc zusammengesetzte Geradenstiick ac (siehe (X)). 
Beweis: Zunichst folgt aus (X), dass das einfache Curvenstiick AC auf 
das Geradenstiick ac asphinktisch abgebildet ist. Es sei nun das Curven- 
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stiick AC asphinktisch abgebildet auf das beliebige endliche continuirliche 
Geradenstiick @,¢,, und es entspreche in dieser Abbildung dem Punkte A 
der Punkt a,, dem Punkte B der Punkt b, und dem Punkte C der Punkt ¢,; 
dann ist gemiiss (XI) das Curvenstiick AB asphinktisch abgebildet auf 


das Geradenstiick a,b, und das Curvenstiick BC asphinktisch abgebildet 
auf das Geradenstiick b,c,. Hieraus ergiebt sich nun bei Beriicksichtigung 
der gemachten Voraussetzungen, der Definition (XV) und des Satzes (XIII), 
dass a,b, >ab und b,c, >be und mithin auch @,¢,> ac. Es ist daher 
ac das kleinste Geradenstiick, auf welches eine asphinktische Abbildung 
des Curvenstiicks AC méglich ist, woraus gemiiss (XIV) folgt, dass die 
asphinktische Abbildung des Curvenstiicks AC auf das Geradenstiick a¢ 
eine Rectification ist. q. e. d. 

Aus dem eben bewiesenen Satze ergiebt sich direct, dass die Linge 
eines einfachen Curvenstiicks, welches aus zwei rectificirbaren einfachen 
Curvenstiicken gemiiss (VI) zusammengesetzt ist, gleich der Summe der 
Liingen dieser letzteren ist. 


XIX. Ist das einfache Curvenstiick AB mit den Endpunkten A und 


B rectificirt auf das Geradenstiick ab, und sind C und D zwei beliebige 
Punkte des Curvenstiicks AB und ¢ und d die entsprechenden Punkte 
des Geradenstiicks ab, so ist auch das aus der Gesammtheit der Curven- 
punkte zwischen C und D einschliesslich der Punkte C und D bestehende 
einfache Curvenstiick CD rectificirt auf das Geradenstiick cd (siehe (XI). 
Beweis: Es sei C derjenige der beiden Punkte C und D, welcher zwischen 
dem anderen und A liegt. Zuniichst folgt aus (XI), dass das einfache 


Curvenstiick CD auf das Geradenstiick cd asphinktisch so abgebildet ist, 
dass C dem Punkte ¢ und D dem Punkte d entspricht; ebenso ist auch 
das aus der Gesammtheit der Curvenpunkte zwischen A und C einschliess- 
lich der Punkte A und C bestehende einfache Curvenstiick AC auf das 
Geradenstiick a@¢ asphinktisch so abgebildet, dass A dem Punkte a und 
C dem Punkte c entspricht, und das aus der Gesammtheit der Curven- 
punkte zwischen D und B einschliesslich der Punkte D und B bestehende 
einfache Curvenstiick DB auf das Geradenstiick db asphinktisch so ab- 
gebildet, dass D dem Punkte d und B dem Punkte } entspricht. Giibe 
es nun zwei von einander verschiedene asphinktische Abbildungen des 
einfachen Curvenstiicks CD auf das Geradenstiick cd, bei welchen C dem 
Punkte c und D dem Punkte d entspriichen, so wiirde man durch eine 
gemiiss (X) erfolgende Zusammensetzung derselben mit ein und derselben 
A dem Punkte a und C dem Punkte ¢ zuordnenden asphinktischen Ab- 
bildung des einfachen Curvenstiicks AC auf das Geradenstiick ae zwei 
von einander verschiedene asphinktische Abbildungen des aus der Gesammt- 








aae>egeseeonegdgadaqdoead 


348S &S..lLuvaBaetlUrSt a Oe 





he 
oT 


et 


ng 
t), 


ng 
lie 
aC 
ge 


en 
ler 


nd 


ge 
te 


n- 
de 
)). 











Begriff der Linge krummer Linien. 171 


heit der Curvenpunkte zwischen A und D einschliesslich der Punkte A 


und D bestehenden einfachen Curvenstiicks AD auf das Geradenstiick ad 
erhalten, bei welchen A dem Punkte a und.D dem Punkte d entspriichen, 
und durch Zusammensetzung dieser letzteren beiden Abbildungen mit ein 
und derselben asphinktischen Abbildung des einfachen Curvenstiicks DB 


auf das Geradenstiick db, bei welcher D dem Punkte d und B dem Punkte 
b entspriche, wiirden zwei von einander verschiedene asphinktische Ab- 
bildungen des einfachen Curvenstiicks AB auf das Geradenstiick ab ent- 
stehen, bei welchen A dem Punkte a und B dem Punkte b entspriichen; 
das wiirde aber mit der Voraussetzung, dass das Curvenstiick AB auf 


das Geradenstiick ab rectificirbar ist, gemiss der Definition (XV) im 
Widerspruch stehen. Folglich ist die durch die Rectification des Curven- 
stiicks AB auf das Geradenstiick ab gemiiss (XI) gegebene asphinktische 
Abbildung des Curvenstiicks CD auf das Geradenstiick cd die einzige 
asphinktische Abbildung dieses Curvenstiicks auf diescs Geradenstiick, bei 
welcher C dem Punkte c und D dem Punkte d entspricht, d. h. gemiss 
der Definition (XV), sie ist eine Rectification. 


XX. Ist das einfache Curvenstiick AB rectificirbar und bedeutet E 
einen Punkt desselben, so andert sich die Liinge des aus der Gesammt- 
heit der Curvenpunkte zwischen A und £ einschliesslich der Punkte A 
und EF bestehenden einfachen Curvenstiicks AE stetig mit der Verschiebung 
von E auf dem Curvenstiick AB. Beweis: Es sei das Curvenstiick AB 
rectificirt auf das Geradenstiick ab und es entspreche dem Punkte E des 
ersteren in der [Rectification der Punkt e; dann ist gemiiss (XIX) das 
Curvenstiick AE rectificirt auf das Geradenstiick @e und mithin auch die 
Liinge des Curvenstiicks AE gleich ae; beriicksichtigt man nun, dass, da 
die Rectification gemiiss der Definition (XV) eine specielle Art der Ab- 
bildung ist, und eine Abbildung gemiiss der Definition (I) eine gegen- 
seitig stetige eindeutige und eindeutig umkehrbare Zuordnung ist, der 
variabele Punkt e dem variabelen Punkt EF stetig zugeordnet ist, so folgt 
hieraus direct der zu beweisende Satz. 


XXI. Existiren iiberhaupt endliche continuirliche Geradenstiicke, auf 
welche sich das einfache Curvenstiick AB asphinktisch abbilden lisst, so 
ist das Curvenstiick rectificirbar; giebt es kein endliches continuirliches 
Geradenstiick, auf welches sich das Curvenstiick asphinktisch abbilden 
lisst, so ist dasselbe nicht rectificirbar. Der zweite Theil dieser Behauptung 
ergiebt sich direct daraus, dass die Rectification als eine specielle Art 
der asphinktischen Abbildung definirt worden ist, der erste Theil der Be- 
hauptung kann in folgender Weise bewiesen werden. Es sei das einfache 
Curvenstiick AB asphinktisch abgebildet auf das Geradenstiick ab, und es 
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mégen in letzterem den beiden beliebigen Curvenpunkten F und G die 
Punkte f und g entsprechen. Es bedeute das Symbol Urg die untere 
Grenze der Liingen der endlichen continuirlichen Geradenstiicke, auf welche 
das aus der Gesammtheit der Curvenpunkte zwischen F' und G einschliess- 
lich der Punkte F und G bestehende einfache Curvenstiick /'G asphinktisch 


abbildbar ist. Da das letztere gemiiss (XI) auf das Geradenstiick fg 
asphinktisch abbildbar ist, so folgt 


(1) Ure <9. 

Da ferner gemiiss (V) bei jeder Abbildung des Curvenstiicks F'G auf ein 
Geradenstiick den Punkten F und G die Endpunkte des letzteren ent- 
sprechen, so folgt aus der Definition der asphinktischen Abbildung, dass 


keines dieser Geradenstiicke kiirzer ist als die Entfernung F'G der beiden 
Punkte F und G. Hieraus ergiebt sich die Relation | 


(2) Ure > FG. 


Es seien C und D zwei Punkte des Curvenstiicks AB, und es liege C 
zwischen A und D. Dann besteht die Gleichung 


(3) Uae + Uco = Uan- 


Denn gemiiss (XI) ist die Linge jedes endlichen continuirlichen Geraden- 
stiicks, auf welches das aus der Gesammtheit der Curvenpunkte zwischen 
A und D einschliesslich der Punkte A und D bestehende einfache Curven- 
stiick AD asphinktisch abgebildet werden kann, gleich der Summe der 
Langen zweier endlicher continuirlicher Geradenstiicke, auf welche die 
aus der Gesammtheit der Curvenpunkte zwischen A und C einschliesslich 
der Punkte A und C und aus der Gesammtheit der Curvenpunkte zwischen 
C und D einschliesslich der Punkte C und D bestehenden einfachen 
Curvenstiicke AC und CD beziiglich asphinktisch abgebildet werden 
kénnen, und gemiiss (X) ist die Summe der Lingen je zweier endlicher 
continuirlicher Geradenstiicke, auf welche die Curvenstiicke AC und CD 
beziiglich asphinktisch abgebildet werden kénnen, wiederum stets gleich 
der Linge eines endlichen continuirlichen Geradenstiicks, auf welches das 
Curvenstiick AD asphinktisch abbildbar ist. Also ist die Gesammtheit der 
Langen der endlichen continuirlichen Geradenstiicke, auf welche das Curven- 
stiick AD asphinktisch abbildbar ist, identisch mit der Gesammtheit der 
Summen der Liingen je zweier endlicher continuirlicher Geradenstiicke, 
auf welche die Curvenstiicke AC und CD beziiglich asphinktisch ab- 
gebildet werden kénnen. Hieraus ergiebt sich, da die untere Grenze 
dieser letzteren Gesammtheit gleich Uy¢ + Ucp ist, die Gleichung (3). 
Man ziehe nun vom beliebigen Punkte a, aus einen Halbstrahl und ordene 
auf demselben jedem Punkte e des Geradenstiicks ab, auf welches das 
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Curvenstiick AB der Voraussetzung nach asphinktisch abgebildet war, 
einen Punkt e, so zu, dass a,e, = Uar ist, wo E den im Curvenstiick 
AB dem Punkte e entsprechenden Punkt bedeutet; dem Punkt a werde 
der Punkt a, und dem Punkte b werde durch dieses Verfahren der Punkt 
b, zugeordnet, so dass also a,b, = U4, ist. Sind dann m und n zwei 
beliebige von einander verschiedene Punkte des Geradenstiicks ab und M 
und N und m, und , die ihnen entsprechenden Punkte des Curvenstiicks 
AB und des Geradenstiicks a,b,, so ist gemiiss der Gleichung (3), wenn 
m zwischen a und » und mithin auch M zwischen A und N liegt (s. (IV)), 
(4) Uuy = Usy — Usu = 4,n, — am, = m,n, 
Bei Beriicksichtigung der Relation (1) ergiebt sich ninthe 
(5) mn > m,n,. 
Diese letzte Relation zeigt, dass m,”, kleiner wird als jede beliebig kleine 
vorgeschriebene Strecke 3, wenn nur mn<d wird. Es ist also der 
variabele Punkt e, dem variabelen Punkte e stetig zugeordnet. Gemiiss 
dem Hauptsatz iiber stetige Functionen entspricht daher jedem Punkte 
des Geradenstiicks a,b, auch ein Punkt des Geradenstiicks ab und zwar 
nur ein Punkt; denn die zwei verschiedenen Punkte m und » des Geraden- 
stiicks ab entsprechenden Punkte m, und , des Geradenstiicks a,b, kénnen 
nicht zusammenfallen, weil gemiiss (2) und (4) 
(6) m,n, > MN 
ist, und M und N wegen der in der Voraussetzung der asphinktischen 
Abbildung des Curvenstiicks AB auf das Geradenstiick ab liegenden Ein- 
deutigkeit der Beziehung der Punkte des letzteren auf die Punkte des 
ersteren nicht zusammenfallen kénnen. Es ist also durch das angegebene 
Verfahren das Geradenstiick ab auf das Geradenstiick a,b, im Sinne der 
Definition (I) abgebildet. Ordnet man nun die denselben Punkten des 
Geradenstiicks ab entsprechenden Punkte des Curvenstiicks AB und des 
Geradenstiicks a,b, einander zu, so erhilt man gemiiss (II) eine Abbildung 
des Curvenstiicks AB auf das Geradenstiick a,b, und zwar, wie die Re- 
lation (6) zeigt, eine asphinktische. Da nun nach Voraussetzung a,b, = Us 
ist, so giebt es unter den endlichen continuirlichen Geradenstiicken, auf 
welche das Curvenstiick AB asphinktisch abgebildet werden kann, ein 
kleinstes; dasselbe ist das genannte Geradenstiick a,b, und die asphinktische 
Abbildung auf dasselbe ist gemiiss dem Satze (XIV) und der Definition 
(XV) eine Rectification. q. e. d. 

XXII. Ist es méglich die Abbildung eines einfachen Curvenstiicks 
AB mit den Endpunkten A und B auf ein endliches continuirliches 
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Geradenstiick dadurch zu vermitteln, dass die Coordinaten x, y, z der 
Punkte des einfachen Curvenstiicks dargestellt werden als in einem end- 
lichen continuirlichen Intervall einschliesslich seiner Grenzen definirte 
endliche eindeutige stetige einen endlichen stetigen Differentialquotienten 
besitzende Functionen einer reellen Variabelen ¢, x = y(t), y= v(?), 
z= 4(t), so ist, wenn die den Punkten A und B entsprechenden Grenzen 
des Intervalls der Variabelen ¢ beziiglich die Werthe ta und ¢=—b 
sein migén, wo b >a, die Liinge des Curvenstiicks AB gleich 
t=) 

[Ve OF WOT GO at, 

t>=a 
wobei das Vorzeichen der Quadratwurzel positiv zu nehmen ist, und 
y(t), v(t), x(®) beziiglich die ersten Ableitungen der Functionen 9(t), 
v(t), x(f) bedeuten. : 

Beweis*): Es seien ¢,, 4, zwei beliebige Werthe von ¢, welche der 
Relation a<t,<t<b geniigen, und es mégen ihnen im Curvenstiick 
AB die Punkte E, und EF, entsprechen, ferner mégen p(t,, 4), g(t, &), 
r(t,,¢t,) beziiglich die oberen Grenzen und I[(t,, 4), m/(t,, t,), m(4, &) be- 
ziiglich die unteren Grenzeu der absoluten Betriige der Functionen g’(?), 
v(t), x/(é) fir  <t< 4, bedeuten. Dann vermittelt, wie aus dem ersten 
Mittelwerthsatz der Differentialrechnung folgt, die Function 

P=V (ptt, t))® + Gh, &))? + (rG, &))? - t 
eine asphinktische Abbildung des aus der Gesammtheit der Curvenpunkte 
zwischen den Punkten FE, und EF, einschliesslich der Punkte E, und £, 
bestehenden einfachen Curvenstiicks E,E, auf ein continuirliches Geraden- 
stiick von der Linge 

V (p(t 4)? + @h, 4)? + (7, &))? (—4). 
Hieraus folgt gemiiss (XXI), dass das Curvenstiick FE, E, rectificirbar ist 
und gemiiss (XIII), dass seine Linge, welche wir allgemein durch das 
Symbol B,,,,, bezeichnen wollen, der Relation 
(1) By, SV (wh, &))? + Gt, 4)? + (, 4)? 4-4) 
geniigt. 

Ebenso vermittelt aber auch, wenn nicht 
. ; : U(t,, &) = m(t, &) = n(4,, 4) = 0 
ist, die Function 


Q =V(Uit,, &))® + (mt,, t))? + (mG, &))* +t 


eine asphinktische Abbildung eines continuirlichen Geradenstiicks von der 


Linge - = 
VU, ty)? + (mit, &))? + (mt, 4)? (4—4) 
*) Vergl. Jordan, Cours d’Analyse II. Aufl. Bd. 1, S. 105, 106. 
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auf das Curvenstiick FE, E,, woraus bei Beriicksichtigung dessen, dass die 
Rectification als eine specielle Art der asphinktischen Abbildung definirt 
worden ist, gemiss (IX) sich ergiebt, dass ein continuirliches Geradenstiick 
von der Lange 


VG, 4)? + (me, &)? + (mG, &))? (4—4) 
sich auf ein continuirliches Geradenstiick von der Liinge B,,, ,, asphinktisch 
abbilden laisst und dass mithin 
(2) By. 2V UG, @P + (mh, + @G, @) G—4)- 
Diese letzte Gleichung gilt auch fiir den Fall, dass 


at U(t,, 4) = m(t,, 4) = n(t,, 4) = 0 
1st. 


Da nun gemiiss (XVIII) By :4.4:— Bat = B,t4.41, wenn a<t<t+At<b, 
so folgt aus (1) und (2) 











a,t+4t~ 


Pesttdt— Sat < Vip tt Ab) + abl Bd) + Gt Bb) 





B —B 

—athat at > Vliet + Ab) + (met + Ad)? + e+ Ad). 
Wegen der aus der Stetigkeit der Functionen g’(¢), ~’(#), 7'(¢) folgenden 
Stetigkeit ihrer absoluten Betrige haben die beiden Ausdriicke auf der 
rechten Seite der Relationen (3) und (4) bei verschwindendem At den 
gemeinsamen Grenzwerth 


Vip OP+lYOF+ IZ OF =VO' OF +H OF +00). 
Folglich besteht die Gleichung 


adB 

a = VG O+Y OP +H OF, 
woraus sich bei Beriicksichtigung dessen, dass, wie aus der Relation (1) folgt, 
lim B,,; = 0 ist, durch Integration die zu beweisende Integralformel ergiebt. 


t=a 

XXIII. Die Definition (XV) ist mit der Scheefer-Jordan’schen inhaltlich 
identisch. Beweis: Es bezeichne E einen beliebigen Punkt des einfachen 
Curvenstiicks AB, welches nach der Scheefer-Jordan’schen Definition recti- 
ficirbar sei, und ZLyz die Linge des aus der Gesammtheit der Curven- 
punkte zwischen A und £ einschliesslich der Punkte A und E bestehenden 
einfachen Curvenstiicks AEH nach der Scheefer-Jordan’schen Definition. 
Dann*) andert sich L4, stetig mit der Verschiebung des Punktes E auf 
dem Curvenstiick AB; sind ferner C und D zwei Punkte des Curvenstiicks 
AB, so ist, wenn C zwischen A und D liegt, D4p = Lac + Lcp**), und 








*) Jordan, Cours d’Analyse II. Aufl. Bd. 1, Seite 104 und 105. 
**) Jordan, Cours d’Analyse II. Aufl. Bd. 1, Seite 103. 
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da Lep > CD ist, so folgt Lan — Lac> CD. Hieraus ergiebt sich, dass 
wenn auf einem Halbstrahl jedem Punkt E des Curvenstiicks AB der um 
Ls vom Ausgangspunkt des Halbstrahls entfernte Punkt zugeordnet wird, 


wiihrend dem Punkte A des Curvenstiicks der Ausgangspunkt des Halb- 


strahls zugeordnet wird, eine asphinktische Abbildung des Curvenstiicks AB 
auf ein endliches continuirliches Geradenstiick von der Linge Lz entsteht. 
Bei Beriicksichtigung der Siitze (XXI) und (XIII) folgt hieraus: Wenn 
ein einfaches Curvenstiick nach der Scheefer Jordan’schen Definition recti- 
ficirbar ist, so ist es auch nach der hier gegebenen Definition (XV) recti- 
ficirbar, und die Linge desselben nach der Definition (XV) ist jedenfalls 
nicht grésser als die Linge nach der Scheefer-Jordan’schen Definition. 
Andererseits gilt auch: Wenn ein einfaches Curvenstiick nach der Definition 
(XV) rectificirbar ist, so ist es auch nach der Scheefer-Jordan’schen Definition 
rectificirbar, und die Linge desselben nach der Definition (XV) ist jeden- 
falls nicht kleiner als die Lange nach der Scheefer-Jordan’schen Definition: 
denn, da die Rectification nach der Definition (XV) eine specielle Art 
der asphinktischen Abbildung ist, und da jedes endliche continuirliche 
Geradenstiick, auf welches das einfache Curvenstiick asphinktisch abgebildet 
werden kann, nicht kiirzer sein kann als der Umfang jedes in das Curven- 
stiick in einem bestimmten Sinne eingeschriebenen Polygons, so folgt, dass 
die Umfange aller in das Curvenstiick in einem bestimmten Sinne ein- 
geschriebenen Polygone nicht linger sein kénnen als die Linge des Curven- 
stiicks nach der Definition (XV); mithin*) hat das Curvenstiick eine Lange 
nach der Scheefer-Jordan’schen Definition und dieselbe ist jedenfalls nicht 
grésser als die Liinge nach der Definition (XV). Aus den beiden hier 
einander gegeniibergestellten Sitzen ergiebt sich direct die inhaltliche 
Identitét der Definition (XV) mit der Scheefer-Jordan’schen. 

XXIV. Die Satze (XIIT) und (XIV) zeigen uns, dass fiir die Recti- 
fication auch folgende mit der in (XV) gegebenen inhaltlich identische 
Definition méglich wire: Rectification nenne ich die asphinktische Ab- 
bildung eines einfachen Curvenstiicks auf ein endliches continuirliches 
Geradenstiick, welches das kleinste ist, auf das sich das Curvenstiick 
asphinktisch abbilden lasst. Jedoch halte ich die in (XV) gegebene 
Definition fiir naturgemiisser. 

Zum Schlusse méchte ich noch bemerken, dass mit Hiilfe des Ver- 
fahrens der asphinktischen Abbildung, sich leicht eine den Begriff der Tan- 
gentialebene und des Differentialquotienten nicht voraussetzende Definition 
fiir den Flacheninhalt krummer Oberfliichen geben lisst. Ich beabsichtige 
in einer spateren Untersuchung dieselbe auseinanderzusetzen. 


*) Jordan, Cours d’Analyse Bd. 1. S. 100, 101, 102. II. Aufl. 
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K. Scuwarzscurtp. Beugung und Polarisation des Lichts. 


Die Beugung und Polarisation des Lichts durch einen Spalt. I. 
Von 


K. SCHWARZSCHILD in Miinchen. 


§ 1. 
Einleitung. 


1. Kirchhoff’s Beugungstheorie. Die Theorie der Reflexion, 
Brechung und Beugung des Lichts, welche Kirchhoff in seiner Abhandlung 
y4ur Theorie der Lichtstrahlen“*) gegeben hat, gilt mit vollem Recht als 
klassisch. Sie zeichnet sich aus durch formale Eleganz, leichte Anwend- 
barkeit und Erfolg im Vorhersagen zahlreicher Erscheinungen. Trotzdem 
geniigt sie keineswegs allen physikalischen und mathematischen Anspriichen, 
und dessen ist sich Kirchhoff bewusst gewesen, denn er sagt selbst in den 
einleitenden Worten jener Abhandlung: ,,Kine vollkommen befriedigende 
Theorie dieser Gegenstiinde aus den Hypothesen der Undulationstheorie zu 
entwickeln scheint auch heute noch nicht méglich zu sein.“ Es sei kurz 
an den Gedankengang Kirchhoffs erinnert und der schwache Punkt seiner 
Ableitungen hervorgehoben. 

Jede Componente » einer Lichtschwingung geniigt der partiellen 
Differentialgleichung 

2 n2 2 2 

we [Gat t+ aye t oe 
wobei a die Lichtgeschwindigkeit bedeutet. Fiir homogenes Licht der 
Schwingungsperiode + kann man setzen: 


i) 
g = pars real. Ee . u) 
wobei wu von der Zeit unabhiingig ist, und erhilt dann fiir w die Dif- 
ferentialgleichung: 
(1) ee eee 5 a 
_ Ca? oy? ez? 


*) Ges. Abh. von G. Kirchhoff. Nachtrag. Leipzig 1891, pag. 22. S. auch 
Kirchhoff’s Optik. Zweite Vorlesung. 
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° 22 . * . 
worin k =, oder, wenn man die Wellenlinge 4 —a-r einfiihrt, 


2% 
(2) k=—=> 


ist. Jede Lésung der Gleichung (1) wollen wir ein ,, Wellenpotential* nennen. 


Bezeichnet v eine zweite Lisung der Differentialgleichung (1), ein 
zweites Wellenpotential, so gilt nach dem Green’schen Satz: 


av ou 


das Integral erstreckt iiber die Oberfliche m eines Raumes R, in welchem 
wu und v nebst ihren ersten Derivirten endlich und stetig sind, und unter 
m die in’s Innere dieses Raumes gerichtete Normale auf der Oberfliiche 
verstanden. Geniigt v denselben Bedingungen iiberall in R mit Ausnahme 
eines Punktes 0, in welchem es unstetig wird in der Form: 


(3) v= = + functio continua (7 Abstand vom Punkte 0), 
so folgt ebenfalls aus dem Green’schen Satz: 
(4) 4xu(0) = [de (u a — on v). 


—ikr 
Benutzt man fiir » den Ausdruck: v = © ~—, Welcher der Differential- 





gleichung (1) geniigt und im Punkte 0 in der verlangten Weise unstetig 
wird, so ergiebt sich: 


(5) 4nu(0) =f do {uw < — - oe ee, : 


Dies ist im Wesentlichen Kirchhoff’s Ausdruck des Huygens’schen Princips. 
Die Gleichung besagt, dass — nach Kirchhoff’s Worten — ,,die Bewegung 
des Aethers in dem von der Flaiche @ umschlossenen Raume angesehn 
werden kann als hervorgebracht von einer Schicht von leuchtenden Punkten 
in der Flaiche w, da ein jedes der beiden Glieder, aus denen der Integrand 
zusammengesetzt ist, sich bezeichnen lisst als einem leuchtenden Punkte 
entsprechend, der am Orte von dq@ sich befindet.“ 

Will man mit Hiilfe der Gleichung (5) die Werthe von w im Innern 
des Raumes FR ableiten, so miissen die auf seiner Oberfliche geltenden 





Werthe von « sowohl, als von oe bekannt sein. Es ist aber keineswegs 


erlaubt, beliebige Werthe fiir diese beiden Gréssen auf der Oberfliche @ 


vorzuschreiben, vielmehr lehrt die Theorie der Diffgl. A’w + k?u = 0, 
dass durch Angabe entweder von u oder von oe auf der Obertliche der 
Verlauf von « im ganzen Raume R bestimmt ist. Sind daher z. B. die 
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Werthe von u auf der Oberfliiche vorgeschrieben, so gehéren dazu, von 


gewissen Mehrdeutigkeiten abgesehn, ganz bestimmte Werthe oer welche 


allein mit ihnen vertriglich sind und welche erst bekannt werden, wenn 
man die Fortsetzung der Function w durch den ganzen Raum R bereits 
gefunden hat. So setzt die Anwendbarkeit der Gleichung (5) im Grunde 
schon jedes Mal die Lésung des Problems voraus. 

Aber in vielen Fiillen der Praxis ist es méglich, geniherte Angaben 


iiber w und zugleich iiber ee auf der Oberfliiche eines bestimmten Raumes R 


zu machen. Einer Lichtquelle Z stehe ein vollkommen schwarzer unend- 
licher ebener Schirm 

S mit einer Oeffnung “L 

A gegeniiber. Es 

werde die Lichtbe- 








wegung in einem — a ee : ee 
Punkte 0 hinter dem { ™ “s ”, 
Schirme — gesucht. ‘ } 
Man grenze einen \ R 'R) / 
Raum R ab durch % ; 
die Fliche @, des % A if 
Schirms, durch eine ie Pid 
Flaiche w,, welche die ™~, Po 
Oeffnung _schliesst, i ° 

und durch die ganz Fig. 1. 


im Unendlicken ver- 

laufende Fliche @,. Es werde angenommen, dass letztere keinen Beitrag 
zum Integral (5) liefert; dann bleibt eine Integration iiber die Flichen 
, und @, auszufiihren. Nun macht Kirchhoff plausibel, dass wenigstens 
fiir verschwindend kleine Wellenliinge iiberall an dem vollkommen schwarzen 


Schirm S sowohl wu als ae Null sei, und iiberall in der Oeffnung A 


wu und 5 diejenigen Werthe haben, welche sie dort ohne Vorhandensein 


des Schirmes S bei freiem Leuchten der Lichtquelle Z annehmen wiirden. 
Hiermit verschwindet auch das Integral iiber @, und es bleibt allein das 


Integral iiber die Oeffnung, in welchem fiir « und die leicht zu be- 


rechnenden bei ungehindertem Leuchten des Punktes L giiltigen Werthe 
einzusetzen sind. Das Problem ist somit auf eine einfache Quadratur 
zuriickgefithrt. Dass man sich bei cer Ausfiihrung dieser Quadratur ge- 
wohnlich auf Anniiherungen beschriinkt, welche nur fiir grosse Entfernung 
des Punktes 0 von der Oeffnung und Lage in der Nahe der geometrischen 


12* 
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Schattengrenze zulissig sind, ist eine Verminderung des Giiltigkeitsbe- 
reiches der Theorie, welche sich durch Rechenarbeit chne principielle 
Schwierigkeiten beseitigen liesse. Die einzige, aber sehr wesentliche Schwiiche 


der Theorie bilden die Annahmen iiber die Randwerthe von u und se Priift 


man nimlich nach, welche Randwerthe die Function u, und thre Derivirte 


ou P ‘ 
+ annimmt, wenn man in dem Integral (5) den Punkt 0, von dem aus 


die Entfernungen r gemessen werden, an den Schirm S oder in die 
Oeffnung A (auf die Fliche @,) riicken lisst, so findet man, dass diese 
Randwerthe keineswegs mit den angenommenen Ausgangswerthen iiberein- 


F ‘ . Ou . . * 
stimmen. Allerdings wird u, und an auf dem Schirm in grésserer Ent- 


fernung von der Oeffnung Null, aber um die Oeffnung herum lisst sich 
auf dem Schirm ein Streifen von mehreren Wellenlingen Breite abgrenzen, 


. ou - , 
in welchem sowohl u, als => betriichtliche Werthe annehmen. Ganz 


iihnlich verhalt es sich im Innern der Oeffnung, auf @,. Auch hier stimmt 
nach der Mitte der Oeffnung zu (die Oeffnung als gross gegen die Wellen- 
OU, 
on 
angenommenen Werthen iiberein, wie sie bei ungehinderter Ausbreitung 
des Lichts von Z aus gelten wiirden, aber auch im Innern der Oeffnung 
hat man liings ihres Randes einen ahnlichen Streifen von mehreren Wellen- 
langen Breite abzugrenzen, in welchem starke Abweichungen von diesen 
Ausgangswerthen auftreten. 

Es ist hiernach nicht unverstiindlich, dass die Kirchhoff’sche Beugungs- 
theorie fiir Oeffnungen, die gross gegen die Wellenliinge sind, die Be- 
obachtungsresultate gut wieder giebt. Denn man kann sich vorstellen, 
dass die Wirkung jener Streifen um den Rand der Oeffnung herum ver- 
schwindet, solange die Fliiche der Streifen klein ist gegen die Fliche der 
ganzen Oeffnung. Aber zu beweisen, dass dies nothwendig zutreffe, ist 
eine schwierige Aufgabe, deren Behandlung bislang nicht versucht wurde. 

Mathematisch aber ist die Kirchhoff’sche Beugungstheorie insbesondere 


linge vorausgesetzt) u, und mit den bei der Bildung des Integrals 


deshalb so unbefriedigend, weil die Werthe, welche u, un ae in jenen 


Streifen annehmen, von der Gestalt der Oeffnungen abhiingen und all- 
gemein nicht zu charakterisiren sind, sodass der Kirchhoff’sche Ansatz 
iiberhaupt kein pricise definirtes mathematisches Problem lést. 

2. Neuere Fortschritte. Sollte ein Fortschritt iiber Kirchhoff 
hinaus erzielt werden, so galt es zuniichst, ein solches priicise definirtes 
mathematisches Problem aufzustellen, und dazu musste gerade die Be- 
nutzung ,,vollkommen schwarzer“ Kérper als Schirme, die in Kirchhoff’s 
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Behandlung die einfachsten Resultate giebt, ausgeschlossen werden. Denn 
ex lisst sich keine Randbedingung fiir das Wellenpotential w an der 
Oberfliche eines Kérpers angeben, welche das Auftreten sowohl von 
reflectirten als von gebrochenen Wellen verhindern wiirde. Es liegt dies 


‘ . : ons Ou . 
daran, dass, wie schon oben erwihnt, nicht gleichzeitig « und Z_ an einer 


Fliche gleich Null gesetzt werden kénnen. Herr Voigt*) hat allerdings 
eine mathematische Form gefunden, gestiitzt auf friihere Untersuchungen 
von Herrn Somnierfeld**), welche das physikalische Verhalten schwarzer 
Kérper mindestens mit grosser Anniherung zum Ausdruck bringt. Er 
fasst niimlich die Oberfliiche eines schwarzen Korpers als ,,Verzweigungs- 
fiche“ eines idealen Riemann’schen Raumes auf, durch welche der dem 
ersten Blatt einer Riemann’schen Fliiche entsprechende wirkliche Raum 
mit anderen gedachten Riumen zusammenhiingt, und stellt sich vor, dass 
die Lichtbewegung durch die Verzweigungsfliiche in einen jener gedachten 
Riaiume iibergeht und ebenso aus dem wirklichen Raum verschwindet, wie 
sie von schwarzen Kérpern vernichtet wird. Dabei bleibt aber, wie Herr 
Voigt selbst angiebt, nicht ausgeschlossen, dass ein kleiner Theil der 
Lichtbewegung aus den gedachten Riiumen wieder in den _ wirklichen 
zuriickkommt, und zudem ist das Problem noch immer mit einer gewissen 
Unbestimmtheit behaftet, insofern die Art der Verzweigung des ganzen 
Riemann’schen Raums durch die Form der vorhandenen schwarzen Kérper 
nicht eindeutig bestimmt ist. 

Zu einer klar bestimmten Aufgabe kommt man erst dann, wenn man 
die Lichtbewegung nicht durch vollkommen schwarze, sondern durch voll- 
kommen spiegelnde Schirme aufgehalten denkt. Ein vollkommen spiegeln- 
der Kérper ist nach der electromagnetischen Lichttheorie ein vollkommener 
Leiter der Electricitiit, auf dessen Oberfliche die electrischen Kraftlinien 
stets senkrecht stehn miissen. Soll daher die Beugung des Lichts durch 
vollkommen spiegelnde Schirme gefunden werden, so liuft dies auf die 
mathematische Aufgabe hinaus, eine Lésung des bekannten Maxwell’schen 
Systems partieller Differentialgleichungen zu finden von der Art, dass 
iiberall auf der Oberfliiche der Schirme die tangential zur Oberfliiche ge- 
richteten Componenten der electrischen Kraft verschwinden. 

Uebrigens entspricht die Voraussetzung vollkommen  spiegelnder 
Schirme den Anordnungen bei vielen wirklichen Beugungsversuchen ge- 
wiss ebensosehr, wie die Voraussetzung ihrer vollkommenen Schwiirze. 

Das Beugungsproblem ist zuerst von Herrn Poincaré***) in dieser 


*) Kompendium der theor. Physik Bd. II, 8. 768 und Gétt. Nachr: 1899. Heft 1. 
**) Math. Annalen Bd. 47, 8. 317. 
*“*) Acta Mathematica Bd. XVI, pag. 297. 
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Weise pricisirt und fiir den speciellen Fall der Beugung an einem ,,graden 
Rand“ in Angriff genommen worden. Unter einem ,geraden Rand“ ist 
hier und im folgenden die gerade Kante einer unendlichen und unendlich 
diinnen Halbebene zu verstehen, welche den beugenden Schirm bildet. 
Wihrend aber Herr Poincaré sich auf eine niiherungsweise Lésung fiir 
Punkte in grosser Entfernung von der Kante beschrinkt hat, ist Herr 
Sommerfeld*) spiterhin die exacte und vollstiindige Lésung des ganzen 
Problems gelungen. Diesem ersten und bisher einzigen Beispiel der 
exacten Behandlung eines Beugungsproblems fiigt die gegenwiirtige Arbeit 
ein zweites hinzu, sie behandelt die Beugung des Lichts durch einen Spalt 
mit unendlich langen parallelen Kanten. 


§ 2. | 
Inhaltsiibersicht. 


3. Vorbemerkungen. Es liegt nahe, das Problem der Beugung 
durch einen Spalt, durch zwei grade Riinder, in analoger Weise in Angriff 
zu nehmen, wie von Herrn Sommerfeld (1. c.) die Beugung an einem Rand 
behandelt worden ist. Die Rolle, welche fiir den graden Rand den Bessel’- 
schen Cylinderfunctionen zufillt, spielen fiir den Spalt die Functionen des 
elliptischen Cylinders und wie jene als Grenzfall der Kugelfunctionen 
erscheinen, bilden diese einen Grenzfall der Lamé’schen Functionen. In- 
dessen trifft man bei einem Versuche, von der Theorie der Lamé’schen 
Functionen auszugehen, auf Sehwierigkeiten, die der verwickelten Natur 
der Lamé’schen Functionen entspringen und ein Vordringen von dieser 
Seite vorliufig zu vereiteln scheinen. 

Ich habe zur Lésung des Problems ein Niherungsverfahren einge- 
schlagen, das nicht nach einer derartigen Analogie gebildet ist, sondern 
aus einer directen Verwendung der von Herrn Sommerfeld erhaltenen 
Resultate entspringt. 

Eine Bemerkung ist vorauszuschicken. Es handelt sich in gegen- 
wirtiger, wie in Herrn Sommerfeld’s Arbeit stets nur um die ,,ebenen“ 
Probleme. Es wird die Lichtquelle als eine zu dew Schirmkanten parallele 
leuchtende Linie oder als unendlich entfernt in einer zu den Schirmkanten 
senkrechten Ebene vorausgesetzt, sodass der ganze Bewegungszustand nur 
von zwei in dieser Ebene zu zihlenden rechtwinklichen Coordinaten ab- 
hiingig wird. Im folgenden habe ich mich, um das ohnehin verwickelte 
Problem ein wenig zu vereinfachen, noch weiter auf den wichtigsten 
Specialfall beschriinkt, dass die Lichtquelle in einer auf der Schirmebene 


*) Math. Annalen 1. c. 
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senkrechten Richtung unendlich weit entfernt ist, dass das Licht normal 
auf den Spalt auftrifft. 

4. Methode der Lésung. Das ebene Problem fiir den Spalt reducirt 
sich leicht auf folgende Aufgabe: eine Function u zu bestimmen, welche 
iiberall im Raume der Differentialgleichung: 


oe oe? 
(6) gat t+ gye + Mu = 0 


geniigt und welche selbst oder deren Normal-Derivirte auf dem Schirm S 
vorgeschriebene Randwerthe annimmt. Wir wollen hier der Einfachheit 
wegen nur den ersten Fall in’s Auge fassen, dass die Randwerthe fiir 
selbst vorgeschrieben sind. 

Der Schirm besteht aus einer unendlichen ebenen, unendlich diinnen 
Platte, aus der ein Parallelstreifen, der Spalt, herausgeschnitten ist. 

Die Schirmhilften zu beiden Seiten des Spaltes, aus welchen sich der 
ganze Schirm S zusammensetzt, unterscheide man als rechte Schirmhiilfte R 
und linke Schirmhilfte Z. Denkt man sich fiir einen Augenblick die 
linke Schirmhilfte fort und die Werthe « nur auf der rechten Schirm- 
hilfte vorgeschrieben, so kann man die hieraus entspringende Randwerth- 
aufgabe sofort lésen: Aus einer gewissen von Herrn Sommerfeld con- 
struirten, aber von ihm nicht weiter verwandten Function U lisst sich 
nimlich unmittelbar eine andere Function g herstellen, welche als Green’sche 
Function fiir diese Randwerthaufgabe betr: ~htet werden kann. Denn diese 
Function g hat die Eigenschaften, iiberall 1m Raume der Differentialglei- 
chung (6) zu geniigen mit Ausnahme eines Punktes 0, in welchem sie 
unstetig wird, wie der Logarithmus der reciproken Distanz von diesem 
Punkte, und iiberall auf der rechten Schirmhilfte Null zu sein. Sind wu 
die fiir die gesuchte Lésung von (6) auf der rechten Schirmhiilfte vor- 
geschriebenen Randwerthe, so bilde man: 


(7) u(0) = + J des os 


das Integral iiber die Oberfliche w der rechten Schirmhilfte erstreckt und 
unter » die fiussere Normale auf dem Schirm verstanden. Dann lehrt der 
(hier auf die Ebene anzuwendende) Green’sche Satz, dass u(0) als Function 
des Ortes des Punktes 0 die Differentialgleichung (6) lést und auf der 
rechten Schirmhilfte die Randwerthe w annimmt, also die Lésung der 
gestellten Randwerthaufgabe ist. Im Grunde ist dabei freilich voraus- 
gesetzt, dass man der Existenz einer Function w von diesen Eigenschaften 
im Voraus gewiss sei. Da dies nicht der Fall ist — da ausreichende all- 
gemeine Existenzbeweise fiir Lésungen der Differentialgleichung (6) mit 
vorgeschriebenen Randwerthen noch nicht vorliegen, ist der Existenzbeweis 
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eigens zu fiihren, was aber grade auf Grund der Darstellung (7) von u 
leicht wird. 


Ganz ahnlich kann man sich die rechte Schirmhilfte entfernt denken 
und eine Lésung von (6), ein ,,Wellenpotential“ suchen, welches auf der 
linken Schirmhilfte vorgeschriebene Randwerthe w annimmt. Die Lésung 
dieser zweiten Randwerthaufgabe erhalt man mit Hiilfe einer ebenso zu 
gewinnenden Green’schen Function g’ in der Form: 


= [aon 
(8) u(0) = | dau =: 


Das Integral ist nun iiber die linke Schirmhiilfte erstreckt. Hiermit sind also 
die Randwerthaufgaben fiir die beiden einzelnen Schirmhilften gelést. 
Die Lésung der Aufgabe fiir den ganzen Schirm, fiir den Spalt, gelingt 
durch ein Anniherungsverfahren, welches aus einer fortwihrenden ab- 
wechselnden Lisung dieser beiden auf die einzelnen Schirmhiilften beziig- 
lichen Randwerthaufgaben besteht. 

Man gehe aus von den vorgeschriebenen Randwerthen w auf der rechten 
Schirmhialfte R und bilde nach (7) ein Wellenpotential, welches diese Rand- 
werthe annimmt und welches mit wu, bezeichnet werden mége. Auf der linken 
Schirmhilfte LZ wird dieses Wellenpotential gewisse von Null verschiedene 
Werthe annehmen. Man suche die Erginzung dieser Werthe zu den auf 
L vorgeschriebenen Randwerthen und bilde mit Hiilfe derselben nach (8) 
ein zweites Wellenpotential u,. Die Addition der beiden Wellenpotentiale 
ergiebt eine Function u, + u,, welche auf LZ die vorgeschriebenen Rand- 
werthe annimmt und welche dasselbe auf R leisten wiirde, wenn nicht 
das zweite von L ausgehende Potential uw, auf R von Null verschiedene 
Werthe erhielte. Um wieder auf R die vorgeschriebenen Randwerthe her- 
zustellen, hat man in (7) fiir w diese Werthe, welche das von Z ausgehende 
Wellenpotential u, auf R annimmt, mit negativem Vorzeichen einzusetzen 
und das entstehende Wellenpotential u, zu wu, + u, zu addiren. Die Func- 
tion u, + uw, + u; ergiebt nun wieder auf R die vorgeschriebenen Rand- 
werthe, hingegen lisst sie einen kleinen Rest auf L, weil u, auf DZ nicht 
Null ist. Man bilde mit Hiilfe der negativ genommenen Restwerthe nach 
(8) ein viertes Wellenpotential u, und addire es zu den vorigen. Dann 
entsteht eine Function, die auf Z die vorgeschriebenen Werthe annimmt, — 
und so fort gehend erhilt man stets Functionen, die auf der einen Schirm- 
hialfte die vorgeschriebenen Randwerthe liefern, wihrend sie auf der andern 
einen Rest lassen. Wenn der Rest bei stindiger Fortsetzung derselben 
beiden Operationen schliesslich verschwindet, so muss man auf diese Weise 
eine Lésung des Beugungsproblems fiir den Spalt erhalten. 

Das Verfahren ist kurz zu charakterisiren als ,ein fortwiahrendes 
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Hiniiber- und Hertiberwerfen der Randwerthe von der einen Schirmhiilfte 
auf die andre“ Es ist ein besonders gliicklicher Umstand, dass die im 
Allgemeinen recht complicirte Function g einen sehr einfachen Ausdruck 
annimmt, sobald der Punkt 0 in die Schirmebene riickt, sodass die Wirkung 
des Heriiberwerfens verhiltnissmiissig leicht zu iibersehen ist. So viel 
schien von vornherein héchst plausibel, dass das Verfahren convergent 
sein wiirde, wenn man den Spalt breit gegen die Wellenliinge voraussetzte. 
Infolge jenes Umstandes hat sich aber der Nachweis der Convergenz des 
Verfahrens fiir jeden noch so engen Spalt erbringen lassen. 

Fiir den zweiten Fall, dass nicht die Randwerthe von w selbst, son- 
dern seiner Normalderivirten vorgeschrieben sind, liessen sich auf ganz 
ihnlichem Wege entsprechende Resultate gewinnen. 






























5. Resultate. Hiermit ist eine Lésung des Problems erreicht, welche 
den Mathematiker etwa in dem Sinne befriedigen kann, wie die Lésung 
einer speciellen Aufgabe der Potentialtheorie durch Neumann’s Methode des 
arithmetischen Mittels. Es ist jedenfalls der strenge Nachweis erbracht, 
dass eine Lésung der gestellten Randwerthaufgabe iiberhaupt méglich ist, 
was bekanntlich bisher nur nach dem ,,Rayleigh’schen Princip“ wahrschein- 
lich zu machen war, aber keineswegs mit Sicherheit fest stand. 

Indessen reicht diese Form der Lésung auch aus, um eine Reihe von 
physikalischen Folgerungen abzuleiten. Wenn niimlich der Spalt sehr 
breit gegen die Wellenliinge ist, convergirt das Niherungsverfahren so 
rasch, dass man die héheren Glieder gegeniiber den ersten Gliedern w,-+ uy 
vernachliissigen kann — von solchen Fallen abgesehen, wo die ersten 
Glieder selbst sehr klein werden. Dadurch lisst sich erweisen, dass die 
bekannte aus der Kirchhoff’schen Theorie entspringende Formel fiir die 
Intensitat des durch einen Spalt gebeugten Lichts: 


- .. 2 2 
sai (= a _ x) (d Spaltbreite, 2 Wellenlange, 


(9) ha z, Beugungswinkel) 


m sin ¥ 


bei weitem Spalt und bei kleinen Beugungswinkeln eine gute Anniherung 
an die strenge Theorie darstellt. Wir erhalten also eine strenge Bestitigung 
der auf mathematisch unzuldssiger Grundlage abgeleiteten dlteren Formel fiir 
die Fille, in welchen fiir die dltere Theorie tiberhaupt Giiltigkeit zu ver- 
muthen war. Ferner findet sich eine neue exaktere Formel fiir die Intensitits- 


sin (= 4 sin z) 
(10) Peat = —+ 
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welche sich bei wachsender Spaltbreite auch fiir immer gréssere und grossere 
Beugungswinkel der strengen Theorie anschliesst. 

Weitere Folgerungen sind die, dass bei breitem Spalt abgesehn von 
den ganz grossen Beugungswinkeln in der Nihe eines Rechten keine 
Polarisation des gebeugten Lichtes eintritt, dass hingegen eine Phasenver- 
schiebung zwischen den Schwingungscomponenten parallel zum Spalt und 
senkrecht zum Spalt besteht. 

Schliesslich findet man hier auch die strenge Grundlage fiir die Theorie 
der Beugung von Impulsen durch einen Spalt, welche Herr Sommerfeld*) 
kiirzlich in Riicksicht auf die Beugung der Réntgenstrahlen ausgefiihrt hat. 

Was der Lésung durch das Niherungsverfahren fehlt, ist die Be- 
rechenbarkeit — wenigstens die practisch durchfiihrbare — der héheren 
Glieder und damit des ganzen Intensititsverlaufs fiir enge Spalten. Diese 
Liicke méglichst auszufiillen, ist ein zweiter spiter folgender Theil dieser 
Arbeit bestimmt. 

Es sei noch angedeutet, dass die Lésung auch andrer Beugungs- 
probleme, z. B. der Beugung durch eine kreisférmige Oeffnung, mit Hiilfe 
ganz ahnlicher Niiherungsmethoden und daraus folgend eine begrenzte 
Bestiitigung der Kirchhoff’schen Theorie auch fiir andere Fille als méglich 
vorauszusehen ist. 


§ 3. 
Die Green’schen Functionen fiir den einfachen graden Rand. 


6. Die beiden Randwerthaufgaben fiir den einfachen Rand. 
Wie im vorigen Paragraphen erwiihnt wurde, griindet sich die Lésung 
des Beugungsproblems fiir den Spalt auf die — im Wesentlichen — bereits 
aus Herrn Sommerfeld’s Untersuchungen zu entnehmende Lésung ge- 
wisser Randwerthaufgaben fiir den einfachen graden Rand. Genau pri- 
cisirt sind es folgende Aufgaben fiir den graden Rand, die in Betracht 
kommen. Wir wihlen als Nullpunkt einen Punkt der graden Kante 
selbst, den Schnitt des Schirms mit einer zu ihm senkrechten Ebene als 
positive y-Axe, senkrecht dazu die x-Axe, benutzen aber auch Polar- 
coordinaten 7, mo, wobei auf der einen Schirmseite S,: qm 0, auf der 
andern S,: qm = 22 sein soll. Die erste Aufgabe ist nun die: Eine Func- 
tion « zu suchen, die iiberall der Differentialgleichung: 


P d*u du js 
(11) Tat qt Bu=0 


geniigt, iiberall nebst ihren ersten Derivirten endlich und stetig ist und 
nur unstetig werden darf fiir 0, y>0, beim Uebergang von einer 








*) Zeischrift fiir Mathematik und Physik. Bd. 46. 1901. 
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Schirmseite auf die andere. Die Function muss, wenn man sich fiir 
y > 0 dem Werth x = 0 nihert, vorgeschriebene und eventuell fiir beide 
Schirmseiten verschiedene Werthe annehmen. Ferner muss sie im Un- 
endlichen von der Form auslaufender Wellen sein — ein Ausdruck, der 


+x 
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Fig. 2. 


unten seine nihere Erlaiuterung finden wird. Bei der zweiten Aufgabe ist 
nur so viel geiindert, dass an Stelle von uw der Differentialquotient = auf 
beiden Seiten des Schirmes S, und S, vorgeschriebene Werthe annehmen 
muss; vorliufig wollen wir uns durchaus auf die erste Aufgabe beschrinken. 

7. Die Green’sche Function fiir die 1. Aufgabe. Die Rolle 
der Green’schen Function fiir die erste der beiden Randwerthaufgaben spielt 
der folgende Ausdruck: 


(12) I(%o, Por % PY) = U(r, Gor 7, P) — Ul, Po % — FY); 
worin U die in Herrn Sommerfeld’s Arbeit (Math. Annalen Bd. 47, pag. 351) 
auftretende Function bedeutet: 











; 1 > . sin = da 
U(%; Por 7) ) = aén { Uy (k Vr? r'— 2rry cos «) : =. 
e — — —_—— — 
cos > — cos 


U und g hangen ab von der Lage eines ,,Argumentpunktés“ r, m und 
eines ,,Parameterpunktes“ 7), g,. Unter U, ist die Bessel’sche Function 
zweiter Art verstanden: 


(13) Uy (2) = f duc-tsemis, 
0 
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welche mit Heine’s Cylinderfunctionen erster Art J(z) und zweiter Art 
K(z) durch die Relation: 


Uy (2) = K(e) — ‘2 J(e) 


zusammenhangt. Die Integrationsvariable « ist complex und in der «-Ebene 
iiber einen Weg A zu fiihren, der an folgende Bedingungen gebunden ist. 


Man trage in der a-Ebene 
Q=rt0o 


| die Punkte ein, fiir welche 
: r--7r,°—2rr, cos a=0 
S aw : : 


ist; das sind zwei con- 
(A) jugirte Punkte P, P, auf 
der imaginiren Axe, und 
eine .Reihe von Punkten 
P|’, P, u. 8. w., deren 


- 


= Abscissen um Vielfache 
von 2x gegen die Ab- 
a\-t ao cl a-20 scissen von P, und P, 
vermehrt oder vermindert 
sind. Der Weg (A) be- 


ginnt nun im Positiv- 

















z P mil ; 
imaginiir-Unendlichen 
zwischen oder auf den 
aa ics Geraden pars real. c—=—z 
ig 3. 


und pars real. «0, bleibt 
stets oberhalb der reellen Axe, liuft aber zwischen P, und der reellen 
Axe hindurch und kehrt zwischen oder auf den Graden pars real. « = 
und pars real. « = 2z in’s Positiv-imaginiir-Unendliche zuriick. Die Wurzel 





Vr? + r,2—2rr, cos machen wir eindeutig, indem wir von den Punkten 
P,, P,’ u. s. w. parallel zur imaginiiren Axe Sperrlinien S,, S,’ in’s Un- 
endliche ziehn, und schreiben ihr auf der reellen Axe den positiven Werth 
vor. Es wird spiter zu betrachten sein, wie weit der Weg A in jedem 
Falle deformirt werden darf. 

Man sieht der Function g an, dass sie fiir gp = 0 und m = 22, wenn 
also der Argumentpunkt von der einen oder andern Seite auf den Schirm 
riickt, verschwindet. Aus Herrn Sommerfeld’s Herstellungsweise der 
Function U geht hervor, dass sie selbst und damit auch g der Differential- 
gleichung (11) geniigt. Ferner lisst sich zeigen, dass gy nur im Para- 
meterpunkte d. h. fiir 77), pg =, unstetig wird und zwar wie der 
Logarithmus der reciproken Distanz von diesem Punkte. Diese Higen- 
schaften qualificiren die Function g zur Green’schen Function fiir die 
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eingangs gestellte Randwerthaufgabe. Wenn wir wiissten, dass es eine 
ausserhalb des Schirms iiberall endliche und stetige Lésung der Differen- 
tialgleichung giibe, welche auf dem Schirm vorgeschriebene Werthe w an- 
nihme, so wiirde dieselbe durch das iiber beide Seiten des Schirmes zu 
erstreckende Integral: 


(14) 2xu(O) = fds M u. 


geliefert werden, unter der weiteren Voraussetzung, dass ein ihnliches 
iiber einen unendlich grossen Kreis zu fiihrendes Zusatzintegral verschwinde. 
Da aber die Theorie der Differentialgleichung (11) noch nicht bis zu 
einem allgemeinen Existenzbeweis fiir Lésungen in grésseren Gebieten 
durehgebildet ist, so miissen wir den Existenzbeweis im speciellen nach- 
liefern, also zeigen, dass diese Integraldarstellung wirklich die vorge- 
schriebenen Randwerthe liefert, dass sie der Differentialgleichung (11) 
geniigt und sich im Unendlichen verhilt, wie es der physikalischen Natur 
unsrer Aufgabe entspricht. 

Eine Specialisirung kénnen wir schon hier vornehmen. Wir werden 
es stets nur mit auf beiden Schirmseiten gleichen Randwerthen w zu thun 
haben und kénnen daher statt des obigen Integrals schreiben: 


22u(0) = far (38 + 3}: 


- og 1 ég " =_——— 
Da fir mo = 0: in," De und fiir g = 22: i 


oe as 

On, : om Oi {G6),_. (55) vel 
und daraus ergiebt sich leicht mit Hiilfe von (12), wenn wir noch die 
Abkiirzung G einfiihren: 


an 5 
r 


Je ist, so gilt: 


(15) 2x u(0) — fare G, 





(16) G=G(r, P»7) = -—~ sin % {0 kVre+r2— 2rr, cos a) sin 5 


en 


1 1 


| 
, | (cos 5 — cos ee" sf (cos i cos 2%) 


8. Verschiedene Formen von G. Um die zu dem Existenzbeweis 
von u(0) néthigen Higenschaften des Ausdrucks G leichter erkennen zu 
kénnen, nehmen wir einige Umformungen mit ihm vor. 
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In Bezug auf die Bessel’sche Function U,(z) sei vorausbemerkt, dass 
sie zu singuliiren Punkten nur den Nullpunkt und den unendlich fernen 


Punkt hat. 
(17) 
Im Unendlichen hat sie den Grenzwerth: 


U, (2) -Vz ee i) 


aU, (2) 


dz 


(18) 
Fiir die Derivirte: 


U; (2) = 


Im Nullpunkt wird sie unstetig in der Form: 


U, (2) = log = + funet. cont. 


ergiebt sich daraus die Unstetigkeit im Nullpunkt: 


(19) 


und der Grenzwerth im Unendlichen: 


U, (2) =— iVz . (: * 


4 


(20) 


U, (2) = — > + funet. cont. 


) 


Der Verlauf des obigen Integrationswegs (A) aus und nach dem Unend- 


lichen ist so gewahlt, dass der Ausdruck —iz—=—ik Vr+r2—2rr, cosa 
im Unendlichen keinen reellen positiven Theil bekommt, sodass der ganze 

















Q=+ too 
L 
(A) 
(A) 
P, r ‘Pp’ 
fe \_ 
-# 7) WY ad +2r 
74 PF 
&--t0o 





Integrand von G auf 
den entfernten Theilen 
des Integrationswegs 
hinreichend klein wird, 
um trotz der unendlichen 
Weglinge nur einen 
endlichen Beitrag zum 
Integral zu liefern. 

Im LEndlichen hat 
man als Unstetigkeits- 
punkte zunichst die 
schon oben in die Figur 
eingezeichneten Punkte 
P,, P.u.s. w.,in welchen 
das Argument von Uj, 
die Wurzel 
Vr+r.2—2rr, cos a 
verschwindet, 
dem aber die Punkte: 





ausser- 








en 
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cos = cos Ye oder a—-+9,+ 4nz 
und n ganzzahlig. 
cos = = — cos %e oder «@ =:-+ (2a—gqy) + 4nz. 


In dem Intervall — z bis + 2 befinden sich immer zwei von diesen 
Punkten, 


niimlich im Falle go, <x im Falle » >2z 
der Punkt Q,: «= — gy der Punkt Q,: «——(21—q,) 
und der Punkt Q,: « = -+ g, | und der Punkt Q,: a= -+ (24%—q,). 


Die Punkte Q, und Q, liegen in beiden Fallen symmetrisch zum 
Nullpunkt. 

Man kann nun den Weg (A) in folgender Weise deformiren, ohne 
einen Unstetigkeitspunkt zu iiberschreiten. Man gehe vom Unendlichen 
her lings der Graden pars real. « = — a bis zur reellen Axe, dann weiter 
lings der reellen Axe, dabei den Punkt Q, durch einen kleinen Bogen 
nach oben umgehend, bis man in die Nahe des Punktes QY, kommt. Hier 
mache man einen kleinen Bogen nach unten, der zu dem Bogen iiber Q, 
vollig symmetrisch ist, kehre aber an der reellen Axe wieder um und 
umkreise den Punkt Q, einmal vollstiindig im Sinne des Uhrzeigers, bis 
man von neuem auf die reelle Axe trifft. Dieser gehe man dann entlang 
bis zum Punkt « =-+a und kehre lings der Geraden pars real. « = -+-2 
in’s Unendliche zuriick. 

Der Integrand von G wechselt mit @ sein Vorzeichen. Es wird 
daher das Integral iiber den Weg von «=—za bis «a—-a, wenn man 
die eine vollstiindige Umkreisung von @, ausnimmt, Null und es kann 
demnach der Integrationsweg in die folgenden drei Stiicke aufgelést 
werden: 1) Vom Unendlichen lings der Graden pars real. « = — 2 bis 
«=--a. 2) Umkreisung von Q,. 3) Von « =-- lings der Graden 
pars real a = -+ 7 ins Unendliche. Die Integrale iiber diese Strecken 
wollen wir mit G,, G,, G, bezeichnen. Man setze zuniichst in G,: 


Po 


2= cos =, &y = C08 > 


re] e 


Dann geht ig iiber in: 


G, = — sin tf O(kVir+r)2—4rr, Errge) ds | ZI +G — oe 


Qinr 
—+ 1 sin® {| [ MoleVo+roy —derrgst)de| = ceca 


Das Integral ist um den Punkt Q, herum zu nehmen. Es ist aber 
in Q im Falle p»< a: a=—-+q,, demnach z=42. Hingegen im 
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Falle g, > ist in Q,: « = 2a — gq, und demnach z = — 4. In Bezug 
auf z ist also im ersten Falle um den Punkt 2 = 2, im zweiten um den 
1 
% of z 
der Klammer im Integranden keinen Beitrag zum Integral, weil er in dem 
vom Integrationsweg umschlossenen Gebiet stetig bleibt, im zweiten Fall 


aus demselben Grunde der Theil - : -: Was in jedem Fall iibrig bleibt, 


ist von der Form des Cauchy’schen Integrals der Functionentheorie, lisst 
sich nach dem Cauchy’schen Satze ausfiihren und ergiebt: 


Punkt z= — z, zu integriren. Im ersten Fall liefert der Theil 


G, = ++ sin ® ds U,(k Vr re)? — 4rro%?) 


oder: 





G,=+- = te: U, (kV? + v2 — 2rr, cos Po) 
wobei — ein Gebrauch der von jetzt an beibehalten werden soll — das obere 
Zeichen fiir m, <2, das untere fiir m, > gilt. 

Es ist weiter G, und G, zu behandeln. Man ersetze in G, « durch 
—a-iv, dann hat man von v=-+ co bis v=0 zu integriren. Ebenso 
ersetze man in G, « durch + iv, wo dann von v= 0 bis v= + 
zu integriren ist. Man erhiilt leicht: 





iv 
6, = 6, — hain [U, (kVr? + 7? + 2rr, cos iv) cos ; 


4nur 


| \ 2 { 2 
ala 
SS ge 5 ———— } }- 
[\ sin 7 — cos % sin —” + + cos - ¥e x} | 


Nunmehr wird der vollstiindige Ausdruck von G, wenn man noch in G, 
die: Differentiation nach g, ausfiihrt: 

Y Y — 2 ° kD 
(21) G(r, Po, 7) = G, + G, + G, = + 27, sin Yk — AED) 


1 iv | 1 1 
+ Qnr sin r* ef Uy (k D ) cos oO dv ele i v %\2 ob ‘. aa _ %\? , 
« | (sin q ~~ 098 ) (sin 5 — + cos = 9 ) 


wobei zur Abkiirzung gesetzt ist: 
= Vr +r? —2rr, cos g,, D=YVr+r2+ 2rr, cosiv. 


Beachtet man, dass der hier auftretende Integrand, wenn man den 
Factor U, abscheidet, ohne weiteres integrabel ist und fiihrt in Riicksicht 
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auf diesen Umstand eine partielle Integration aus, so findet man als 
zweiten Ausdruck fiir G: 








¢ : << . , U, (kD) 
(22) G(r, Po» r) =-+ 2r5 sin Pok —— 
ao 
_& ry sin 2 { Ui ED) ay | sin év sin iv 
ad 2 D . $9 Po . 10 Po 
¢ | sin 7 oS sin - -++ cos y 


0 2 
Aus den beiden Ausdriicken (21) und (22) von G lassen sich unmittelbar 
seine wichtigsten Eigenschaften erkennen. Man bemerkt nimlich sofort, 
dass das in (22) auftretende Integral stets endlich und stetig ist, von dem 
einzigen Fall abgesehn, dass r = 7, = 0 ist. Das Glied vor dem Integral 
wird unstetig nur in dem Fall, dass D = 0 wird, worunter auch der Fall 
r=r,=O0 fallt. Demnach wird iiberhaupt G nur unstetig im Falle D = 0, 
wenn also der Parameterpunkt r,, p, von der einen oder andern Seite auf 
den Schirm riickt oder analytisch ausgedriickt, wenn 
Y =7, Po=O oder 2x 
ist. Sehen wir von dem Falle 7, = + =O ab, so wird die Unstetigkeit 
durch das erste Glied allein bestimmt und erhiilt nach (19) die Form: 
‘ j 2r, si 
(23) G = + 27, sin My Pa =+ 7 +7, Say ge - #, 
wobei F' stetig und fiir D = 0: 
(24) lim F = 1 
wird. 
Das Verhaiten von G fiir grosses r erkennt man am bequemsten aus 
dem Ausdruck (21). Das erste Glied wird fiir grosses r, und damit 


grosses D, nach (20) klein wie = Unter dem Integral ist das Argu- 
D? 


ment von U, stets grésser als k(r-++-r,). Man schliesst daraus leicht mit 
Hiilfe von (18), dass das ganze Integral fiir grosses r klein wird wie 


1 : ° ‘ . . 1 
ela Sein Beitrag zu G wird also klein, wie —-——-—- Daraus 
r--%) 


folgt alles in allem,. dass fiir wachsendes r der Ausdruck G klein wird 


Were 


von der Ordnung — 
r 
9. Existenzbeweis der Lésung der 1. Aufgabe. u(0) hat die 
vorgeschriebenen Randwerthe u. Mit Hiilfe der abgeleiteten Higen- 
schaften von G wollen wir nun die Eigenschaften des Ausdrucks: 


(25) u(O) = - J dru G(r, Po, ") 
% 


Mathematische Annalen. LV. 
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studiren, wobei wir die vorgeschriebenen Randwerthe u und ihre erste 
Derivirte nach r tiberall auf dem Schirm — fiir alle Werthe von r — als 
endlich und stetig voraussetzen. 

Zunichst lisst sich zeigen, dass u(0) in wu tibergeht, wenn man den 
Abstand 2, = 7) sin g, des Parameterpunktes vom Schirm verschwindend 
klein werden lisst. Setzt man nimlich G = 1, sin gH, also: 


u(0) =r, sin Mo o farwH, 
0 


* so sieht man, dass alle endlichen Theile des Integrals fiir verschwindendes 
7% Sin g, zu u(0) nichts beitragen kénnen. Auch muss nach dem eben fiir 
G abgeleiteten Resultat bei wachsendem rv die Grésse H klein werden 
wie .& sodass auch die unendliche Liinge des Integrationswegs nur einen 
r? 
endlichen Beitrag zum Integral liefern kann, der mit dem verschwinden- 
den Factor r, sin g, multiplicirt, selbst verschwindet. Es sind daher nur 
solche Stiicke des Integrationsintervalles zu beriicksichtigen, in welchen 
H unstetig wird. Das geschieht aber nur in dem Punkt des Schirms, an 
welchen der Parameterpunkt heranriickt, allein fiir r—yr,. Ist also ¢ 
eine beliebig kleine Grésse, so kann man setzen: 
Tote 
ar li : : iii eel 1 : 
Fir lim 79 sin gy = 0: (0) = 7 sin py 5— J dru. 


To—e 


In der Nahe des Parameterpunktes hat aber H nach (23) den Ausdruck: 


2F 
(26) a. r+ 1? — 2rr, cos @, 
Daher wird in Riicksicht auf die Stetigkeit von u, die Kleinheit von « 
und die Gleichung (24): 








Tote 
1 ’ 2dr 
u(0) —_ + Qn Vo Sin Po U(7) rt r,* — 2rr, cos P : 
To—e 


Die Ausfiihrung des Integrals giebt: 


1 un 1—co ‘0. ‘o (i—o ewes 
(0) = mre) [are tg WOE OE * — are tg Oe — 
und daraus folgt fiir lim gp, = 0 oder lim g, = 22: 
u(O) = u(r). 
Hiermit ist das gewiinschte Resultat bewiesen, dass «(0) auf beiden Seiten 
des Schirmes die Randwerthe « annimmt. 











oOo YF" 
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10. Nachtrag fiir Punkte in der Schirmkante. Indessen sind 
im vorigen noch die Punkte in unmittelbarer Nahe der Schirmkante, die 
sehr kleinen Werthe von r,, auszunehmen, da fiir diese +, und r gleich- 
zeitig sehr klein und daher die Ausdriicke (23) und (26) ungiiltig werden. 
Um den Beweis fiir diese Punkte nachzutragen, bezeichne man den vor- 
geschriebenen Randwerth von wu fiir » 0, an der Schirmkante, mit u, 
und setze: 

U=&%+Pr-w. 

Dabei wird w eine stets endliche Grésse sein, weil wir die Endlichkeit 
von oa vorausgesetzt haben. Der Ausdruck (25) von u(0) zerfallt damit 


in zwei Theile: 


wo 


, 1 
uw (0) = u, far G(r95 Pos ) 


0 
und 


es 


u” (0) = - drrw G(r, Po, *)- 
0 


Von u’(0) wird sich spater zeigen, dass es iiberall auf dem Schirm, auch 
in der Schirmkante, den Werth wu, hat. Es kommt also hier nur darauf 
an, zu zeigen, dass w”(0) in der Schirmkante, fiir verschwindendes 1), 
verschwindet. Setzt man in w’(0) wieder G = 71, sin gH, so folgt wie 
oben, dass es geniigt, diejenigen Theile des Integrationsintervalls in Betracht 
zu ziehen, wo H unstetig wird, das ist die Nachbarschaft von rr, oder, 
wenn 7, schr klein ist, die sehr kleinen Werthe von r. Es gilt also: 


e 


(27) fiir lim 7, sin g, = 0: u" (0) = = f arrw G(%) Po» *)> 
o 
wobei ¢ eine sehr kleine Grosse ist. 


Nun ist die Unstetigkeit von G fiir sehr kleines ry) und r zu unter- 
suchen. Geht man aus von dem Ausdruck (22) und bezeichnet das in 
demselben auftretende Integral mit J, so wird: 


“ur (k 2tp,2-orr.cosiv). . | : : | 
J= / U, (i V Fr? 2rr, eosin) sinivdv 4 7 4 ) 


pt pe — ~ Se 
V+’ +217, costv [sin —cos™ gin + cos %| 
2 2 2 





2 


0 


. $0 ? ° . 
Setzt man sin ~ = 7§, so schreibt sich J: 


ea Wire ytLarn it 1 
Jam 4 U,V e Fro) Arrok") Edt _—_— . a 
Pm Vor+ Oe 4rry °° f+ 7 cos = ¢ —icos Po 


0 


= 
“ 


13* 
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oder durch leichte Umstellungen: 


i) 


8 1 ° 
= . U, (k 2464 2) V4 
J ak ( Vir+r) + rro§ ) V re a Ve+ Cer “gf eost™ 


und daraus folgt: 











oo) 


dt 1 g 

Mod J <——- M -- : — r 
. if i 4 + 1)? Po 
(ry) 4 V Ve $ ee £? + cos* ; 





wobei: 
M das Maximum des Moduls von //4r7,@ U,(kV(r--r,)?-+ 4r7 ©) 
im Integrationsintervall bedeutet. 
Setzt man: 7? = 4rr,f, so ist M das Maximum des Moduls von 


V=Vn UkVe +n) +9). 
Fiir alle grésseren endlichen und nach (20) auch fiir alle unendlichen 
Werthe nimmt V missige endliche Werthe an. Fiir kleine Werthe von 7 
ist nach (19) nahe: 





Vu —+ — . 
Vir+r)* + a 
Das Maximum des Moduls dieses Ausdrucks tritt ein fir y=—r-+1, 
1 

kY2(r-+15) 
Maximum wichst mit abnehmendem r +- 7, in’s Unendliche, wihrend die 
fiir gréssere Werthe von y eventuell eintretenden Maxima stets endlich 
bleiben. Fiir hinreichend kleines r +7, ist daher dieses Maximum das 
grésste, es folgt also: 





und ist gleich ; dieses fiir kleine Werthe von » eintretende 





1 
RVR) 
Setzt man jetzt: 
A 
(28) J = — 
(rr) Vr#r) 
so folgt: 
¢? 
Mod A < — ri . . 
VE 2 7 a+r)? 1) ¢? 2 Po 
Ve+ ~ art, —s 


Dieses Integral ist offenbar stets eine endliche Grésse, sodass A endlich 
sein muss. 

Fiihrt man nun den Ausdruck (28) fiir das Integral in (22) ein und 
ersetzt zugleich das erste Glied in (22) durch seinen Ausdruck (23), so folgt: 


Sun 4 27, sin My 7453 aa % 1 1 
ils rr)t Ve +r, 











— r* + 7,?— 2rr, cos g, 











rw 


— >, wah 


~~ mi ie mm wo OfelUulCOlCUCUL CU 


7 


— oh’ ine. 





chen 
on 4 


+1, 
ende 
| die 
llich 

das 


llich 


gt: 
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wo F und A’ endliche Gréssen sind. Fiihrt man dies weiter in (27) ein 
und beriicksichtigt, dass man wegen der Kleinheit von ¢ w durch einen 
Mittelwerth w und F' nach (24) durch 1 ersetzen darf, so folgt: 








e 
- ya 1 . = rar } . Fo — drrt J 
u O)=+tZ% tate 7 ee Wea 
0 0 


Von dem zweiten Integral sieht man sofort, dass es stets endlich ist, weil 
der Integrand nicht einmal fiir 7 — 0 zur —1. Ordnung unstetig wird. 


Demnach verschwindet sein Product mit ri » Wenn 7 = 0 wird. Das erste 
Integral giebt ausgefiihrt: 





Vr? + 8? — 27, cos g, 
" 





u” (0) = + + Y SiN Py W log 
& — Ty COS My ™ 

% > a ak: fae 0]: 
Dieser Ausdruck verschwindet ebenfalls fiir ry — 0. 

Damit ist aber nachgewiesen, dass auch fiir ry = 0 die Function u(0) 
in den vorgeschriebenen Randwerth u'(0) = wu, tibergeht, und zwar gilt dies, 
da wir keinen speciellen Werth von g, vorausgesetzt haben, im welcher 
Richtung man sich auch der Schirmkante nihern mag. 

11. Schluss des Existenzbeweises. Sehr leicht lisst sich zeigen, 
dass «(0) der Differentialgleichung (11) geniigt. Da G(rp, , 7) fiir jeden 
Werth von r als Function von ry, g betrachtet eine Lésung der Dif- 
ferentialgleichuny ist, so muss auch die Superposition unendlich vieler 
solcher Lésungen, aus der nach (25) w(0) entsteht, eine Lésung der Dif- 
ferentialgleichung darstellen, wofern die Summe nur nebst ihren ersten 
und zweiten Derivirten endlich bleibt. Das ist aber der Fall deshalb, 
weil G(ro, Qo, 7) nebst allen Derivirten iiberall ausserhalb des Schirmes 
endlich ist und weil es selbst — und wie sich leicht zeigen lasst, ebenso 
seine Derivirten — mit wachsendem r in solcher Weise klein wird, dass 
die unendliche Linge des Integrationsweges fiir r nicht zu einer Un- 
stetigkeit der Integrale fiihrt. 

Somit ist bewiesen, dass der Ausdruck (25) fiir u(0) thatsdchlich die 
Lisung der gestellten Randwerthaufgabe fiir den einfachen Rand liefert — 
von einem Punkte abgesehn: Wir haben das Verhalten von w(0) im Un- 
endlichen noch nicht nachgepriift. Dies wird sich indessen bequemer 
an einer spiiteren Stelle erledigen lassen. 

12. Der Werth von G fiir ga. Von ganz besonderer Be- 
deutung fiir das Folgende ist der Werth, den G in der Ebene des Schirms, 
aber in ihrem vom Schirm freien Theil, fiir go,—=2 annimmt. Wir 





+ 1p COB Mo W [are tg 
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wollen diesen Werth kurz durch G(r,, 7) bezeichnen. Man findet aus 
(22) fir go, = 2: 


4 3 i? U, (kV +r, 24 2rr, ~) 008 10) 
G(r, 7 Na — tn fa om ry Vr? + 1r,°+ 2rr, cos iv 














Fiihrt man eine neue Variable w ein durch: Hi 
ee 9 So Oe Vr? + 7,7 + 2rr, cosiv 
sin io = sin > FT» cos iw = 7. - 
so folgt: 
‘ . 4sky/r, _— 
(29) G(m,N=—— , | dw Ufkr+ ry) cos iw}. 
0 


Jetzt erinnere man sich an die Integraldarstellung der Bessel’schen Func- . 
tion (13): 
w se! 
U,(2) “i fare seconi : 
v , D: 
Eis sei R eine sehr grosse Zahl und man setze: 
: e 
Uy (2) = [au e—iscosiu, = Uy" (2) = J dues", Uy(2) = Uy (2) + U," (2). A 
0 R D; 
In U,' (2) darf man unter dem Integralzeichen differenziren und findet daher: (3 
dU, : l 
U, (2) = < Le) =—i faa cos iue—treosiu + U,"(z), U,"(2)=5, Uy’ (2). 
' U: 
Dies wollen wir in (29) einftihren, dann folgt: wi 
a a 
s —y /y , —e = : 
(30) G(r, 7) = y° few f au COS tu E— tA (+70) cost weosiu 
. ° w 
— = eh UL" {k(r-+ 19) cos iw}. 
0 
Wir wollen zuniichst nachweisen, dass das zweite Integral dieses Aus- E 
drucks fiir wachsendes R verschwindet. 


Aus: 


. 
U," (2) —| du e~ fzcosiu 
R 


folgt durch partielle Integration: 








1S 


C- 
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—izcosiu ad 
U," (2) = os bes ec ells baat AU C08 $6 i scostu 
zZsiniu Zz sin? iu R 


@ 
eee «eee 
= Sona ep meee ée . 
zgsiniR z sin* iu 
R 


Hier darf man offenbar unter dem Integralzeichen differenziren und findet: 


= 


‘du cos iu 


t cosiR _. . i 
e—izcosiR : izcosiu 
+ 3 dl 
R 


z aintR? 


U," (2) = Gz U0" (@)=— 


“sin? iu 


wo 
. 
u cos? 7: 
" 1 du cos 1 —izcosiu 
ro sin? iu 

R 


Fiir wachsendes # wird tg i = 1 und die beiden Integrale verschwinden 
wegen des immer rascher oscillirenden Factors e~‘?°*'“. Daher wird fiir 
sehr grosses R: 
” t iscosi 
U~" (2) aaa casa 2 e— f2cosiR 
Damit folgt: 
| dw U," {k(r+-19) cos iw} = -— ao,f' cai othr jecsinerstR 


Auch hier oscillirt der Exponentialfactor immer rascher, je mehr R wichst. 
Das Integral verschwindet also fiir wachsendes R und es bleibt somit in 
(30) nur das erste Integral iibrig: 


— > 
G(r.7) = sits [aw f au cn fgg OO Fepetomnts 
e ea 
0 


Um die Integrationsordnung unbedenklich beliebig vertauschen zu kénnen, 


wollen wir setzen: 
R 


4kiy/r, , 
G(r, 7) = ‘V2 faw du cos iu e—i*(r+70) cosi wcosiu 
4 r 
0 0 


und erst nach der Integration R in’s Unendliche wachsen lassen. 
Wir fiihren neue Variabeln ein durch die Gleichungen: 
sin @ = *) =igcosy, sini (" +) = io sin y. 
Es folgt durch leichte Rechnungen: 
cosiweosin—=o?+1, cos iun—YV1-+ 9?+ otsin® p cos? + 9’ sin y cosy, 
i 
| €@ ow = 20 
| aw = aw |  Vi-+ e?+e! sin? cos? 
| Ge oy | 
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und damit: 
(31) G(r, 7) 


BY f fod dye-ike+ ve+n ( 4 tt ha ) 
= é CATT To)G 1 CT §* 
a Vir JJ eceer V1 + e? + ef sin? » cos? y 











V2», i 
e- sin 
Pl 
. 
o “4 
N e=y SiniR 
. 
@xV2 cin 
t 
Fig. 5. 


Zwischen welchen Grenzen ist dieses Integral zu nehmen? In der w, w- 
Ebene ist das Gebiet durch die Geraden u—0, w=—0, u=R, w=R 
begrenzt. 

Die Abbildung in die g-~-Ebene ergiebt: 


a) fiir u = 0: sin" — ig cos y= — ig siny d. h. y=—-. 


b) ,» w=0: sin = ig cosy = + igsiny d. h. v=+, 





ec), u=R: teoyp=—=——, o' =—1+ cosiReosiw. 
= 


Wenn also w von 0 bis R geht, so liuft tg y von 1 nach 0, » von + ; 


nach 0, zugleich @ von E sin - bis = sin 7R. 
. .u—R 
Sine - 
d) fir w=R: tgy= WER? o? = — 1+ cosiR cosiu. 


sin ? 
2 
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Wenn u von 0 bis R geht, so geht » von —7 bis 1, @ von 2 sin = 


bis = sin 7R. ; 

Das Integrationsgebiet fiir +, ~ wird demnach ein zur Axe » = 0 
symmetrisches Viereck mit den beiden geraden Seiten 0A, OB und den 
beiden krummlinigen AC, BC. Aus der Symmetrie des Gebietes zur 
y-Axe folgt, dass der zweite Theil der Klammer in (31), welcher den 
Factor sin ~ enthilt, keinen Beitrag zum Integral liefert. Im ersten Theil 
lisst sich die Integration nach @ ausfiihren: 


+f 
(2) Gr) = 2 V2 fayp—eartroe] 
= 
wobei nun noch fiir g die auf den Curven AC, BC giiltigen Werthe ein- 
zusetzen sind. 
Auf AC, fir u = R hat man: 


: -_ . R+w R—w 
v@ cos yy = sin? + a -* 


» tosiny = sini —; 





Durch Elimination von w aus diesen Gleichungen findet man leicht: 
an *sintiR _ 
= {fsin2y cosiR 

und ganz ahnlich findet man auf CB, fiir w= R 


—s # sin? iR 
a sin2 cosiR 





damit wird: 


na n 
+7 4 
ik(r+-7o)sin?éR 
[evenerne _ 2 fayarmrvone 
a ° 


4 


Man sieht diesem Integral an, dass es in Folge der Oscillation des Ex- 
ponentialfactors bei wachsendem FR verschwindet, und es bleibt somit als 
einfacher Ausdruck von G(ro,r) der erste Theil von (32) iibrig: 


= G(r, 7) =2 V2 Se .. 
| r r + y 


13. Analoges fiir die 2. Randwerthaufgabe. Die bisherigen 
Betrachtungen dieses Paragraphen haben sich durchaus auf die erste der 
beiden eingangs erwiihnten Randwerthaufgaben fiir den graden Rand be- 
schrinkt, bei welcher die Oberfliichenwerthe von wu selbst gegeben waren. 
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Es sind jetzt noch analoge Ueberlegungen anzustellen fiir die zweite Rand- 


werthaufgabe, bei welcher die Normalderivirte te auf dem Schirm vor- 
geschriebene Werthe annehmen soll. 

Als Green’sche Function fiir diese zweite Aufgabe tritt wieder ein 
aus Herrn Sommerfeld’s U-Function sofort herzustellender Ausdruck ein, 
naimlich: 

(34) I (os Por > P) = U(r, Por %, P) + Ulro, Po, 7, — 9). 
Es geniigt g’ ebenso der Differentialgleichung (11) und wird ebenso im 
Parameterpunkte 7,, p, unstetig wie g. Nur wird g’ auf dem Schirm 


nicht Null, dafiir sieht man aber sofort, dass auf beiden Seiten des Schirms 

(fiir ¢ = 0 und 2x) die Normalderivirte ©% (= an ) verschwindet. 
Cn — — Go 

Fiir die gesuchte Function wu liefert daher der Green’sche Satz: 


2xu(0) = — fawy -. 


Trennt man die beiden Schirmseiten S,(@—0) und S,(m=—2z) von 
einander, so wird: 


€ ou 
20(0) ~— fir | Iy= o(sn). >i Ty—2n (54), }. 
Spiterhin kommt allein der Fall in Betracht, dass: 


Gs). — Ga), = 3s 
ist. Dann wird: 


(35) 2x u(0) —farts.o, ' 
wobei nach (12) und (34): 
(36) G’ = — Jig=o) + GYiy=22) 


== siz Uk Vr? +r? — 2rr,cosa) sin ; da} —— a ~ =o 


Po bd Po 
cos > ++ cos cos; — cos 2 | 


ist, das Integral iiber den oben beschriebenen Weg A genommen. 

Es ware nun im Grunde dieselbe Untersuchung der Eigenschaften 
von G’ und daran anschliessend der Existenzbeweis fiir die Lésung u(0) 
der zweiten Randwerthaufgabe zu fiihren, wie sie oben fiir G und die erste 
Randwerthaufgabe durchgefiihrt worden sind. Es mégen uns diese Be- 
trachtungen, deren Ergebniss ja vorauszusehen ist, wegen ihrer nahen 
Analogie zu den friiheren Ableitungen erspart bleiben und es seien nur 
zwei Resultate fiir G’ hervorgehoben: 














nd- 


or- 


ein 
2in, 


rm 
ms 


let. 
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Kine Deformation des Integrationswegs A, wie in Nr. 8, ergiebt fiir 


G die Form: 
(37) G = + 20, (kVr+r,2—2rr, cosg,) 











A 2 [Oey eFreF Err, cosie)eos' de 
0 


Ferner findet man sofort aus (16) und (36): 
1 0@ 
OF OM 
und daraus folgt fiir g,— 2 nach (33) der spiiterhin wichtige einfache 
Ausdruck: 


' i 1 0G ga /r emit tre) 
(38) Fiir Po= a: To Om — 2 Vz ~~. . 
§ 4. 


Das Niherungsverfahren fiir die Beugung durch einen Spalt. 


14. Pracisirung der Aufgabe.*) Nach diesen Vorbereitungen 
gehen wir an unsre eigentliche Aufgabe, die Behandlung der Beugung des 























Lichts durch einen Spalt. Wir beschrinken uns, wie erwihnt, von vorn- 
herein auf den Fall, dass eine plane Welle aus dem Unendlichen senk- 


*) Vgl. Poincaré, Acta mathematica Bd. XVI, pag. 302 ff. 
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recht zur Spaltebene einfillt. Eine Normale der Wellenebene, welche 
durch die Mitte des Spalts geht, nehmen wir zur x-Axe; wir wollen die- 
selbe zur Fixirung der Vorstellungen horizontal denken, und es schreite 
die Welle von positivem zu negativem x fort. Der ganze (vertikal zu 
denkende) Schirm S zerfillt in eine rechte Hilfte R(y>0O) und eine linke 
L(y<0). Als z-Axe nehmen wir die Mittellinie des Spaltes. Die Spalt- 
breite sei d. 

Die Componenten der electrischen Schwingung X, Y, Z geniigen nach 
Maxwell den Gleichungen: 


oe = VA'X, oe — UA | # 


verbunden mit der Bedingung: 
ox oY , 02 
ge + ty + oz 
und genau denselben Gleichungen geniigen die Componenten des mag- 


netischen Vectors L, M, N. Solange es sich um rein periodische Vor- 
giange der Periode t handelt, kann man setzen: 


aZ 


ca = OMIZ 


(39) X = pars real. it, :), Y = pars real. er . ), 
2nit 


Z = pars real. (. . % é), 


wo t die Schwingungsperiode ist und &, , € kurz als die Componenten der 
complexen Amplitude der electrischen Schwingung bezeichnet werden sollen, 
und erhalt dann unter Einfiihrung der Wellenlinge A= ar und der Hiilfsgrésse 


(40) k=; 
die Gleichungen: 
(41) A’E+hKE=0, Ay+hy=—0, A*E+ KE=O, 


| 


¢ é 0 eg 
‘s) t+ Rt EHO 
Ein identisches System findet sich fiir die Componenten 4, uw, v der 
complexen Amplitude der magnetischen Schwingung. 

Die ,,Intensitit“ der electrischen Schwingung in jedem Punkte wird 
gegeben durch (Mod. &)?-+ (Mod. y)?-++ (Mod. §)*, die der magnetischen 
durch (Mod. 4)? + (Mod. uw)? +- (Mod. v)*. 

Nun sind verschiedene Fille zu unterscheiden je nach der Art der 
Polarisation der einfallenden Welle. Sei dieselbe erstens horizontal polari- 
sirt. Dann findet bekanntlich die electrische Schwingung vertikal statt. 
Es ist also £—7y—O0. Da ferner eine Abhingigkeit der Schwingung 














w 
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von der z-Coordinate nicht bestehen kann, so folgt et = 0, sodass die 


Gleichung (42) von selbst erfiillt wird. Es bleibt allein die letzte Glei- 
chung (41) 

e* 3° 
(A) as + i WE = 0. 
Die Randbedingung am Schirm besteht, wie schon oben erwihnt, darin, 
dass die electrische Schwingung senkrecht auf dem Schirm stehen muss. 
Die in der Schirmebene liegenden Componenten 4, € miissen also ver- 
schwinden. Da dies fiir 4 von selbst geschieht, so bleibt als Rand- 
bedingung auf dem Schirm: 
(B) — 
Sei zweitens die einfallende Welle vertikal polarisirt. Dann schwingt der 
electrische Vector horizontal und der magnetische Vector steht vertikal. 
Es wird also 4 = uw = 0 und es bleibt wieder allein: 


(A’) cat t+ gyi + My = 0. 


Was die Randbedingungen in diesem Falle angeht, so hiingen bekanntlich 
nach den Maxwell’schen Gleichungen die zeitlichen Aenderungen der 
electrischen Componenten von den riiumlichen Derivirten der magnetischen 
Componenten ab und als Bedingung, dass die in die Schirmebene fallen- 
den electrischen Componenten dauernd verschwinden, ergiebt sich aus den 
Maxwell’schen Gleichungen: 

B) a it 

Die Lichtintensitaét in jedem Punkte des Raumes wird gegeben fiir hori- 
zontal polarisirtes Licht durch: 


(43) J = (Mod. §)?, 
und fiir vertikal polarisirtes durch: 
(44) J = (Mod. v)’. 


Es sind jetzt noch die Bedingungen im Unendlichen hinzuzufiigen. 
Hat etwa ¢ in grosser Entfernung vom Schirm, fiir grosses a die Form: 
€=(a+ip)e™* a, B Constante, 
so folgt aus (39): 
27it 


Z = pars real. (ce « ) = « cos 2a (5 + ) — B sin 2a(7 + ). 


tT 


Das ist die allgemeine Form einer ebenen von positivem nach negativem « 
laufenden Welle. Wire hingegen: = («-+-if)e~‘**, so wiirde man fiir Z 
eine in umgekehrter Richtung laufende Welle erhalten. 
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Die physikalische Aufgabe verlangt, dass nur eine einzige aus dem 
Unendlichen einfallende Welle existirt, welche von positivem 2 herkommt, 
wahrend im iibrigen nur in’s Unendliche auslaufende Wellen auftreten 
diirfen, die vom Schirm durch Reflexion oder Beugung ihren Ursprung 
nehmen. Als Grenzbedingung im Unendlichen ergiebt sich daher: 


(45) € = (a+ Bi)e** + auslaufende Wellen. 


Nun wire im Grunde eine Untersuchung einzuschalten, woran man ana- 
lytisch auslaufende Wellen im Gegensatz zu einlaufenden erkennt. Doch 
diirfen wir uns dies hier ersparen, weil bei den Formen, die uns spiiter 
begegnen, die Entscheidung ohne weiteres zu fillen sein wird. 

Durch geeignete Wahl des Anfangspunktes der Zeitrechnung kann 
man 6 = 0 machen. Setzt man ausserdem die Intensitiét der einfallenden 
Welle gleich 1, so wird: 


(C) Im Unendlichen: £ = e** + auslaufende Wellen. 
Genau ebenso hat man im Falle vertikal polarisirten Lichtes zu verlangen: 
(C’) Im Unendlichen: v= e‘** + auslaufende Wellen. 


Schliesslich wollen wir noch den Fall in Betracht ziehn, dass die 
einfallende Welle aus gewohnlichem unpolarisirtem Licht besteht. Dann 
lisst sich die Welle in eine horizontal und eine vertikal polarisirte 
Componente € und y zerlegen, deren jede nach den eben aufgestellten 
Gleichungen zu verfolgen ist. Die Lichtintensitit in jedem Punkte wird 
gegeben durch: 


(46) J = (Mod. €)? +- (Mod. v)*. 
Der Polarisationszustand des gebeugten Lichts hingt ab von dem Ver- 
haltniss: 
Mod. £ 

(47) Mod.» 
Ist dasselbe gleich 1, so ist das Licht unpolarisirt. Ist es grisser als 1, 
so ist das Licht horizontal, ist es kleiner als 1, so ist das Licht vertikal 
polarisirt. 

15. Das Niherungsverfahren fiir den Fall der horizontal 
polarisirten einfallenden Welle. Wir betrachten vorliiufig nur den 
Fall einer horizontal polarisirten einfallenden Welle, suchen also eine 


Lésung der Gleichungen (A), (B), (C). Man setze: 
(48) f= e** — x. 


Dann erhilt man fiir « wiederum die Differentialgleichung (A) 
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Beugung und Polarisation des Lichts. 
az + Bye + ku = 0. 

Die Randbedingung (B) auf dem Schirm geht iiber in: 

(49) Fiir «= 0, lvl > 4: u=1 


und die Bedingung (C) verwandelt sich in die einfachere, dass u 
im Unendlichen nur aus auslaufenden Wellen bestehen soll. 
Man bemerkt die Verwandtschaft dieser Randwerthaufgabe mit der im 
vorigen Paragraphen fiir den einfachen Rand gelésten ersten Aufgabe. 

Um das gegenwiirtige Problem auf Grund jenes friiheren zu lésen, 
schlagen wir folgendes Niherungsverfahren ein, dessen Darstellung hier 
ein klein wenig gegen die Uebersicht in § 2 aus formalen Griinden ab- 
geiindert erscheint. 

Beistehende Figur stelle einen Horizontalschnitt durch den Schirm dar. 
Wir fihren in der z-y Ebene fiir denselben Punkt 0 zwei Systeme von 


“2 








*y 





| 
Sy ene 


: 


& 


Fig. 7. 


Polarcoordinaten 7), g, und 1), gy ein, welche von den beiden Kanten 
Kr und K, des Spaltes aus in der durch die Figur erliuterten Weise zu 
zihlen sind. Die Punkte auf den beiden Schirmhilften legen wir fest 
durch ihre Distanzen r (auf R) und +’ (auf Z) von den _respectiven 
Schirmkanten. 

Nun lisst sich zuniichst eine Function «, bestimmen, welche als 
Function des Ortes des Punktes 0 betrachtet der Wellengleichung (A) 
geniigt und welche auf der einen Schirmhilfte R den gewiinschten Werth 1 
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hat. Dieselbe wird niimlich nach Nr. 9ff. geliefert durch den Aus- 
druck (25): 


1 . : 
u, (0) = x far G(r, Po; ")- 
0 


Ganz ebenso wird eine Function v,, welche auf der Schirmhalfte LZ den 
Werth 1 annimmt, geliefert durch: 
- — eo 
v,(0) = sf dr’ G(ry, Po 1")- 
v 
Die Summe wu, + v, wiirde die Liésung des Problems darstellen, wenn u, 
auf der linken und v, auf der rechten Schirmhilfte verschwiinde. Es ist 
physikalisch ziemlich evident, dass «, und v, Lichtbewegungen darstellen, 
die sich wesentlich senkreeht zur Schirmfliche von ihrer respectiven 
Schirmhilfte aus fortpflanzen und nur wenig in seitlicher Richtung nach 
der andern Schirmhiilfte hiniiberstrahlen. In der That ergiebt sich spiiter 
der Ausdruck u,+ 0, als eine gute Niiherung fiir den Fall, dass die 
Spaltbreite d gross ist im Vergleich zur Wellenliinge. Geht man aber 
auf eime strenge Lisung aus, so muss man dies Hiniiberstrahlen auf die 
andern Schirmhilften beriicksichtigen und kann folgendermassen fortfahren. 
Auf der linken Schirmhialfte nimmt «, den Werth an: 


1 


u, (0) = f far G (ry, 2,1). 
0 





Wir wollen diesen ,,hiniibergeworfenen® Werth durch einen Querstrich 
kennzeichnen, fiir G(7,, 2, r) den Ausdruck (33) einfiihren und 7, durch den 
Werth, den es nach der Figur fiir o)—2 annimmt, nimlich r+ d 
ersetzen. Dann folgt fiir den auf die lmke Schirmhilfte hiniibergeworfenen 


Werth von u: 
© 
is 1 > ytd ether tr +d) 
Uy (0 ) — Re di —-* r + r+ d 
0 


und ebenso folgt fiir den auf die rechte Schirmhilfte hiniibergeworfenen 
Werth von 2,: 


Lo=—1 fel 
1 > Pa rtetd 
0 


Die Randwerthe von w,-+ ¥v, sind also auf den beiden Schirmhialften, 
statt 1 zu werden, gleich 1+, resp. 1+ u,. Man suche nun die 
Randwerthe 1 selbst herzustellen, indem man die neuen Functionen bildet: 








lic 








y 
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us (0) = — = J dr G(%, Po, 7) %4 (7), 
*% 

v, (0) = — = J dr’ G(ry, Mo, 1’) u(r’). 
7 


Die erste Function hat auf R die Werthe —2,, die zweite auf L die 
Werthe —u,. Die Summe w,-+-2,-+-u,+», hiitte also auf beiden Schirmen 
den Randwerth 1, wenn w, auf Z und v, auf R verschwinde. In Wirk- 
lichkeit geht u, auf Z iiber in: 


, P / ad a 
g(r’) = -tfo VEE Sy 8 


und v, geht auf # iiber in: 


ytd e e eter +d) 


%,(r) =—— fur Vv re u, (7). 


Diese Reste kann man in iihnlicher Weise zu beseitigen suchen, (es wird dies 
nicht weiter zu verfolgen néthig sein), und durch stiindige Wiederholung 
derselben Operationen des Heriiberwerfens und der Lisung der Randwerth- 
aufgaben fiir die einzelnen Schirmhilften kommt man zu der folgenden — 
zunichst hypothetischen —- Lésung unseres Problems: 


(51) u(0) = >'[4,@) + 2, O], 


n=1 


wobei die w, und v, aus den Recurrenzen gefunden werden: 


; 1 J - ais 
Uy 4.1 (9) — Qn far G (10, Po r) v, (r), 
(52) 0 3 
ene) = — 3h fdr’ Gr 96") 
U 


welche fiir gy, = 2, resp. gy = 2 iibergehn in: 





a, .4(r') fe =e "hen dabdietad™ 
Uy 41 (7) = 3 fo J r+r +d v, (7); 
(53) 
7 ” 1 . r /r- [- =o eater’ +4) ee 
nui) = — fa ) ? rt+r+da u(r"). 
0 
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Man kann die Darstellung etwas vereinfachen, indem man die Integrale 
(52) in (51) eirisetzt und beachtet, dass fiir rr’, wie schon aus der 
Symmetrie der beiden Schirmhiilften folgt, w,,(r’) = v,(r) wird. Es findet 
sich dann unter leichter Abiinderung der Bezeichnung: 


4) uO) =H, farlElr, or) + Gre, 9 N1RO), 


(55) u(r) =-> u,(r), 


- P 1 = . iy ad oe hr tr’ +4) ? 
(66) a) —— +2 far V4 ao, 
0 


(57) u(r) = + 1. 


Man kann hier u(r) als eine Art Oberflichenbelegung des Schirms 
auffassen, aus der nach (54) das Wellenpotential «(0) im Raume abzuleiten 
ist. Das Anniherungsverfahren beschriinkt sich auf die Herstellung der 
Oberflichenbelegung. Dem entsprechend liisst sich die Aufgabe, die uns 
noch bevorsteht, in zwei Theile zerlegen. Wir weisen zuniichst nach, 
dass man von dem Anfangswerth (57) ausgehend durch die Recurrenzen 
(56) eine convergente Reihe (55) fiir die Oberfliichenbelegung erhiilt, und 
zeigen spiiter, dass das aus dieser Oberflichenbelegung hervorgehende 
riumliche Wellenpotential «(0) allen unsern Forderungen Geniige leistet. 

16. Hiilfssatz zum Convergenzbeweis. Die Grundlage fiir den 
Convergenzbeweis des gegenwiirtigen und eines ihnlichen spiiter anzu- 
wendenden Niherungsverfahrens bildet der folgende Satz. Seien: 


(58) yo=1, Y= 4% (41, Ze), Yo = Yo (a, Xs) °° Y= Yn(Ln> Ena) °° 


eine Reihe verschiedener Functionen je zweier Variabeln. Jede dieser 
Functionen (abgesehen von y,) habe die Eigenschaft, fiir positive Argu- 
mente stets positiv zu sein und mit dem Wachsen eines Argumentes in’s 
Unendliche stiindig bis auf Null abzunehmen, und dieselbe Eigenschaft 
komme auch der negativ genommenen Derivirten jeder Function nach dem 


, e :' _ , , 
zweiten Argument (— oF yn -) zu. Kin Beispiel fiir derartige Functionen 
nt 
oh teed Nl Man bilde der Reihe nach die iiber alle positiven 
n n+1 


ganzzahligen Werthe der Argumente zu nehmenden Summen: 
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U1 (2) =1, 
te) = >) (— 1)" mC, %) nm), 
(59) ts(%) = >) (—1)* Yo (ay %) 40(@s), 


In+1(Tn41) —_ P3 (—1)™ Yn(Lns %na2) An(%p)- 
r,=0 
Setzt man: 
(60) Yo° Va Yo" ** Yn = Png a (Fis Loy °** Un» Lngs)s 
so kann man auch schreiben: 
(61) Inv Fn 41) = > > Dee | eile Pra (LyX qy***Lqy Mpa) 
2,=0 z,=0 t,=0 


Fiir diese »-fache Summe 7, ,, gelten die Ungleichheiten: 


(62) 0 < An41 (Sng) < Png, 0,---0, Tn 1) 
(63) on —neaCeey) — ent (0,0, +++ 0, 244) 
n+l n+1 


oder in Worten: ,,Die Swmme ist positiv und kleiner als thr Anfangsglied. 
Thy Differentiaiquotient nach «,,,, (der einzigen Variabeln, von der sie ab- 
hingt) ist negativ und dem absoluten Betrage nach kleiner, als der Dif- 
ferentialquotient thres Anfangsgliedes nach x, , ,.“ 

Es ist iibrigens hier und im Folgenden stets der Fall der Gleichheit 
in dem der Ungleichheit als méglich mit einbegriffen zu denken. Auch 
soll durch die Forderung, dass eine Function stiindig abnehme, ihre 
streckenweise Constanz nicht ausgeschlossen werden. 

Beweis: Fiir » =O hat man 7, —1, 9, = ¥% = 1, sodass die Un- 
gleichungen (62) und (63) fir » = 0 (z. T. als Gleichheiten) erfiillt sind. 
Wir wollen annehmen, dass sie fiir irgend eine Zahl » — 1 gelten, dass 
also die Ungleichungen: 


(64) 0 < An(Ln) < 9, (0, 0, a ei 0, Lp), 
’ Ox, (%,) 0”, (0, 0, --- 0, x) 
(65) Se  e 


bewiesen seien und durch den Schluss von » — 1 auf » ihre Giiltigkeit 
fiir jedes » nachweisen. 


14* 











K. Scuwarzscuixp. 


212 


Die ersten Hilften der beiden Ungleichungen (64) und (65) besagen, 
dass zy, eine stets positive und mit wachsendem wz, stindig abnehmende 
Function ist. Dieselbe Eigenschaft haben wir fir y,(«,,7,,,) eimgangs 
vorausgesetzt, daher hat auch das Product 7,(2,) y,(%,)%,41) diese Eigen- 
schaft. Zudem muss es fiir unendliches x, verschwinden, weil dies fiir y, 
vorausgesetzt ist. Die Summe: 


S006 Laas) -> (— 1)" : Yn (Lys : Tn 41) An (Xn) 


xr,=0 


ist demnach aus lauter Gliedern von abwechselndem Vorzeichen und all- 
mihlich bis auf Null abnehmendem absoluten Betrage zusammengesetzt, 
das Anfangsglied ist positiv, und von einer solchen Summe ist klar, dass 
sie stets positiv und kleiner, als ihr erstes Glied ist, also: 


0 < An+1 (2, +) < y,(O, Ln + 1) An() 
oder in Riicksicht auf (64): 
0 < Ln+1(%n41) < y, (0, Lna1) 9, (0, 0, oe 0) 
oder nach der Definitionsgleichung (60) der 9,,: 


0 < Xn +1(%e41) < Pn 419, 0, i 0, Saas)» 
das ist die Ungleichung (62). 
Man findet ferner durch Differentiation der letzten Gleichung (59) 
nach 2, ,;: 
ex saps Tn +i) 1) |— oY”, (= > ] 
= ” n\n) a — \Bny Ln ) : 
= <3 Bal) Gg. Ons Br 
Dem hier in eckige Klammern eingefassten Ausdruck kommen nach (64), 
(65) und den obigen Voraussetzungen iiber den Differentialquotienten von 
y, nach «x, ,,, dieselben Kigenschaften zu, wie vorhin dem Product y, - y, 
und es folgt daher, wie oben: 
O< .. Cn+1 Wn+1) <— x, (0) Z a (0, Ln 41) 
n+l n+ 
und nach (64): 
Ohn as nas) ey, 
7". oa, +E <— 9, (0, 0, --- 0) 0a, 4 (9, 241) 
oder in Riicksicht auf (60): 
O 41) e , : 
0<— “tn +1 Cnt Y <q arnt (0, 0, -+.0, Ty +1) 


7X x 
¢ n+1 ¢ n+1 


Das ist aber die Ungleichung (63) und damit ist der Hiilfssatz bewiesen. 
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Es ist leicht zu sehen, dass fiir das Bestehn der Ungleichheiten (62) 
und (63) bei einer Summe der Form (61) die Productform (60) von » 
nicht wesentlich ist, sondern dass der Satz auch noch fiir sehr viel all- 
gemeinere Functionen » von beliebig vielen Argumenten bestehn bleibt, 
die sich mit dem Wachsen der Argumente nur in gewisser Weise asymp- 
totisch der Null niahern miissen. Indessen passt sich der hier behandelte 
Specialfall am besten den folgenden Anwendungen an. 


17. Convergenzbeweis. Wir kehren zu dem durch die Gleichungen 
(54)—(57) dargestellten Niherungsverfahren zuriick und wollen gestiitzt 
auf den eben abgeleiteten Hiilfssatz seine Convergenz beweisen. 

Kinige Glieder der Entwicklung von u(r) lauten explicit hingeschrieben, 
wenn man zum Auseinanderhalten der verschiedenen aufeinanderfolgenden 
Integrationen die Variabeln y und 2”, soweit es néthig, mit geeigneten 
Indices versieht: 


u(r) =1 


r +d Pe ik(r+r,+¢) 


? 
1 [', 
a0) =— 2 fan ae 
0 


—ik(r+ryg¢dt+r,+r,+¢) 


o om 
» 1 PK. a Yee eed _oitrentaen 
” tel J dna. VF" Ve pea ORE Te 
l 


e7 tka n oad . 
= J y—ikr , “ee ** 
i, =(— - Ye dr,dr,_4 
e 
0 0 0 


r+d r,+d 1,4 eT RIB, Hr, pte tet) 
© « r ee + Media: 6% 6 Ee deine SS eee ee eee 
= T! "aot PO ie Ce a) BC Se) 
Setzt man: 
20 | 1 
(66) YM, 1%) = Vic m+n4+d 
und fiir 7 > 2: 
, 7,+d 1 
67 ulr.. r: _— VS me |, SRR. 
( ) u;( i? s41) r; Hata’ 


und ferner: 
(68) Pn +1 (7, Ys) a Vay r) sees w(%; r) Yo("2, rs) aa Yn (ns r) 


4 +d 41,44 1 1 1 
ne A 


so wird: 
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(69) ti, 43(r) =(- se curve zal f. Sante, # 


—ik[2r,+2r,_4t-:- +2747) 


-- dre Dna (My %29°** Tp»): 


In diesem »-fachen Integral liasst sich der Integrationsweg jeder Variabeln 
derartig in Intervalle zerlegen, dass der Exponentialfactor im Integranden 
von Intervall zu Intervall seine Vorzeichen wechselt. Die Zerlegung lisst 
sich folgendermassen zum Ausdruck bringen. Man setze: 


1=p+ > Ly, =P, + =u % +290, =Pat 5 %np 
oder in Riicksicht auf die Relation 4 = oe: 
2 a a 
(70) 5 2 +374, 1, =P, + T%9°* %= Pt TH, 


Man ernalt dann die einzelnen Intervalle, indem man p, zwischen 0 und =, 


die iibrigen p zwischen 0 und z variiren lisst und jedes x der Reihe nach 


auf allen méglichen positiven ganzzahligen Werthen festhilt. Fiihrt man 
diese Zerlegung des Integrals (69) aus und setzt dabei fiir die Variabeln 
in den einzelnen Intervallen die Werthe - so folgt: 


1) %O—=(—Sye reff. Jtredrns 


ro] & 





: “a dp, eR? Pn t+ Pn + *+2p,+p,) a 
wobei: 
(72) dn g1= ngs (Pas Pay °° Pas 7) =>) >) SS (Hy tat te 
2,=0 2,=0 t,=0 


ri ae A 
* Past (2. +4 XY) += 1” “RT 1,1) 


ist, die Summationen iiber alle ganzzahligen Werthe der x erstreckt. 
Aus (71) ergiebt sich nach dem Satz, dass die Summe der Moduln 
complexer Gréssen grésser ist, als der Modul der Summe: 


(73) Mod. Uy 41 (7) <(> yveraff. fon dp,_,+++dp, Mod. x, ,;. 


Fiir Mod. z,,, lasst sich aber leicht eine Grenze finden. Fiihrt man die 
Werthe (70) in die Ausdriicke (66) und (67) ein, so wird y, eine Function 
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yon x, und 2;,, (fiir r hat man a,,, zu setzen), welche stets positiv ist 
und mit dem Wachsen eines Argumentes in’s Unendliche auf Null ab- 


nimmt, und dasselbe gilt fiir a ‘Das sind aber die Eigenschaften, 
i+1 

welche wir fiir die y, der vorigen Nummer vorausgesetzt hatten. Die 

Gréssen m und x gegenwirtiger Nummer setzen sich aus den y, in gleicher 

Weise zusammen, wie die ebenso bezeichneten der vorigen Nummer. Dem- 

nach gilt fiir die Summe (72) der obige Satz, dass sie positiv und kleiner 


ist als ihr erstes Glied: 


(74) 0 < dng1 < Pugs Pry Par? ** Pus) 
und zugleich folgt fiir ihren Differentialquotienten: 





og 
(75) 0 <— tt < — et! (py, pays Pay) 


Da 7,,, eime reelle und hiernach auch eine positive Grésse ist, so wird 
Mod. 7,1 =%n41- Fiihrt man den Werth von g aus (68) in (74) und 
die entstehende Grenze fiir Mod. x in (73) ein, so erhilt man: 


a 
2 
. 


44 
(76) Mod. w, ,,(r) < (2) vr+af iE fap, Per 
7 4 


p,td ptd 1 1 1 
‘ p 4 P, /- r +p, ee oy P, +P, + ad 


n 








Mit einer Abschiitzung dieses Integrals ist der Convergenzbeweis 
vollendet. Man kann zuniichst nach p, integriren: 


2 
3 a 


[ae —_—_ “—— arc =’ Gl - : are t Var 
J VP, Pot Pp, +4 =| +d 'g P, +d at +d SY 2,40 
und daraus folgt: 
“dp, a ae oes ee t y,. 
Vy P+ Pp, +4 < Vp. +d a 2d 
Die Kinsetzung dieser Grenze in (76) ergiebt: 


a 
4 


(77) Mod. w,, (7) <(2 are tg 2) PMN ee ‘a ra -++ dp, 
a uw e 


Vas +4 Ps +d 1 1 1 
; , Py r+p,+d Pi +P, +a 
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Nun lasst sich nach p, integriren: 
a 


4 
dp, 1 2 ’ ee ea (3 
———— arc tg |/ —— <——— arctg / =: 
Se P+P2+d Vp, +d g | 4(p, +d) Ter d 4d 
Setzt man diese Grenze in (77) ein, so kann man nach p, integriren und 
wenn man so fortfihrt und nur bei der letzten Integration nach p, den 


genauen Werth des Integrals beliisst, statt eine Grenze einzufiihren, so 
erhilt man: 


(78) Mod.t, ,,(r)<(Zare V4) are tg) ay 42 arc eV za dn) ie 


Aus dieser Ungleichung ist sofort das wichtige Resultat abzulesen: ,,Die 
Reihe der u,, convergirt mindestens so rasch, wie eine nach Potenzen von 


(2. arc tg =) fortschreitende geometrische Reihe, und da diese Grésse fiir 
jeden von Null verschiedenen Werth der Spaltbreite d kleiner als 1 ist, 
so folgt, dass die Reihe fiir jede beliebige endliche Spaltbreite convergirt.“ 


Uebrigens gilt die Ungleichung (78) nur fiir »>2, wihrend fiir 
n = 1 leicht die einfachere erhalten wird: 


(79) Moa. [7% (r))] < = aretg Varn i: 


Man sieht aus (78) und (79), pie fiir wachsendes y simmtliche w, fiir 
n >2 klein werden wie de sodass sich in grosser Entfernung vom Spalt 
r 


die Oberflichenbelegung dem constanten Werth u, = 1 anndhert. 

Ks sei hier noch eine Grenze fiir den Differentialquotienten von u, ,, 
nach r eingeschaltet, die sich im Folgenden niitzlich erweist und die man 
durch Differentiation von (71) in Riicksicht auf (75) genau nach dem 
eben angewandten Verfahren erhiilt: 


(r) ef*” 2 ¥ 2 % n—2 
n+1 
(80) Mod. ze = Ta )<(2 arc tg Va) are tg Vi) 


d 2 " 
ee = Wea _—e Viera atl te 
und speciell fiir » = 1: 


u, (r) *” d 2 1 nil Vin 
me 5 ms Vr+d 7) os m Vrtd — eral 
Die durch die Ungleichungen (78) und (79) gelehrte Convergenz unseres 
Verfahrens ist eine sehr rasche, sobald der Spalt breit gegen die Wellen- 
linge ist. Man erhilt z. B. numerisch bei einer Spaltbreite von 50 
Wellenlingen fiir r = 0: 


Mod. |w,| < 0-064-[0-045}'-? n>2 
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Ist die Spaltbreite gleich der Welleniiinge, so folgt: 
Mod. |u,,| << 0-392[0-295]}"- 2, 


also immer noch eine ziemlich gute Convergenz. 

Fiir d= 0 aber wird nicht etwa nur der Convergenzbeweis unzu- 
reichend, vielmehr hért hier in der That die Convergenz auf, da, wie leichte 
Rechnungen lehren, in diesem Grenzfalle siimmtliche wu, abwechselnd gleich 
+ 1 werden. 


18. Das riumliche Wellenpotential. Wir gehen jetzt zum zweiten 
Theil unsrer Aufgabe iiber, zu zeigen, dass die durch die Summe der wu, 
dargestellte Oberfliichenbelegung «~ des Schirms ein riumliches Wellen- 
potential «(0) ergiebt, welches unsre Randwerthaufgabe list. Es ist nach (54): 


an 


u(O) = = far G(r, Pos ¥) U(r) + =< dr G(r, My, 7) U(r). 
9 Hi 


Da u(r), wie oben nachgewiesen, fiir alle Werthe von r endlich und wegen 

(80) auch stetig ist, so kénnen wir auf jedes dieser Integrale die Resultate 

von Nr. 9—11 anwenden. Ls folgt zuniichst, dass jedes der Integrale 

und demnach auch ihre Summe «(0) die Differentialgleichung (A) lést. 

Wenn ferner der Punkt 0 auf die rechte Schirmhiilfte R riickt, so wird” 
) = 0 oder 22, hingegen g, =z. Das erste Integral geht also nach 

Nr. 9 und 10 in u(ry) tiber, das zweite nimmt den Werth an: 


wn 
1 fe ; 1 —ik(r+ro+d) Bi 
— fdr V" a Ge u(r). 
Ee e r-+r-+a 
0 


Ersetzt man hier u(r) durch die Summe >? ii, (r) und integrirt gliedweise, 
1 

was bei der absoluten Convergenz der Summe erlaubt ist, so erhilt man 

nach (56) als Werth des Integrals: 


ie 
—>’ U, (79) . 
n=2 


Demnach wird der Werth von u(O) auf der rechten Schirmhiilfte: 


H(0) = Wr) — aA) =>! HO) — Cr) =H) = 1 


Dasselbe Resultat lisst sich fiir die linke Schirmhiilfte ebenso beweisen. 

Es hat demnach u(O) auf dem Schirm die vorgeschriebenen Randwerthe. 
Schliesslich ist noch das Verhalten von u(0) im Unendlichen zu priifen. 

Die Forderung ist, dass dort w(0) nur aus auslaufenden Wellen bestehn soll. 
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Da u(0) aus der Superposition unendlich vieler Functionen G entsteht, so 
ist diese Forderung erfiillt, wenn die Functionen G im Unendlichen stets 
nur auslaufende Wellen liefern. Wir haben also zu bilden: 


t 
P = pars real. le (9) Poy 1) e- =| 


und zu priifen, ob dieser Ausdruck fiir sehr grossen Abstand vom Schirm 
den Charakter auslaufender Wellen hat. Wir wiihlen fiir G die Form (21) 
und diirfen hierin, da nur grosse Abstiinde vom Schirm in Betracht 
kommen, fiir die Bessel’schen Functionen ihre asymptotischen Werthe 
(18) und (20) einsetzen. Dann wird: 





;% (—-ikD 
a oe tm 6 
vr = y “0 . dasa 
(ray Gos 2) = + ig sin gp V2ak 6 * 
in a) 

~ * —ikD' . 

e « B® e ww | 1 1 
wes) yw ss i ae a * Le, owe 
ye = (sin = — con ) (sin > + cos ) 

0 a os = — 


wobei: 
D=/Vr+r2—2rr,cosg,, D’ =Vri+r.?+ 2rr, cos iv 
ist. Hiernach erscheint G als eine Superposition von Ausdriicken der Form 
eo ikD ~ikb’ 


e ' 
-A resp. ——-A 
VD P VD ? 
wobei A und A’ von 7, unabhingige Gréssen sind. Setzt man noch: 
A=aé¥’, A =e", 


wo « und @’ reell sein sollen, so folgt: 


- Coheed A ani — (--2+¥) 
pars real, ype e = Tp os 2x (— 7 : 
-ikp’ ,é , , 
e 22i— a t D 
eal.{| —— A’e * ]=-—— 2 (— —_—> ). 
pars rea ( yp Ae ) yp cos 2x (— 7 t+4¥ 


Die Bedingung constanter Phase fiir die durch diese Ausdriicke dargestellten 
Wellenbewegungen ist: 


= —_ 2 + w=const. resp. = — = + wy’ = const. 


Da w und y’ in Bezug auf ry, Constanten sind, so folgt daraus: 


== = - ¢ + const., D = 4 t + const. 


Die Wellen schreiten also zu grésseren Werthen von D und D’ und daher, 
weil bei an und fiir sich grossem 7, sowohl D als D’ mit wachsendem 7% 
wiichst, zu grésseren Werthen von 7, fort, sie laufen in’s Unendliche hinaus. 








Une 


séic] 


sirt 


zu 


und 


ist. 


80 


Sch 
und 
gesi 


pol: 
pot 


von 


Dai 


Fitz 


der 














Beugung und Polarisation des Lichts. 219 


Demnach ist zuniichst G und hiermit dann auch u(0) nur aus in’s 
Unendliche hinauslaufenden Wellen zusammengesetzt. 

So ergiebt sich das Resultat, dass in den Gleichungen (54)—(57) that- 
sachlich eine Lisung der gestellten Randwerthaufgabe vorliegt. 

19. Niherungsverfahren fiir den Fall einer vertikal polari- 
sirten einfallenden Welle. Ist die einfallende Welle vertikal polarisirt, 
so hat man nach Nr. 14 eine Lésung vy der Differentialgleichung (A’): 


(A’) ; sat + pgs + ev = 0 
zu suchen, welche auf dem Schirm der Bedingung (B): ¢ ~— = 0 geniigt 
und im Unendlichen von der Form (C’): 
v =e'** + auslaufende Wellen 

ist. 

Setzt man: 
(81) v = ce — iku, 
so muss « gleichfalls der Differentialgleichung (A’) geniigen, auf dem 


Schirm muss gelten: 

Ou 

Ox 
und im Unendlichen muss w nur aus auslaufenden Wellen zusammen- 
gesetzt sein. Zur Herstellung der Function « kann man nun ein ganz 
analoges Niiherungsverfahren einschlagen, wie im Falle der horizontal 
polarisirten Welle. Nach Nr. 13 Formel (35) findet man ein Wellen- 


potential u, welches auf der rechten Schirmhiilfte vorgeschriebene Werthe 


von ne aia oe annimmt, durch: 
Oa 
w(0) — 2, far®® oe o00) 
Daraus folgt: 


éu(0) ou 
Ga =i farm? oer 07 Por"): 
0 


Fiir gy) = auf der linken Schirmhiilfte gilt: 


_ Ee. 2 
Ox, " OG)’ 


der ,,hiniibergeworfene“ Werth von wird daher: 


eo) du 1); 04 ,. ; 
2a, fer: ed 2 1 [3¢ (“os Po» |. 
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Setzt man hier fiir : og 


0 i] Po 


den Ausdruck (38) ein, deriicksichtigt, dass fiir 
M) =2 nach Fig. 7 r, =7'-+d wird und kennzeichnet den _hiniiber- 
geworfenen Werth, wie oben, durch einen Querstrich, so erhilt man: 


” 


e FC H +) Our) 


se id 
cur’) 1 Z. V r 
= dr V., ; . 
Ox Te r+d r+r+d Cx 
0 
. ele, J: ou des 
Mit Hiilfe dieser Formel kann man, ausgehend von >, —= 1 auf beiden 
, 1 . OU p * = - 
Schirmhilften, die Randwerthe von an fortwiihrend hiniiber- und _ heriiber- 


werfen und erhilt dann ganz analog wie oben die folgende hypothetische 
Lésung des Problems fiir die vertikal polarisirte Welle (zur Bequemlich- 


keit ist se iiberall durch v ersetzt): 


(OC 1 J ye ye , , 
(82) ue) = far[G (ra, G05) + E'(res 96 N1PO), 
0 
wobei: 
(83) or) = >'o,(”), 
n=1 
1 fof eitetr'+a , 
(84) Vil") = * far V cea save v,(r), 


(85) v(r) = 1. 


Der Unterschied gegen den Fall der horizontal polarisirten Welle besteht 
darin, dass erstens das riumliche Wellenpotential w(0) aus der Ober- 
flichenbelegung v hier mit Hiilfe der Green’schen Function G’, statt mit 
G, abgeleitet wird und dass zweitens in der Recurrenz (84) unter dem 


Integral statt des Factors ee , wie in der friiheren Recurrenz (56), 


sein reciproker Werth Vei2 auftritt. Letzteres bedingt, wie sich gleich 


zeigen wird, eine kleine Erschwerung des Convergenzbeweises. 

Es ist méglich und fiir das Folgende vortheilhaft, die Functionen- 
reihe v,(r) durch eine andere Functionenreihe w,(r) zu ersetzen, die 
ebenfalls nach der Recurrenz (84) gebildet wird, aber von einem andern 
Anfangsglied ausgeht. Addirt man alle Gleichungen (84) von » = 1 bis 
n = oo, so folgt unter der Voraussetzung, dass die Reihe (83) convergirt: 


ao 


eT hte’ +d) 


(86) Ps v,(r) = o(r)—1= 1{ dr’ Vr d rt+r+td v(r’). 
0 


n=2 
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In Nr. 15 hatten wir eine Functionenreihe u,(r) gebildet durch die Re- 
currenz (56) 


A . «© +a eae +d) ° 
G41(") = — + far V' — rae ae ti, (9”). 
0 
Durch Addition aller dieser Recurrenzen ergiebt sich fiir die Summe 
ii(r) = >'4,0) in Riicksicht darauf, dass #,(r) = 1 war: 
n=1 
rtd ether’ +d) moe 
«im 8 fr V3 Eve - u(r’) 


Subtrahirt man diese Gleichung von (86), so folgt durch eine einfache 
Umstellung: 


, 1 . : agar eT RG +r +d) 
v(r) — a(r) = “fa Vr‘ 7a -[v(r’) — &(r’)] 


dr’ e hr tr’ +d) si 
+: if “Viwea 2): 
Setzt man jetzt: 


‘ly’ 


(87) v(r) — u(r) = w(r) J yi 


so folgt: 
. eg FC r+d) e Ate’ +24) ; 
- aay t t fo Veea* rprq¢a V(r): 


Man erhiilt eine dieser Functionalgleichung geniigende Function w(r) 
wie man aus der Analogie mit (86) unmittelbar erkennt, indem man setzt: 


wo 


(89) w(r) => w,, (1) 


n=1 


en ihr’ u(r’), 


und die w,(r) nach der mit (84) iibereinstimmenden Recurrenz: 


, 1 - : r | oe hG+r' +4) ; 
(90) Way ill) = = far Vera rpr pa Walt) 
0 
bildet, dabei aber von dem Anfangsglied: 
or ek +a) 
(91) w,(r) = ea - 


ausgeht — unter der Voraussetzung, dass die Summe (89) convergirt. Ist 
erst deren Convergenz nachgewiesen, so ergiebt sich die Endlichkeit von 
v(r) leicht aus (87) mit Hiilfe der oben fiir ar’) nachgewiesenen Higen- 
schaften. 
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20. Convergenzbeweis fiir die Reihe der w,(r). Wir beginnen 
den Convergenzbeweis ganz analog wie oben in Nr. 17. Durch wiederholte 
Anwendung der Recurrenz (90) in Riicksicht auf das Anfangsglied (91) 
und Einfiihrung verschiedener Indices fiir die Integrationsvariabeln er- 


giebt sich: 


ies — 
we ur—=(* —) Weta If fer dr,_,:+:dr, 





V Tn Tn-1 " 7 FRG g tt th) 
Vo uta itd ytd 647,490.47 4t Ot F8 
Die Integrationswege zerlege man ahnlich, wie in den Gleichungen (70)—(72), 


derartig in Intervalle, dass der Exponentialfactor von Intervall zu Intervall 
seine Zeichen wechselt. Man hat zu diesem Zweck zu setzen: 


a ' . 
r= Pty i=1,2,---n, 


fiir «, der Reihe nach alle ganzen positiven Zahlen anzunehmen und p, 


° — = we . ‘ 
jedesmal von © bis = variiren zu lassen. Die Zerlegung ergiebt: 


(92) U Wy 41(") 
x2 
kay hrad) : 
—ikd\n Fie (r+d) ° 9k ' ' 
-(S)* ww | J fon dp,_ ys dp, oat Peat ty, 
wobei: 
(93) An+1 = An+1 (21) Par*** Par) 


-> >. Ye year pias (Db Gtr Pat Glas" Pat 4 Ss?) 


2,=02,=0 r,=0 


und 
(94) Pn4i('y 2) ar Yn» r) 
1 ; v n r n— ’ - "; 
“a4 (r+ r +d) ( thy tO +7, +4) r+ a’ r, at Zz r+ d 
ist. 


Aus (92) folgt die Grenze fiir reall 


(95) Mod. w, , ; )<(Z Yieeal f fn dp,_1*+* Up, Mod. x, ,4- 


Es handelt sich noch darum, eine Grenze fiir Mod. y, ,, aufzufinden. Unser 
Hiilfssatz aus Nr. 16 scheint zuniichst zu versagen. Denn die hier auf- 
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tretende Function o, ,, (94) liisst sich in Folge der erwihnten Ersetzung 
der Wurzeln durch ihre reciproken Werthe in keiner Weise so in Factoren 
zerlegen, dass jeder Factor nur von zwei Variabeln abhingt, mit deren 
Wachsen er bestiindig bis auf Null abnimmt. Indessen fiihrt ein einfacher 
Kunstgriff auf diesen Fall zuriick. Man setze: 


r. 
%i -V; + ad r,trtd nei =); 

sodass : 

Paar = 4° BH, 
wird. Jeder von diesen Factoren z, liisst sich nun in der Weise in eine 
Differenz y,;— y,; zerlegen, dass die Functionen y; und y; einzeln die 
Kigenschaften haben, welche bei der Ableitung des Hiilfssatzes von den 
dort mit dem Buchstaben y bezeichneten Functionen vorausgesetzt wurden. 
Setzt man nimlich: 

“ eas i a 1 . 

(96) ¥—YH=—% HUtK= > Tait rd? 


1 1 rtd 1 "; 
i= . + r+d (AV _ + +Veia), 


i+1 


‘ 1 1 /r,+d 1 V r 
a = trxa(t | r, . = a) 


r 
é+1 


so wird: 


und man erkennt leicht, dass y, und y,; mit wachsendem r; oder r;,, von 
positiven Werthen stiindig bis auf Null abnehmen und dass dasselbe fiir 


dy. dy’ , , . 
— gq, > und ———— gilt. Durch Kinfiihrung der y geht 9, ,, tiber in: 
i+1 i+1 
(97) Pno1 = (Yi — 91) (Ya — Ya) *** Yu — Yn) 


Denkt man sich die Klammern ausmultiplicirt, so setzt sich g, ,, aus einer 
Reihe theils positiver, theils negativer Producte und 7, ,, nach (93) aus 
den »-fachen Summen iiber diese einzelnen Producte zusammen. Jedes 
Product besteht aus » Factoren, welche die fiir die Anwendbarkeit des 
Hiilfssatzes erforderlichen Bedingungen erfiillen. Die Summe iiber jedes 
Product ist daher kleiner als das betreffende Anfangsglied und y, 41 muss 
dem absoluten Werthe nach kleiner sein, als die Summe der absoluten 
Werthe aller Anfangsglieder. Letztere Summe erhilt man aber aus (97), 
indem man allen Producten das positive Vorzeichen giebt, sie wird gleich 
(1+) Y2+ 92’) -** Ya t+ Yn’) Hs folgt also: 
Mod. Yn 41 < (Hi 1) (Ys 2’) ++ Yn Yn’) 

wobei iibrigens noch in den Ausdriicken der y fiir alle r; ihre Werthe in 
den Anfangsgliedern p,; einzusetzen sind. 
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Dann ergiebt sich nach (96): 





V p, +4 Pyta pd 1 
Mod. tn41 < P, P, P, (Py +P, +4) (Pp, +P,+4) >: (vp, +r+d) 
und hiermit nach (95): 
4 
Mod. Ww, +1(") < ( ) 5 * ad / f Jun dp,_ 2° -- dp, 
Vas +4 Py . oA ®, +d 1 


P, (,+P,+4 (P,+P, +4 \p +r+d) 


Setzt man noch fiir a d seinen gréssten Werth im Integrations- 


intervall Va+i ein, so folgt: 


Mod. w, , (7) < (=) ta ey ra dp,_,+:> dp, 


intent =. 

Py P, (P,+P,+O(P,t+P, +: (o, +r+4) 
Das hier auftretende Integral stimmt aber mit dem Integral (76) iiberein 
bis auf den kleinen Unterschied, dass iiber p, nicht von 0 bis . sondern 
nur bis + zu integriren ist. Es gestattet dieselbe Behandlung, wie das 
Integral (76), und liefert: 

i” 

2 ty s Vite 1/3 
(98) Mod. wy ilr)<(2 are tg Va) = saa tg V wana 
Mit dieser Ungleichung ist die Convergenz der. Reihe der w,, die Endlich- 
keit threr Summe w(r), fiir beliebige endliche Spaltbreite d dargethan. 

21. Oberflichenbelegung v(r) und Wellenpotential w(0). Da 


u(r) und w(r) endlich sind, so bedarf es zum Nachweis, dass die Ober- 


flichenbelegung: 
> 1 
(99) 00) =a) tur) 2 f Heer ae) 
0 


endlich ist, nichts weiter, als die Endlichkeit des Integrals: 


(100) Ja Sie "dr ike” a (y") 
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gu erweisen. Man setze: 
(101) u(r) =1-+ h(r)e-***, 
sodass also: 


h(r) =>) étr 


ist. Wir priifen das Verhalten von h(r) fiir grosses r. Die rechten Seiten 
der Ungleichungen (78) und (79) werden fiir grosses 7, wie man leicht 


sieht, klein wie = Addirt man diese simmtlichen Ungleichungen, so 
r 
folgt daher fiir grosses r: 


(102) Mod. h(r) < x 


wo A eine endliche Grésse ist. Aehnlich erhilt man aus den Unglei- 


chungen (80) —" - 
Mod. de (5, a) < ry? 


wo B eine endliche Grésse ist. Letztere Gleichung lisst sich auch schreiben: 





1 dhi(r) 1 h(r) 
cing Moa [28021 10, 


und daraus folgt: 


Mod. %) < BYE+4 4 1 Moa, - 


und in Riicksicht auf (102): 


Mod. 0 < pYet4 = = 









oder: 


(103) Mod. 2) 


<> 


wo C eine neue endliche Grosse ist. 
Das zu untersuchende Integral J schreibt sich in Riicksicht auf (101), 
wenn man den Accent von r fortlisst: 


__ Ez —ikr “fe * ek h(r), 


Das erste dieser wii ist bekanntlich endlich gleich Ve. Das zweite 


kénnte, weil h(r) stets endlich ist, héchstens durch die Linge des 
Integrationswegs unendlich werden. Es geniigt also nachzuweisen, dass: 


Mathematische Annalen. LV. 15 
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i * ar — 2ikr 
J f eo he) 
R 


endlich ist, wenn R eine beliebige sehr grosse Zahl bedeutet. Fiihrt man 
die stets endliche Function von r 


" * dr . 
K(r) -f av o-dikr 
. V 


? 


ein, so wird: 





J’ =| dr h(r) ae 
R 


und durch partielle Integration in Riicksicht darauf, dass fiir unendliches r 
h(r) verschwindet: 


J’ = —h(R) K(R) — f dr K(r) “O. 


Da K(r) stets endlich ist, oo aber nach (103) mit wachsendem r klein 


wird, wie -, so folgt, dass J’, dass J und damit, dass v(r) endlich ist. 
r 


Wir sind hiermit soweit gelangt, wie fiir den Fall horizontal polari- 
sirten Lichts in Nr. 17. Wir haben gezeigt, dass aus dem Néherungs- 
verfahren, welches durch die Gleichungen (89)—(91) gekennzeichnet wird, 
mit Hiilfe von (99) eine bestimmte endliche Oberflichenbelegung v(r) erhalten 
wird. Analoge Ueberlegungen, wie in Nr. 18, deren Ausfiihrung wir uns 
hier ersparen wollen, fiihren zu dem Resultat, dass das aus dieser Ober- 
fliichenbelegung nach (82) hervorgehende riiumliche Wellenpotential u(0): 


WO) = f artes Gos 2) + & (rs 0 7)10) 


thatséichlich allen Bedingungen des Problems Geniige leistet. 

Ich wiederhole den Satz aus der Inhaltsiibersicht (§ 2): ,,Es ist damit 
der strenge Nachweis erbracht, dass eine Lisung der gestellten Randwerth- 
aufgaben iiberhaupt méglich ist, was bisher keineswegs mit Sicherheit fest- 
stand, sondern nur nach dem ,,Rayleigh’schen Princip“ wahrscheinlich zu 
machen war. 
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§ 5. 
Discussion der durch das Niherungsverfahren gelieferten Losung. 


22. Vorbemerkung. So befriedigend die vorstehenden Resultate 
vom mathematischen Gesichtspunkt aus erscheinen kénnen, physikalisch sind 
sie deshalb unzureichend, weil die aufeinander folgenden Glieder der Ent- 
wickluag der Oberfliichenbelegungen durch fortgesetzte Integrationen gewon- 
nen werden, -die allgemein nicht ausfiihrbar sind. Indessen lassen sich da 
auch speciellere Folgerungen ableiten, wo die Convergenz des Niherungsver- 
fahrens rasch genug ist, um eine Beschrinkung auf die allerersten Glieder 
zu gestatten. Es wird daher die Discussion der gewonnenen Liésungen 
in der Weise zu fiihren sein, dass wir zuniichst einmal die ersten Glieder 
der Entwicklungen fiir sich betrachten und dann den Einfluss der héheren 
Glieder abschiitzen. Wo sich der Einfluss der héheren Glieder als hin- 
reichend klein erweist, kann die Betrachtung der ersten Glieder zu physi- 
kalischen Einzelfolgerungen verwandt werden. 


23. Die ersten Glieder der Entwicklung fiir horizontal 
polarisirtes Licht. Fir horizontal polarisirtes Licht war die Ober- 


flichenbelegung u(r) in der Form > Hal?) dargestellt worden, wobei 
n=1 

u,(r) == 1 war. Beschriinkt man sich auf das erste Glied, setzt also 

u(r) =1, so erhilt man fiir das Wellenpotential u(0) im Raume nach (54): 


(104) w(0) = w(%, Po) + W(1, Yo) 
wobei: 
1 
(108) 10(F0» Gs) = ate f A (roy Gos) 
0 


ist. Diese Function w(r,, gy) ist niher zu untersuchen — eine Arbeit, welche 
wesentlich erleichtert wird durch Beachtung eines engen Zusammenhangs, 
der zwischen w(7,, py) und einem bereits von Herrn Sommerfeld discutirten 
Ausdruck besteht. 

(ro, Po) hat nach Nr. 18 und Nr. 9 die Eigenschaften, im Unend- 
lichen nur aus auslaufenden Wellen zu bestehn und auf der rechten 
Schirmhilfte den Werth 1 anzunehmen. Bildet man daher: 

(106) Z (ro) Po) = E% — W(Tq, Po) = eho F — WT, Po); 

so wird auf der rechten Schirmhiilfte (fiir 70, o,—0 oder 27) Z=0 
und im Unendlichen besitzt Z eine von positivem « her einfallende, senk- 
recht zur Kante polarisirte Welle. Das sind aber die Bedingungen des 
Beugungsproblems fiir eine aus dem Unendlichen einfallende ebene Welle, 


15* 
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welche senkrecht auf den durch die rechte Schirmhiilfte gebildeten einfachen 
Rand auffallt, die Bedingungen also fiir einen Fall eben des Problems, das 
von Herrn Sommerfeld behandelt worden ist. Herr Sommerfeld giebt seiner 
Lésung die Form (ich vereinige Herrn Sommerfeld’s Formeln 1. c. pag. 359 (5) 
und pag. 367 (3a), specialisire auf den Fall der senkrecht einfallenden Welle, 


4 


indem ich dort m’ = -, setze, versehe ferner r und g mit dem Index 0): 


vA T, 
in iz 


ood 2 Tod * 
4 4 
Phe pi e . a e - 
Zr, Po) _— ekr.sings a fe Be acs e- tkrosin gy sfc dt, 
Vz Vz 
e e 


(107) a. pel 
T, = V2kr, cos (3 —=) T, = V2kr, cos (% + 7) 


= Vir, (1+ sin gy), = Vkr.(1—sin gy). 
Da die eindeutige Bestimmtheit des Problems physikalisch evident ist, 
miissen beide Ausdriicke fiir Z (106) und (107) iibereinstimmen und auf 
Grund dieser physikalischen Evidenz mége die etwas umstindliche rechne- 
rische Transformation des einen Ausdrucks in den andern hier erspart 
bleiben*). 
Mit Hiilfe von Z driickt sich w(0) folgendermassen aus: 
u(0) = 2e** — Z(r, Po) — Z (ros Fo)» 

und nach (48) wird die uns eigentlich interessirende Grésse, die complexe 
electrische Schwingungsamplitude §: 

€(0) = e** — u(0) = 2 (1, Go) + (ro, Go) — e**. 
Da wir es fortan nur noch mit vom Punkte 0 abhiingigen Gréssen zu 
thun haben, diirfen wir iiberall den Index 0 fortlassen. Setzen wir zu- 
dem in € den Ausdruck (107) von Z ein, so erhalten wir: 





T, T, 


had 
4 
: e 
= ete) —_ 
§ is 


T, =V2kr cos ($—), V2kr"' cos (2+), 


I, = 
T,, =V2kr' cos (%—), T,, = V2kr' cos (z +). 


*) Eine Eigenschaft des Ausdrucks: 
ao 
1 
w= ag f Ar Gras Hs 


0 
die eigentlich erst aus der Transformation hervorgeht, ist bei diesen Schliissen schon 


qT, *! ; : 
in * in a a 
eitde+ o ne ae et e~'*@dr+ ef eieas 
Vx | vz, Va , 








— 


ain na §8=—ee 
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Es sei daran erinnert, dass r, m und 2’, g’ Polarcoordinaten des 
Punktes 0 in Bezug auf die beiden Spaltkanten bedeuten. Neben diesen 
beiden Systemen wollen wir jetzt noch ein drittes 9, y einfiihren, welches 
die Spaltmitte zum Pol hat und bei dem der Winkel y von der negativen 





"J 





x-Axe aus positiv nach der negativen y-Axe hin gezihlt wird. Der 
Winkel x ist dann das, was man gewoéhnlich als ,,Beugungswinkel“ be- 
zeichnet. Zwischen den rechtwinklichen Coordinaten x, y und diesen drei 
Systemen von Polarcoordinaten ergiebt die Figur die Beziehungen: 
xL=—ocosy—rsing =r’ sing’, 

(109) ; Bn sik. 
y=— sing =rcosg +> =r cosy —>- 
Ferner sei eine Bemerkung iiber die in € auftretenden Integrale voraus- 
genommen. Dieselben gestatten eine sehr einfache angeniherte Dar- 
stellung, sobald die betr. Grenze 7’ numerisch gross ist. Man hat namlich 
fiir positives 7’ die semiconvergente Entwicklung (Sommerfeld 1. c. p. 359): 


oo 


1 ee ee ae 1 1 1-3 1 
ved Mdm oe lata et ay 
anticipirt. Es folgt niémlich aus Nr. 9 zwar, dass w(r,, 9) =1 ist auf allen Punkten 
des Schirmes, aber ausgenummen die Schirmkante. Fiir Punkte in der Schirmkante 
haben wir nicht gezeigt, dass w(r,, m)) = 1 ist, vielmehr haben wir oben (in Nr. 11) 
gerade diese Eigenschaft vorausgesetzt und auf einen spiiteren Beweis verwiesen. Der 
Beweis wiirde in der Transformation liegen. Denn in der Schirmkante, fiir r, = 0, 
wird unabhiingig von g, nach (107) Z=0 und daher nach (106): w= 1. 


[& 
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und daraus folgt unter Beschriinkung auf das erste Glied dieser Ent- 
wicklung und in Riicksicht auf die bekannte Gleichung: 


+0 


(110) et fevwarms, 


—@® 


fiir grosses positives 7: 


fiir grosses negatives 7: 


T 


iz ~i7242! 
e* = e ~ 


Bei der jetzt folgenden Discussion des Ausdrucks § wollen wir uns 
auf den optisch wichtigsten Fall beschréinken, dass der Punkt 0 hinter dem 


Spalt (p und gy’ >a, — = <4< 3) und in grosser Entfernung vom Spalt 
liegt. Dabei soll nicht nur das Verhiiltniss der a wee zur Spaltbreite 


+; sondern auch das combinirte Verhiltniss +. zs sehr gross sein, d. h. 


im Falle der Spalt in einem gewissen Verhiltniss breit gegen die Wellen- 
linge ist, soll die Entfernung vom Spalt in einem hdheren Verhiiltniss 
gross gegen die Spaltbreite sein. Wir wollen direct setzen: 


(112) ® oder p=“, 


= C 


@ a 

oF 

wo ¢ eine grosse Zahl ist. 
Die Gréssen 7 driicken sich durch @ und x folgendermassen aus: 


(T, P= (Ve? + de sn “— 9 cos 1); 
(T,%—=k 





9° * de sin y+ — 9 cos x , 
(113) 








(V ) 
(7, P= (V o? + de sing ++ @ cos x), 
(1y)*—= k(V/9* — de sing + © “+ @ cos 7) 
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oder fiir sehr grosses 9 durch binomische Entwicklung der Wurzeln nahe: 
(7, )*=K(e[1—cosz]+ Fsinz), (Zp)*—=k(e[1+eosz]+ 5 sinz), 


(1,)'—k(e[1—cosy]—Ssing), (1y)*—K(eL1 + covz]— 4 sin2). 


Das Vorzeichen ist hier jedes Mal in Uebereinstimmung mit (108) mu 
wihlen. Aus (108) folgt aber, dass hinter dem Spalt (m und g’ > 2) 


T, und T,' stets negativ sind. Ferner folgt aus (114), dass fiir grosses + 


(114) 


oder ke hinter dem Spalt ((x) < 5) T, und 7,’ numerisch stets gross 
sind. Zerlegt man daher den Ausdruck (108) von § in zwei Theile, indem 


man setzt: 


(115) &=—=a— B. 
; qT ™ 1,’ 
—— val citde + oo a 
Vz Vz | 
(116) | os | aie 
B= e7 ofte fea + va foes ; 


so darf man in # die Niaherungsformeln (111) anwenden und erhiilt: 


a. ikd . ikd 
: —ik(x+@[1+ cos y}) Py 3g sing ; Z | 


e- ée 
2iVak pew’ oe 


Vet+e0s 2) + 4 sing Ve -+ 00s) — 4 sing 





p= 








wobei die Wurzeln mit positivem Zeichen zu nehmen sind. Hier kann 
man noch in den Nennern das Glied bd sin x gegen o(1-+ cosy) vernach- 
lissigen und findet in Riicksicht auf (109): 


' mi kd 
-—ike-— ; 
P Ss cos (= sin z) 


V2ake & 
cos 5 





(117) p= 


Etwas schwieriger ist die Behandlung des ersten Theils von €, von a. 
Was zuniichst die Vorzeichen von 7', und 7,’ angeht, so sind drei Gebiete 
(1), (1) und (ID) zu ———— welche durch die Schirmhilften und 


die Geraden go = = und gy = > = begrenzt werden. In den Gebieten des 
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»ygeometrischen Schattens“ (J) und (J’) haben 7, und 7,’ entgegen- 
gesetztes Vorzeichen, in dem Gebiete des ,geometrischen Lichts“ JJ sind 





(C) ' 
Fig. 9. 


sie beide positiv. Es ist, wie erwaihnt, nur unsere Absicht, das Verhalten 
von € auf der Peripherie eines sehr grossen Kreises: 
Q == > . 3 = R 
zu untersuchen. Wir theilen diese Peripherie in folgender Weise ein. Man 
ziehe die Linien: 
ad. ee d i - 1 
7 sinz7=>— uw 7; smz=——- 
Es sind dies zwei von der Spaltmitte unter sehr kleinem Winkel yx aus- 
gehende Gerade. Dieselben treffen die Grenzen zwischen den Gebieten J, 
I’ und IT in der Distanz: 
— = 2 
O"@smz 2 2? 
welche kleiner ist als der Radius unsres Kreises R = + -e*. Die Peripherie 


des Kreises R zerfallt demnach in fiinf Theile. In zwei Theile (A) und 
(A’), in welchen: 


id . 1 
(118) la sing a= 
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ist, und in drei Theile (B), (B’), (C’), in welchen: 


(119) Fs sin y|<+ 





ist und welche sich noch durch das Vorzeichen von 7, und 7,’ von 
einander unterscheiden. 

Wir beginnen mit den Gebieten (A) und (A’). Beachtet man die 
Ungleichung: 
1 — cos y = 2 sin? % >< sin’ z, 
so folgt in Riicksicht auf (118): 


ke(1—cos x) = e3(1— cos x) > =? sin? 7 > st 


oder, da k = ** ist 
(120) ko (1—cos x) > ze. 


Ferner wird: 





7 sin ¥ 
oder: 
(121) 00 — 8) 5, 


=z sing 


Die Ungleichheiten (120) und (121) lehren, dass in den Ausdriicken (114) 
von 7, und 7,’ der erste Theil kg(1—cos zy) numerisch gross und ausser- 








dem gross im Verhiltniss zum zweiten Theil at sin y ist. Demnach ist 


in (A) und (A’) 7, und 7,’ gross. Man darf daher die Naherungsformeln 
(110) resp. (111) verwenden und erhilt in Riicksicht auf das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen von 7, und 7;’: 

In (A) und (A’): 


=* +ik(e—g[1—cos y}) Tt sing — *E4 sin y 
e ‘ e e 


sink V et—cosz) — 4 sin g V e(t—cosy) + © sin z 
oder, wenn man in den Wurzeln die zweiten Theile gegen die ersten 
vernachlissigt: 





em —— 


5 —tke gin (= sin 1) 
(122) a= = ———- ———— © 
V2ake sin z 
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Fiir die iibrigen drei Gebiete (B), (B’) und (C’) empfiehlt sich 
eine kleine Umsetzung des Ausdrucks (116) von «. Es ist: 


7,’ eo 7, cs 
fear =feirar— e Pdr t+ feiM@dr, 
—@ —f,' —7,' rif 


ny T,’ $e qT, 
fewa + fear —fei*aet ei" dr, 
=. —@ —@ <7! 


und damit wird in Riicksicht auf (110): 


+tkx ’ 
(123) c= —— feiwa 
4 


Nehmen wir hier zunichst das Gebiet (B’) in Angriff, so ist in demselben 
T, positiv, 7, negativ und durch EHinfiihrung der absoluten Werthe der 
T folgt: 


17; | 


oe the a 
4 
(123a) “= — . fowu 
v4 


e 
| Ty" | 


Nun gilt in (B’) die Ungleichung (119), aus der folgt: 
kd sin x = no sin x <=. 


Demnach ist der Unterschied zwischen (7,)? und (7;,’)? nach (114) eine 
sehr kleine Grésse und es kann daher innerhalb des Integrationsintervalls 
e~‘* constant gleich seinem Mittelwerth e~‘*¢-°*2) gesetzt werden. 
Damit wird aber: 





$8 sche 
A 
(124) or == <___ ¢~te(t—e08z) (| T.| — | T,'}). 
yx | 
Um |7,| — |7;,'| mit einer solchen Genauigkeit zu finden, dass der Fehler 


klein wird gegen den Betrag der Grésse selbst, sind die Ausdriicke (113) 
fiir 7, und 7,’ etwas genauer zu entwickeln. Beriicksichtigt man bei der 
Entwicklung der Wurzeln ein Glied mehr als in (114), so folgt: 


T,? = ke (1 —cos x) +* sin x + 5 cos* x, 


N's 2 
T,? = ko (1 — cos x) — 7 sin y + ‘< cos?® 7 
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oder durch eine einfache Umstellung: 


; d 2 kd. 
T,? =2ke (sin £ + To 08 4) ~ sin® 4 (2cosz+ 1), 
(125) ‘ “ o- 
T,'*=2ke (sin 2. cos 4) —-- © (2cos y+ 1). 


Vernachlissigt man die zweiten Glieder, so erhilt man: 
d 
(126) 7,= V2ke (sin + {cos 4), T,, =V2ke (— sin4 + {00s 4). 


Die Vorzeichen sind hier schon so bestimmt, dass sie mit den aus (108) 
folgenden Vorzeichen iibereinstimmen. Beachtet man noch, dass in dem 
Gebiete (B’) nach der Figur: 


20 tg~>esing>* 


ist und bildet in Riicksicht hierauf die absoluten Werthe von 7 und 7”, 
so folgt: 
. kd? 
I7,|—|T"|=V 3° cos 2. 
Die Wurzel aus den vernachlissigten Gliedern ist von der Ordnung 
y= sin i, also bei den hier in Frage kommenden kleinen Werthen des 


Winkels y in der That gegen |7,|— |T7’| zu vernachlissigen. 


Setzen wir wegen der Kleinheit von y noch cos - Z = 1, so folgt: 
fiir das Gebiet (B’): ; 
ZT -ike 4 /ka® 
(127) a=e* sy 


Kine ganz tihnliche Rechnung fiihrt zu dem Resultat, dass fiir das Gebiet 
(B) derselbe Werth von a@ gilt. 
Es bleibt das Gebiet (C). In (C) hat man nach der Figur: 
d 

lesiny| <> 
und dazu die Ungleichung (119): 

Fs sin ¥ |<< <— 
Daraus folgt: 


T,? =kg-2sin? 4 x 4.5 Being < “tg t 4 sing <= (i+ "i) 
2 cos 





und ebenso: 


, % © . % dk . a 1 % 
yf iets ie: z) 
2 cos* ~ 
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Im ganzen Gebiet (C) sind also 7, und 7,’ sehr kleine Gréssen. In dem 
Integral: 


T,' 


$3 sine 
et ; 
am? eit dr, 
Vz 
e 


=f 


darf man daher wegen der Kleinheit der Grenzen e~'* = 1 setzen und 
findet somit: 





tS ike 
e* r 
ici Vz (7, + T, ) , 
Setzt man hier fiir 7, und 7, die Werthe (126) ein und beachtet, dass 
fiir kleines y nahe « = — @g ist, so folgt: 
(128) = ga Tite v 
270” 


also eine mit (127) identische Formel. 
Unser Resultat fiir @ ist sonach zusammengefasst dieses: In den 


Gebieten (A) und (A’) gilt nach (118) und (122): 


st ~10e in (#4 sin) 
| kd , od e4 2 
2 sin ¥ ae “= —— ——- 








> sin 1| <=, «= ——-kd 


Nun sieht man aber, dass fiir ein x, welches der letzteren Ungleichung 
geniigt (c ist sehr gross), die erste Formel in die zweite tibergeht. Dem- 
nach kommt der ersten Formel allgemeine Giiltigkeit fiir alle Werthe von y zu. 

Setzen wir jetzt die gefundenen Ausdriicke fiir @ und f in (115) ein, 
so erhalten wir als Darstellung der elektrischen Schwingungscomponente fiir 
alle Punkte in grosser Entfernung vom Spalt hinter dem Schirm: 


. ee \ kd. 
(129) , e-ike _ sin (= sin x) . cos G sin z) 
= —_— ————— —@ —_--_—- - —~- 

V2xke sin 4 cos 4. 





Das ist das Ergebniss der Discussion des ersten Gliedes des Niherungs- 
verfahrens. 





em 


nd 


en 








24. Hinfluss 





Beugung und Polarisation des Lichts. 237 


der héheren Glieder. Es ist in zweiter Linie zu 


untersuchen, welchen Betrag der Einfluss der héheren Glieder des Naherungs- 


verfahrens erreicht. 


In Riicksicht auf die Ungleichung: are wt x <x kann man die friiher 
abgeleiteten Grenzen (78), (79), (80) fiir die Glieder der Entwicklung der 
Oberflichenbelegung durch die etwas weiteren ersetzen: 


Mod. = 


Mod. [w, ,,(”)] < (2 Vi ; a Vi 
‘" se] <V3) ide 


Setzt man, wie oben: 


und fiihrt die Abkii 


ein, so folgt: 
(130) 


 ) 


a a, (r) 7 h(r) e-ikr 


n=2 


rzung: 


a 2d 
Mod. hr) <2, Vz ae, 


aT h(r) a V2d 
Mod. eros |<irs (d +r)? 


und aus letzterer Ungleichung: 











1 dh(r) a V2d— . pM 
Vr+d od. dr < i—#@ dtr? , +a q Mod. h(r) 
und daraus: 
So 3% Y2d 
(131) Mod. sis 


(+r)! 


Setzt man jetzt: 


Vrs 0) = 3. 2 frou 99d a,(r) = L fare Gea 9) MO), 
0 


so stellt nach (54) die Summe 


V (%, Po) + Vor, 0» Po ) 


das durch die Einwirkung der héheren Glieder zu £ hinzukommende Zusatz- 


potential dar. 


Ks ist eine Grenze fiir V(r), ) zu suchen. Der Ausdruck (22) von 


G(r, Po, *) lautete: 
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U, (kD) 
D 


G(r, Por 7) = + 2rq 8in Hk 


wo 


: .§ &% 1 (k D’) 1 1 rf 
—— ry sin af dv sin iv } —_______ + —_, —_ 


2 D av Po iv 
; + ‘0 
6 ain | — cos 3 sin = + cos 








=Vr+re—2rr,cosg,, D =Vr?+r,.?+ 2rr,cosiv. 


Wir wollen uns nun bei der weiteren Grenzbestimmung auf Punkte 7), », 
beschrinken, die erstens in grosser Entfernung vom Spalt liegen und 
zweitens nicht zu grossen Beugungswinkeln angehéren in der Art, dass 
die Entfernung D von den Punkten des Schirms und erst recht die 
Grésse D’ im Verhiiltniss zur Wellenliinge fiir alle zu betrachtenden 
Punkte stets gross ist. Man hat es dann nur noch mit grossen Argu- 
menten kD und kD’ der Bessel’schen Function U, zu thun und darf fir 
U, seinen asymptotischen Werth (20): 


U,(2) =——iVze (+ i) 


einfiihren. Hiermit geht aber G@ iiber in: 





otao 

rn 
G(r, p, 7) = + ir sin @, V2ak * — 
pi 

—ikn+™ 
1 1 e 
+V3 in ferns i +—z eae 6 
sin — — cos ¥e sin . + cos % D'? 
Fiihrt man die Hiilfsfunctionen ein: 
ao iv] 
® oe tk(D +r) = +r) 


(132) F'(r9, Po) = fare z— h(r), F'(%, *_ dr ——_,— hi), 
: D? p? 


so folgt fiir V: 
in 


- oe i - = 
V (rq, Po) = —E 7% Sin VE "Flr, G)e * 


° 
1 ». 


& Po oe vw — 
+ yess Se 0 Sin  f dvsinivk (7) 0) = "ase 7 : 


) 
0 sin > — cos -> + eos ® 





Daraus leitet man die Grenze fiir V ab: 

















die 
len 


fiir 








ae 


‘ eW HO +8) = . oT 
iets a | :/ tre swen a) MO) | dD _r—roemay 
i+ a - r=aQ e pi(1 +4”) 
0 
und daraus findet man leicht in Riicksicht auf (130): 
(134) Mo. F<, 2? 43 Satin $ | Ps. 
roi(1—cosp,) * Di (1+ ir) 
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(133) Mod. V <| ry sin 9 | VX Mod. F 








“ | sin <P — cos %e sin 5 +008 % 
Es bleibt also die Aufgabe, Grenzen fiir Mod. F und Mod. F” zu finden. 


Aus dem Ausdruck (132) von F folgt durch partielle Integration: 





Wenn man beachtet, dass D (1+ 7) = VD(D+r—r, cos gy) eine mit 
r stets wachsende Grisse ist, so wird: 
“7 























d h(r) d 1 ' 
Med. = | ———|,- | < — = / - Mod. (hr) 
dr 3 aD dr aD 
Di(14+ Gr) ‘aie dr | 
dh(r) 
Mod. —~ 
3 “aD “dr 
- 42) 
und mit Hiilfe von (130) und (131): 
d h(r) 
Mod. —— | ———;- 
‘dr 3 dD 
D (1+ ) ‘ , 

a —— oe 1 1 1 d 1 | 
< <0 ee ee 

OV Hew ail) VFA HCD 

d 1 

< ¢ 5 V2a}5 — 5 siacwniaieml —$; —______ 

ad CO ed 

ae 1 
— —9 V2 ta i 


Vr+a Dt (1 + a) 


rosin’®| LV E faosiniv Mod. F’(r, * | , + -— : | . 
6 





| 
| 
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Setzt man dies in (134) ein, so folgt: 
Mod. F< ;**, 4d Sa. Sew 
T° re) — cos Po) 
Eine ganz ahnliche Behandlung liefert fiir F’: 
Mod. F’ < — » -> + eae 
r,* (1 + cos iv) 
Damit wird nach (133): 


ao 


. 
of sin io| 1 + 1 | 
Qa cin. . av Po . $0 cos!| , 
sin-S — cos : sin-> — Coa, | 


0 


Po 


sin ; 








_ 4% 1 | sing, | 
Mod) <7 — 8 Yabr, | 1— e089, 
Fiihrt man in dem Integral § = sin oh als Variable ein, so wird 


dasselbe rational, und lisst sich daher leicht ausfiihren. Die Rechnung 
ergiebt fiir semen Werth: 


_22 (1 + cos %e) je nachdem mH<* 
sin? = Por 
und damit wird die gesuchte Grenze von V: 
: 49 1 1 
me <i ee 
® sin 


2 


Bildet man auf dieselbe Weise eine Grenze fiir V(r,',p,') und ersetzt, 
wie es fiir grosse Entfernung vom Spalt erlaubt ist, 7, und 7,’ durch g, 


@, durch = — 4%; Po durch = + x (s. Fig. 8), so erhilt man die gesuchte 


Grenze fiir den Einfluss der Restglieder: 


nis 40 4/2 So 14/i 7) 
(135) Mod.[V (ro, 90) +7 (re N< 72s Veto ceo 9= LV =V aa 


Der Betrag dieser Grenze wird unten mit dem Betrag § des ersten Gliedes 
zu vergleichen sein. 

25. Analoges fiir vertikal polarisirtes Licht. Zunichst sollen 
noch die analogen Ueberlegungen fiir vertikal polarisirtes Licht angegeben 
werden, um dann die Resultate gemeinsam discutiren zu kénnen. 

Man beginne auch hier damit, die Oberflichenbelegung o(r) = 1 zu 
setzen und das aus dieser Oberflichenbelegung nach (82) entspringende 
Wellenpotential : 


1 J , , , , ‘ 
W(0) = se fara’, Gos 0) + Crs 09) 
0 








| bo! 
al | 


es 


en 
en 


ZU 
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zu betrachten. Man bemerkt sogleich, dass wiederum ein naher Zusam- 
menhang zwischen u(0) und derjenigen Function Z’ bestehn muss, durch 
welche Herr Sommerfeld die Beugung einer parallel zur Kante polarisirten 
Welle an einem einfachen Rand dargestellt hat, und zwar findet man 
ihnlich wie oben: 


iku(O) = 2e** — Z'(14, Py) — Z'(%s %)- 
Damit folgt fiir die magnetische Schwingungsamplitude v: 
y = et — iku(0) = 2'(r95 90) + Z' (re, 9.) — &*. 


Fiihrt man die aus Herrn Sommerfeld’s Arbeit (pag. 359 (5) und pag. 367 (3b)) 
zu entnehmende Darstellung der Function Z’ ein, so erhilt man fiir v durch 
einfache Umstellungen: 

v=a+B 


(wobei « und # die beiden bei der obigen Discussion von Z in (115) ein- 
gefiihrten Hiilfsgréssen sind) und es folgt daher mit Hiilfe der Ausdriicke 
(117) und (122) von 6 und a: 


~  * otkd 

e~ ike | = sin (“ sin z) _m cos ("; sin x)| 

136 v= 7 tet ——-+¢ © i" __‘}. 
(186) V2xke | ~" + x 
er se 


Es wire nun weiter eine Grenze fiir den Einfluss des vernachliissigten 
Restes von v(r) abzuleiten. Indessen mége es geniigen, hier nur den 
Charakter des Resultates anzugeben, das aus einer thnlichen, aber noch 
etwas umstiindlicheren Rechnung hervorgeht, wie sie in voriger Nummer 
ausgefiihrt wurde. Bezeichnet man niimlich mit vy’ den vernachlissigten 
Rest der magnetischen Schwingungsamplitude, so findet sich: 


ae a B 


(137) Mod. of < Se aap cary’ 


wobei B eine missige numerische Zahl ist. Diese Grenze bezieht sich 
wieder nur auf Punkte in grésserem Abstand vom Schirm. 


26. Zusammenstellung und Ergebnisse. Wir wollen die Er- 
gebnisse fiir die Betriige der ersten Glieder unsrer Entwicklungen, wie 
der Reste, aus den Gleichungen (129), (135), (136), (137) zusammen- 
stellen, dabei aber zugleich eine Aenderung ihrer Form vornehmen. Auch 
sei nochmals hervorgehoben, dass die folgenden einfachen Formeln nur fiir 
Punkte hinter dem Schirm und in einer Entfernung vom Spalt, fiir welche 
: ae eine grosse Zahl ist, gelten. 


Mathematische Annalen. LV. 
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Wir setzen: 


kd 2 kd, 2 
sin in (Fs sin 1) cos ( " sin 1) 
J= !} 4+ 
kd sin 4 k d cos x 


(A) 


und: 
(B) tg d= tg (4) - cotg (4 sin x) , 


Dann folgt fiir die complexe Schwingungsamplitude bei horizontal polari- 
sirtem Licht aus Gil. (129): 


ka ke- = 4) 
aa Vie por s-4 


und bei vertikal polarisirtem Licht aus Gl. (136): 


y= iF Varo‘ wi it) 


Daraus folgt fiir die Schwingungscomponenten selbst: 


if kd? 
Z = pars real. (5.2 :) ~F -VJ cos = (e—+ — s;4—at), 
9 i? 
N = pars aac” :) = — ~.VI cos =™ x (e — <. + —- A— at) ; 


Man sieht, dass (abgesehn von dem Factor =) J die Lichtintensitit be- 


deutet, wihrend 0 (abgesehn von dem constanten Phasengewinn <) die 


durch die Beugung verursachte Phasenverschiebung darstellt. 

Fiir die vernachlissigten Reste & und v’ der Schwingungsamplituden 
gelten in jeder gegen die Wellenliinge grossen Entfernung vom Schirm 
die Grenzen: 


kes 9 2 
2ae kd 1—#@ cosy’ 


kd? B a 1 
2x0 kd (1—@)® cos? yz’ 


14/i 2 . — 
a= 2¥2 = V =a B eine missig grosse Zahl. 


Aendert man noch die Einheit der Lichtintensitait im Verhiiltniss ae 


Mod. { < Mod. »’ < 


so kann man auch schreiben: 


© seyrebet), payretei) 


gs 08 wh | 
— cosy’ 


1 
(a bon cos? x 


(D) = Mod. & < 4a 


Mod. »’ < 4 -~B- 














ri- 


ie 
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Wir wollen nun die wohlbekannte Formel, welche die iltere Beugungs- 
theorie fiir die Intensitaét des durch einen Spalt gebeugten Lichtes giebt, 


mit zum Vergleich heranziehn. Dieselbe lautet (Kirchhoff, Optik, pag. 91, 
wo a= = p=ksiny und, um auf die jetzige Intensitiitseinheit zu 
kommen, const. = 1 zu setzen ist): 


. (kd . 2 
sin (= sin z) 
fa =. 1. 


ka sin 
r % 


(E) 


Zwischen dem ilteren Intensitiitsausdruck J’ und dem hier abgeleiteten 
neuen J findet man leicht die Beziehung: 


(138) J=J' cosy + ( ; ) 


. x 
kd cos : 





Man kennt die Lichtvertheilung, welche der Ausdruck J’ liefert. Auf 
einem senkrecht zur Richtung nach dem Spalt aufgestellten Schirm zeigt 
sich ein System abwechselnd heller und dunkler zum Spalt paralleler 
Streifen. Der hellste Streifen von der Intensitiit J’ = 1 findet sich in der 
Mitte des Beugungsbildes (y= 0), zu beiden Seiten desselhen folgen nahe 
aiquidistant schwiichere Lichtmaxima, deren Oerter sehr genihert durch 
die Gleichungen: 


kd sin y = a(2n+ 1) n=1,2,--- 


gegeben werden. Die Helligkeiten dieser Maxima sind bestimmt durch 


den Ausdruck: 
1 


(ka sin ) 
( oom? 


Sie nehmen bei breitem Spalt mit wachsendem Beugungswinkel rasch an 
Kraft ab. Zwischen den Maximis finden sich stets Stellen vélliger Dunkel- 
heit eingeschaltet. | 

Aus Formel (138) erkennt man leicht, was sich hieran iindert, wenn 
man den neuen Intensitiitsausdruck J einfiihrt. Zuniichst ist die Hellig- 
keit iiberall mit dem Factor cos xy zu multipliciren, die Intensitiit der seit- 
lichen Lichtstreifen nimmt also mit wachsendem Beugungswinkel rascher 
ab, als nach der iilteren Formel, und ausserdem lagert sich iiber das ganze 
Beugungsbild eine ziemlich gleichférmige, mit wachsendem Beugungswinkel 
wenig ansteigende (bei breitem Spalt schwache) Helligkeit, welche durch 
das zweite Glied der Formel (138) dargestellt wird. Es sind also die 
16* 


J’ = 
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Minima zwischen den Streifen nicht mehr vollig dunkel und fiir gréssere 
Beugungswinkel, wo auch die Maxima schwach sind, tritt allmihlich eine 
Verwischung der Streifen ein. Der Ort der seitlichen Maxima bleibt 
iibrigens unverindert nahe den Stellen: 


kd sin y = 2(2n+ 1) *=1,2- 


wahrend ihre Intensitit durch die verinderte Formel 


Fuf—- 
i sin i) 
gegeben wird. 


Fragen wir jetzt nach dem Giiltigkeitsbereich des Ausdrucks J in 
Riicksicht auf die vernachliissigten Theile ¢ und v’. Es werden nach (D) 
auch im besten Falle, fiir 70, die Reste ¢ und »’ numerisch klein 
nur dann, wenn kd gross, # klein wird, also bei gegen die Wellenliinge 
breitem Spalt. Demnach kann die Formel J nur bei breitem Spalt eine 
Niherung darstellen. Da aber die Reste ¢ und wv’ oder wenigstens die 
fiir sie abgeleiteten Grenzen mit wachsendem Beugungswinkel wachsen, 
so fragt sich weiter, bis zu welchen Beugungswinkeln die Anwendbarkeit 
der Formel J bestehn bleibt. Es wird geniigen, wenn ¢ und »’ in den 
Helligkeitsmaximis klein gegen € und y bleibt, wenn also in denselben: 





Z 
3 cos -— 


= a 
VJ > 4x9 5-5 < 


COs x 


1 


und VI><= Bg <5 as 


ist, wobei g eine grosse Zahl ist. Fiihrt man hier fiir es seinen Werth 


; a 1 ; 
in den Maximis ---— ein, so folgt: 
kd sin & 


, a cos* = < 
cotg 4 >49-5—s) : >9 Baas 
sin = 


Diese Ungleichungen gelten fiir um so gréssere, um so niiher an einen 
Rechten heranreichende Beugungswinkel, je kleiner #, je grisser die 
Spaltbreite ist. 

Demnach gilt die Formel J mit um so grésserer Genauigkeit bis zu 
um so grésseren Beugungswinkeln, je breiter der Spalt im Verhiiltniss 
zur Wellenlinge ist. Dass fiir ganz grosse Beugungswinkel nahe einem 
Rechten nicht etwa nur die obige Grenzbestimmung ungeniigend wird, 
sondern thatsiichlich J aufhért, eine Niherung zu sein, erkennt man schon 


daraus, dass fiir y=  strenge €=0 werden miisste, wihrend es in 
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Wirklichkeit von der Ordnung cS wird. Fir y= a ist also € und damit 


auch J um seinen eigenen Betrag falsch. 

Beachtet man noch, dass fiir breiten Spalt und Kleine Beugungs- 
winkel J und J’ nahezu identisch werden, so ist folgendes Resultat 
erreicht: 

Wir sehen erstens, dass die diltere Formel: 


; (2 : ) : 
sin (—— sin 
J’ = am 
ats kd. 
g sing 
der strengen Theorie wm so niiher entspricht, je breiter der Spalt und je 
kleiner der Beugungswinkel ist, und wir finden zweitens eine neue Formel: 


sin (~ sin x) | ; cos es sin ) ’ 
1 [snd], [“Eaay 
kd sin — kd cos -— 

welche sich bei wachsender Spaltbreite auch fiir gréssere und gréssere Beugungs- 
winkel der strengen Theorie anschliesst. 

Noch weitere optische Folgerungen ergeben sich aus der Vergleichung 
der vertikalen und der horizontalen Schwingungscomponente. Die Amplitude 
beider Componenten ist nach (C) iiberall gleich. Daraus folgt, dass natiir- 
liches einfallendes Licht durch die Beugung an einem Spalt — innerhalb 
des (riiltigheitsbereichs des Ausdrucks J — nicht polarisirt wird*). 

Indessen tritt eine Phasendifferenz zwischen der vertikalen und der 
horizontalen Componente ein, welche durch se gegeben wird und nach 


Formel (B) in den Maximis verschwindet, wiihrend sie in den Minimis bis 
auf eine halbe Wellenlinge ansteigt. 

Das Giiltigkeitsbereich der Formel J ist in Praxis ein recht aus- 
gedehntes. Wir haben bei ihrer Ableitung vorausgesetzt, dass die Ent- 
fernung @ des Standpunktes des Beobachters vom Spalt sehr gross ist. 
Die hieraus entspringenden Vernachlissigungen verschwinden aber villig, 
wenn man in der’ iiblichen Weise mit Hiilfe eines auf unendlich ein- 
gestellten Fernrohrs die sogenannte Fraunhofer’sche Beugungserscheinung 
beobachtet, wie sie in unendlicher Entfernung vom Spalt zu Stande kommen 
wiirde. Unsre zweite Gruppe von Vernachliissigungen, die in der Weg- 
lassung der hédheren Glieder des Niherungsverfahrens bestand, fiihrt 


*) Fiir ganz grosse Beugungswinkel nahe einem Rechten muss natiirlich vertikale 
Polarisation eintreten, weil die horizontale Schwingungscomponente ¢ nach der Rand- 
bedingung am Schirm gleich 0 werden muss. 
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wenigstens in dem mittleren Theile des Beugungsbildes auch nur bei sehr 


schmalen Spalten zu praktisch merklichen Fehlern. Wenn die Spaltbreite 
z 
cos — 


zehn Wellenlingen betriigt, erhilt man aus Formel (D): Mod. &< 0.014 : 


cos x? 
wihrend € in der Mitte des Beugungsbildes nahe 1 ist. Man sieht daraus, 
dass selbst fiir einen Spalt von nur zehn Wellenlingen Breite bei missigen 
Beugungswinkeln y der Fehler der Formel J und auch der iilteren 
Formel J’ nicht iiber ein paar Procent der in der Mitte des Beugungs- 
bildes herrschenden Lichtintensitét ansteigt. 


Einen Abschluss in gewissem Sinne liefern die vorstehenden Unter- 
suchungen fiir die Theorie der Beugung der Rontgenstrahlen. Fasst man 
einen Réntgenstrahl als einen Impuls auf, als eine Stosswelle, welche sich 
von einem Punkt im Aether, der einer kurzen Erschiitterung ausgesetzt 
gewesen ist, fortpflanzt, so kann man sich diesen Impuls mit Hiilfe des 
Fourier’schen Integrals in lauter homogene Schwingungen aller méglichen 
Schwingungsperioden oder Wellenlingen zerlegt denken. Man iiberzeugt 
sich leicht, dass hierbei fast die ganze Schwingungsenergie auf diejenigen 
homogenen Schwingungen fiillt, deren Periode zwischen Null und Werthen 
von der Gréssenordnung der Stossdauer liegt, wihrend Schwingungen 
langerer Periode nur mit verschwindend kleiner Amplitude anftreten. 
Berechnete man nun die Beugung jeder einzelnen homogenen Welle durch 
einen Spalt unter alleiniger Beriicksichtigung der ersten Glieder w (ry, po) 
+ w(ro'; Po) (Gl. 104) unsres Niaherungsverfahrens, und superponirte dann 
die Amplituden des gebeugten Lichts fiir alle vorkommenden Wellen, so 
wiirde man auf einem anderen Wege zu genau den Resultaten iiber die 
Beugung von Impulsen gelangen, welche kiirzlich Herr Sommerfeld (Zeit- 
schrift fiir Mathematik und Physik, Bd. 46, 1901) abgeleitet hat. Ich 
hebe hervor, dass man hierbei nicht von den obigen einfachen Formeln 
fiir J Gebrauch machen kann, weil deren Ableitung voraussetzt, dass 


+ numerisch gross ist, wahrend bei der Zerlegung des Impulses in 


homogene Schwingungen Wellenlingen bis zur Null herunter und daher 


auch kleine Werthe des Products °; auftreten. In der That hat Herr 


Sommerfeld den Ausdruck w(ry, 9) + w(7), Q), tibertragen auf den 
Fall des Impulses, a. a. O. pag. 76—86, ohne die obigen Vernachlissigungen 
ausgewerthet. Dass dieser Ausdruck an sich eine Niherung fiir die Lésung 
des Problems sei, hat Herr Sommerfeld durch verschiedene Betrachtungen 
wahrscheinlich gemacht. Auf Grund unsrer Restformeln (D) lisst sich 
aber jetzt ohne Schwierigkeit eine numerische Grenze berechnen, um die 
das Sommerfeld’sche Resultat in dem concreten Falle des von den Herren 
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Haga und Wind*) ausgefiihrten Experimentes tiber Beugung von Réntgen- 
strahlen durch die Weglassung der weiteren Glieder des Niherungsver- 
fahrens héchstens verfilscht sein kann. Indem ich fiir die Spaltbreite 
den ungiinstigsten, kleinsten bei dem Experimente der Herren Haga und 
Wind vorkommenden Werth 0.002 mm ansetze, finde ich, dass der Fehler 
der Intensitiit bei den allein in Betracht kommenden kleinen Beugungs- 
winkeln unter ein 10000-stel der in der Mitte des Beugungsbildes herrschen- 
den Intensitit bleibt.**) Man kommt damit zu dem Schluss, dass Herrn 
Sommerfeld’s angendherte Theorie der Beugung von Réntgenstrahlen im 
concreten Fall des Ezxperimentes der Herren Haga uud Wind bis auf 
practisch Unmerkliches mit einer strengen Theorie dibereinstimmt. 


*) Wiedemann’s Annalen der Physik. Bd. 68. 1899. 

**) Es gilt dies unmittelbar nur fiir den Fall horizontal polarisirten Lichtes, fiir 
welches oben allein eine numerische Restgrenze aufgestellt wurde. Indessen ist klar, 
dass fiir vertikal polarisirtes Licht der Fehler von derselben Grissenordnung werden 
muss. 
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Ueber partielle Integration. 
Von 


Martin Brenve in Gottingen. 


1. Man pflegt unter partieller Integration (intégration par parties) das 
bekannte Integrationsverfahren zu verstehen, das durch die Formel 


> 
[ua =u» —fvdu 
e e 


definirt ist. Es liisst sich aber zeigen, dass diese Formel nur ein specieller 

Fall eines allgemeinern Verfahrens ist, welches mit mehr Recht als par- 

tielle Integration bezeichnet zu werden verdient, und welches auch wirklich 

das Analogon oder vielmebr die Umkehrung der partiellen Differentiation ist. 
Es sei nimlich die Integration 


y= {r, v)dx 


auszufiihren, wo uw und wv Functionen von x darstellen. Liisst sich diese 
Integration ausfiihren, indem man v als constant ansieht, und sei dieses 
partielle Integral 


Yo -{ f(u, v) dx, 


wo der Accent am Integralzeichen bedeuten soll, dass bei der Integration v 
als Constante angesehen werden soll, so wird im allgemeinen y eine 
Function von x und v sein, da man behufs der Integration « durch £ 
ersetzen wird. Offenbar ist dann: 


Y= % — A dv 


und das durch diese Formel definirte Integrationsverfahren sollte eigentlich 
als partielle Integration bezeichnet werden. 

Die obigen Gleichungen behalten ihre Allgemeinheit, wenn wir « statt 
w schreiben, und unser Verfahren ist dann durch folgende Formeln 
charakterisirt :*) 


*) Von Herrn Zermelo wurde ich darauf aufmerksam gemacht, wie man leicht 
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| y= fre, vo)dr=H+%, 
ae a) OY dy, dv 
n= fe, »dz, > “By av om —f oe tax wv, 


wo Cie beiden Ausdriicke fiir y, ausdriicklich hingeschrieben sind, weil je 
nach der Beschaffenheit der Function f entweder der Gebrauch von v oder 
der von & als Integrationsvariabler vortheilhafter sein kann. 

2. Setzen wir in dem Formelsystem (1) f(2, v) =v, so erhalten wir 
den speciellen Fall unsers Verfahrens, den man gewéhnlich als partielle 
Integration bezeichnet, und den man vielmehr, wie Herr Hilbert vor- 
schligt, Integration eines Products nennen sollte. 

3. Wenn es auch von vornherein klar ist, dass die Integrationen, 
. welche sich nach unserm Verfahren durch bekannte Functionen ausfiihren 
lassen, auch durch die eine oder andre der sonst iiblichen Methoden aus- 
fiihrbar sein miissen, so scheint jenes doch hiiufig schneller zum Ziele zu 
fiihren als diese und namentlich zur Ableitung einer grossen Menge von 





r Transformationen von Integralen scheint es sehr fruchtbar zu sein. Es 
> mégen einige Beispiele gegeben werden, welche das Verfahren ein wenig 
a illustriren sollen, auf deren Zusammenstellung ich aber leider nur be- 


is schrinkte Zeit verwenden konnte, so dass ihre Wahl gewiss nicht so 
zweckmissig getroffen worden ist, wie es hiitte der Fall sein kénnen; 
auch eine generelle Untersuchung der Fiille, die sich nach unserm Ver- 
fahren behandeln lassen, wire am Platze, ist aber von mir nicht aus- 
. gefiihrt worden. 

; Sei z. B. das Integral 


[7 ada 
Y=) tpaxt ba 


zeigen kann, dass diese Formeln wirklich die Umkehrung der partiellen Differen- 
tiation darstellen; es ist niimlich: 


—- 
5 af(u,v) = — aut a di 


of ae 
——-du=df(u, v) ——— dv. 
Ou f(u, 2) Cv 


Wenn man also setzt: 


' i . 
of " Of a, 
=. ~—du = f(u, v) —_—-< 
. y f Fut — MSH), a4 
. so ist 
> dy, __ _ EY dy ‘i 
Y=YtMs dv — av” dus Gu’ 


aus welch letzterm folgt: 


m= dy. 
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auszufiihren; setzt man v =1 + az, so wird 


‘ad 1 
Yo -{ rw =, 8 (v+bz2"*), 


1 d 
dy, =— = 


a dz 
2bve+b2? 2b 


v+ ba? 
also: 


xdx dx 
_ ba? zs Ig (lp ax+ bx!) — 5 SNe ax + ba?? 


womit eime bekannte Transformationsformel abgeleitet ist. 
Hat man allgemeiner: 


Ss [xf(a + ba + ex*) dx 


und setzt man v = a- bz, so ist, wenn man mit F' diejenige Function 
bezeichnet, deren Ableitung f ist: 


= —F (v+ex*), dy,=— os f(ve+ez*) dv = — — fl +ex*) dz 
und hiermit die allgemeine Transformationsformel: 
feta +bae+cx*)dz = = F(a+be+ cx?) — — 2 [fatba+ea%da, 


wonach man durch Specialisirung ausser vielen andern die folgenden 
sofort hinschreiben kann: 


xdx 
Sreviera* Vay ba $ oa — 2e ef vere 
f «sin (a+ba+e2"*) dz = =; c08(a-+-ba-+ea*)— 5 — ar sin (a+ba-+-ex*)dz. 


Die vorstehenden Formeln lassen sich natiirlich auch ableiten durch 
die Substitution a + bx + ex?= 2, wobei xdx durch den Werth 








1 ae — dx 


2e 2¢ 
zu ersetzen ist. 
4. Sei ferner das Integral 





— | da 
J Vitazx+Vyo+tex 
gegeben; setzt man v= Vb-+ cz, so wird y, = = Vo +1-+ az, und hier- 


mit dy, = — +. __®* 





, also: 








ax 








4 Veot+ 
VETS" needs 
fae ” Viet te 

















Ueber partielle Integration. 251 


wo die Integration rechter Hand mit v als Integrationsvariabler ausgefiihrt 
werden kann, worauf dann v durch x zu ersetzen ist. 


Ebenso erhilt man, wenn man v =Vyb + cx setzt: 





————— =Vitaz+Vo+ex—+ 
ne yi-2 AE ps0. Pop tet 





wo man das elliptische Integral gleich in der fiir die weitere Trans- 
formation bequemen Form erhiilt. 


5. Die Methode ist auch namentlich da anwendbar, wo eine Integration 
Sf@ da auszufiihren ist, indem f() nicht explicit als Function von a, 
oder doch nur in complicirterer Form als solche gegeben ist. Sei z. B. die 


Integration f eee auszufiihren und dabei v als Function von x durch 
Hv} 0 


die Gleichung 
ze=avr''+be +cr?+ev+tg 
gegeben, so erhilt man ohne weiteres nach unsrer Formel: 
‘ dv 
... a 
a V+ °— | yetpeopertebiets 


Diese, sowie einige der vorher gegebenen Formeln kann man auch 
ableiten nach der Formel 








fie@toae=Fety—fretsae, 


wo F' wieder diejenige Function bezeichnet, deren Ableitung f ist und 
welche ebenfalls einen Specialfall unsers Verfahrens darstellt. 


6. Es sei besonders auf den Fall aufmerksam gemacht, wo die Inte- 
gration / f(a, v) da auszufiihren ist, wihrend v nur durch eine Differential- 
gleichung von der Form = = g(«,v) gegeben ist. Lisst sich dann die 


Integration y, = “J f(a, v) da ausfiihren, so kann es vorkommen, dass der 


Ausdruck dy, = — Ee °dx von v frei ist, womit das Integral y als 


Function von x und v dargestellt ist, ohne dass sich im allgemeinen v 
durch bekannte Functionen von x darstellen lasst. Erhilt man aber auf 
diese Weise, was gewdhnlich der Fall sein wird, dy, als Function von 
x und v, so kann man das partielle Integrationsverfahren erneut anwenden 
und so auf die Darstellung des Integrals durch eine Reihe gefiihrt werden; 


die Differentialgleichung = = (a#,v) braucht man nicht erst zu lésen. 
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Unten soll noch ein Beispiel hierfiir gegeben werden. Hier wollen wir 


nur ein Beispiel anfiihren fiir den Fall, dass oh von v frei ist, welches 


auch zeigen soll, dass man aus einer so hergestellten Grundformel eine 
Reihe anderer herleiten kann. 


: ae. . ~ : 
Sei y = | ————, wo wir v zunichst unbestimmt lassen wollen, so 


J Vi+ va 


haben wir 
dx 2 ar agen " 2+vae dv 
——- = — Y1l+ vz { - = dz. 
Sars v V ¥ * vVit+ ve dx 
Tritt nun der Fall ein, dass die Grésse rechter Hand unter dem 
Integralzeichen von v frei ist, d. h. kann v durch die Gleichung 
dv__iv? Vi+ ve x 
dz 2t+vxe * 
dargestellt werden, wo X eine, im iibrigen beliebige, Function von « allein 
ist, so wird: 


dx 


* vWites+(xa 
d Vit a 7 = oe OX +f? ax. 
Aus dieser Relation kann man unter andern eine Reihe von Trans- 
formationsformeln ableiten. Setzt man z. B. v =z, so wird 
en sl 
w?VYi-+ a? 





4 == 


also: 
, dx 


° dz ee " dz 
7 =—yl+2 2 =~ 
| V1+2? x V bails +f Vi+2? + | x? yi-+ a 
woraus die Integralformel: 
> dx 1. 
eos aaa a 1 u? 
Sawee eit s 


folgt. Setzt man aber v = x"—'!, so erhilt man in fihnlicher Weise: 


ae Vito" n—2 * dx 
J Vi+a" (m—1a—? 2 —1) J Ye 


7. Unsere Methode ist noch einer Erweiterung fihig, indem man 
namlich der Grésse y, noch eine willkiirliche Function von v hinzufiigen 
kann, was natiirlich auch in dem unter Nr. 2 genannten Specialfall 
méglich ist. 

Das Formelsystem (1) sieht dann folgendermassen aus: 


y= fa )dx=w+m, 


Y =| f(a, v) dx aL W(v), dy, — CY dv 








(2) 


dx ov dx’ 
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oder 


(3) y= f ‘f(a, v) de + We) - f {2 f fe, do + W'()} av. 


Da sich die Function W(v) in der letztern Gleichung identisch heraus- 
hebt, so wird der Fall, wo ihre Einfiihrung von Nutzen ist, nicht gerade 
sehr hiufig -eintreten. Ich kann aber ein einfaches Beispiel beibringen, 
wo sie wesentliche Dienste leistet. 

Ist niimlich die Integration y = f vdzx auszufiihren, wo v durch die 


Gleichung = = = definirt und X eine Function von « allein ist, so giebt 


unsere Methode ebenso wie die gewohnliche Formel der partiellen Integration: 


foax= vx —|Xae. 


Ist aber v durch die Gleichung = = a definirt, so giebt die gewédhn- 
liche Methode, ebenso wie unser Formelsystem (1): 
[oda = UL — pte dx, 


wodurch nichts gewonnen ist. Fiihrt man aber nach den Formeln (2) 
eine willkiirliche Function W(v) ein, so wird: 


Yo = vx + W(v) 


fe dz = vx + W(v) —| are Xdzx. 


und: 


Man braucht nur W’(v) = v, also W(v) = r zu wihlen und erhilt: 


[ vac =ve + . — | Xar. 


8. Es soll nun noch ein Beispiel gegeben werden fiir den in Nr. 6 
erwihnten Fall, dass die Integration auf eine Reihe fiihrt. Sei nimlich 


der Ausdruck 


dy ‘Be IV 
ap = 4 cos (Bx +V) 


auszufiihren, wo vad == bcos ex, und wo a, f, 6, ¢ Constanten und zwar 
b und « kleine Gréssen sind. Setzen wir y= y+ y,, so giebt unsere 
Methode: 
Y = 5 sin (Bu +V), 
a 


aM a a cos [(6-+ e)x+V] — + cos [(B—«)a+V]. 
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Wird der letztere Ausdruck wieder nach unsrer Methode integrirt 
und ¥, = ¥% +4,  gesetzt, so wird: 


, a _ 


w= — sggpy SO I6+9)24+V) — ag 5 Sin [B— é)z+V], 
auc — ara melt B e+ T1+ So 


+ aig 008 (8-20) +7). 
Die weitere pate des Verfahrens giebt: 





pat gaa) 8 (Be +7) 


oo ep eres MB +22)¢+- V4 Seg ta 7) sin (62+) 


+ apG—peTay i (B—28)e + V] 


u.s.w. Der Ausdruck y = y, + yy + 4% +--- ist ohne weiteres auf- 
zustellen. 


In diesem Beispiel tritt der Vortheil des Verfahrens besonders hervor; 
unsere Reihe schreitet niimlich im wesentlichen nach Potenzen von —. fort, 


wenigstens die ersten Glieder, solange der im Divisor vorkommende Factor 
B—we (e kénnen wir stets als positiv annehmen) noch als von der 
Ordttung f anzusehen ist. Wiirde man aber behufs der Integration die 


Grésse cos (62-+V) nach Potenzen von V = = sin ex entwickeln, so 


wiirde diese Entwicklung zwar convergiren, aber im Falle « erheblich 
kleiner als } ist, zur Anwendung unbrauchbar sein. Namentlich im Falle, 
wo « sich der Grenze Null niihert, ist nur unser Verfahren anwendbar. 

Die obige Reihe y = y, + y% + y+ --- ist convergent, wenn wir 
den Fall, wo 6 durch « theilbar ist, hier ausschliessen. Es kénnte zwar 
scheinen, als ob auch sie zur Anwendung ungeecignet wiire, weil man 
immer zu einem Gliede gelangen muss, wo der im Divisor auftretende 
Factor 6 — me ausserordentlich klein wird. Man hat hier aber ein ge- 
wisses Analogon zu Herrn Poincaré’s asymptotischen Reihen: bricht 
man die Reihe rechtzeitig vor dem Gliede ab, fiir welches |8B—mée| sein 
Minimum erreicht, so erhilt man einen sehr geniherten Werth der Func- 
tion; setzt man sie aber weiter fort, so entfernt man sich wieder von dem 
wahren Werthe ihrer Summe; setzt man sie aber iiberhaupt weit genug 
fort, so naihert man sich wieder gleichmiissig ihrem wahren Werthe. Nur 
im letzten Punkte liegt der wesentliche Unterschied gegen die asympto- 
tischen Reihen, welche eben divergent sind. 

9. Das durch das vorstehende Beispiel erliiuterte specielle Verfahren 
der partiellen Integration stammt von Gyldén und bildet den wesent- 
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lichsten Vorzug seiner Stérungstheorie; ich selbst habe es bei der Theorie 
der kleinen Planeten schon seit 15 Jahren angewandt, und es hat auch 
den eigentlichen Anlass zu den ganzen- vorstehenden Betrachtungen ge- 


geben. In der Stérungstheorie tritt gerade der Fall ein, dass hd sehr 
5 sehr klein wird, also ¢ sehr klein im Verhiltniss zu b und 
b sehr klein im Verhiiltniss zu f ist; man braucht dort von der Reihe 
Y¥=Y + 4% + % +--- im allgemeinen nur zwei oder drei Glieder zu 
beriicksichtigen. 


Nichts hindert iibrigens, die Reihe fiir y so anzusetzen: 


Y=Yt YY +--+ y+ y¥, 


so dass sie endlich bleibt; das letzte Glied wiirde dann unausgefiihrte 
Integrale enthalten, von denen nur nachzuweisen ist, dass sie klein genug 
sind, um vernachlissigt werden zu kénnen. 


gross und 


Bei dieser Gelegenheit méchte ich schliesslich noch auf eine Be- 
zeichnung des partiellen Differentialquotienten hinweisen, die ich beim 
formalen analytischen Rechnen seit lingerer Zeit mit Vortheil anwende. 

Ist niimlich z. B. uw eine Function von drei Variabeln 


u=f(*, y, 2) 
so bezeichne ich die Ableitungen folgendermassen 


ae os 
dx’? dy’ dz’ 
da offenbar nur die in den Ziihlern stehenden Differentiale dw partielle, 


die in den Nennern stehenden dz, dy, dz aber totale sind. Der Voll- 
stindigkeit halber sollte man schreiben 


+, aya 
dx’ dy?’ dz’ 


aber beim Schreiben der Differentialquotienten kann man natiirlich, wie 
tiblich, die Indices an den Zeichen @ fortlassen. 

Selbstverstiindlich sollen sich diese Ausfiihrungen nur auf das formale 
Rechnen mit den Differentialen beziehen, da man wohl mit Recht im 
allgemeinen nur die Ableitungen einer Function, nicht aber die Differen- 
tiale, als wohldefinirte Gréssen ansieht. Man wird doch wohl aber sehr 
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haufig der Bequemlichkeit halber beim formalen Rechnen mit Differen- 
tialen operiren und dann kann man nach obigem z. B. in 


Ou Cu Ou ; f 
du = 7, 4% + gy dy + gy 42 = 0,6 + byu + 0,0 
die dx, dy, dz fortheben. 

Ist nun in unserm Beispiel z wieder eine Function von x und y, also 


Oz dz ‘ 
dz= = dz + rm dy = 0,2 + 0,2, 


so kann man mit den so bezeichneten Differentialen formal rechnen und 
dabei sicher vor Rechenfehlern sein. In unserm Beispiel kann man so 
die folgenden Ausdriicke einfach in einander transformiren: 





cu Ou Ou 02, Ou Oz 


Zs 
ou Cu ou. ou 
al? dz + gy dy + 7, 0,8 zx Oye 


ou ou Ou , rl 
= 7, @+ i dy + 7, dz = 0,u + du + 0,u, 


Ou , du dz du , Ou Oz 
du= (+a a) et (Fe +3 i) dy 
0,u(0,2+ 0,2 
= 0,u + du + ol _ 0,U + Ou + 0,u. 

Bei complicirteren Abhaingigkeitsverhaltnissen mehrerer Variabler unter 
einander hat mir diese Bezeichnungsweise fiir das formale Rechnen sehr 
grosse Dienste geleistet. — Dagegen ist im vorstehenden Aufsatz die sonst 
iibliche Bezeichnungsweise angewandt worden, um die Darstellung nicht 
durch ungewohnte Bezeichnungen uniibersichtlich zu machen. 


Géttingen, 1901 Januar. 
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Tu. Reve. Ueber die allgemeine Fliche dritter Ordnung. 


Beziehungen der allgemeinen Flache dritter Ordnung zu einer 
covarianten Flache dritter Classe. 


Von 


Tu. Reve in Strassburg i./Els. 


Von der allgemeinen Flache dritter Ordnung oder dritter Classe gelten 
die folgenden, wohl grésstentheils neuen Sitze: 

1. Zwei cubische Raumcurven /*, k,°, die einen und nur einen Punkt 
gemein haben, bestimmen nicht nur eine Fliche dritter Ordnung F°, auf 
der sie liegen, sondern auch eine Fliche dritter Classe %*, den Ort einer 
Ebene, die mit den beiden Curven sechs Punkte eines Kegelschnitts gemein 
hat. Die cubischen Flichen F*, %* sind reciproke Polaren beziiglich 
einer durch k*, k,° und F* bestimmten Fliche zweiten Grades, der ,,Haupt- 
fliche* H*. Sie schneiden sich in einer Schlifli’schen Doppelsechs, deren 
zwolf Geraden aber paarweise imaginir sein kénnen. 

2. Der Fliche dritter Ordnung F® sind auf besondere Art vierfach 
unendlich viele ,,Polfiinfecke“ der Hauptfliiche H® eingeschrieben, d. h. voll- 
stiindige riiumliche Fiinfecke, deren Ebenen den gegeniiberliegenden Kanten 
conjugirt sind nach H*. Durch zwei beliebig auf F* angenommene Eck- 
punkte ist eines dieser Polfiinfecke eindeutig bestimmt. Seine zehn Ebenen 
beriihren die Fliche dritter Classe ®°, und in seinen fiinf Eckpunkten wird 
die Fliche F* von einer Fliche zweiter Ordnung tangirt, die mit F* zwei 
cubische Raumcurven gemein hat. Auf F* giebt es co*® cubische Raum- 
curven, welche Polfiinfecken von H* umschrieben sind, und die ich des- 
halb ,,cubische Polcurven“ der Hauptfliche H? nenne*); sie bilden auf F? 
zwei conjugirte Curvennetze. Die beiden Raumcurven 4°, k,* sind in einem 
der beiden Netze enthalten, kénnen aber durch zwei beliebige Curven 
dieses oder des anderen Netzes ersetzt werden. Jede Curve k* des einen 


*) Vgl. Crelle’s Journal f. d. r. u. a. Math. Bd. 82, S. 67 und Reye, Geometrie 
der Lage, 3. Aufl., II, S. 226. 
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Netzes kann mit jeder Curve /* des anderen durch eine ,zu H® apolare“ 
Fliche zweiter Ordnung verbunden werden, und sie schneidet /*® in den 


Eckpunkten eines Polfiinfecks der Hauptfliiche H*. 


3. Jeder Eckpunkt F eines solchen Polfiinfecks hat beziiglich der 
Hauptfliche H® eine Polarebene, welche die Verbindungslinien der iibrigen 
vier Eckpunkte in sechs Punkten der cubischen Fliiche F* schneidet. Die 
Polarebenen der fiinf Eckpunkte bilden ein ,,Polfiinfflach“ der Fliiche zweiten 
Grades H*, d. h. ein Pentaeder, dessen zehn Eckpunkte den gegeniiber- 
liegenden Kanten conjugirt sind nach H*. Das Polfiinfflach ist der Fliche 
dritter Classe ®* umschrieben (1.,2.), und seine zehn Eckpunkte liegen 
auf der cubischen Fliche F°.*) Durch seine fiinf Ebenen gehen zwei, der 
Fliche * und einer Fliiche zweiter Classe ©? umschriebene, cubische 
Ebenenbiischel (2.), die Flichen ©* und ©? aber beriihren einander und 
die fiinf Ebenen in fiinf Punkten. 

Das Polfiinfeck und das zu ihm polare Polfiinfflach bilden zusammen 
die bekannte Configuration (15,, 20,;), welche 15 Paare perspectiver 
Tetraeder enthilt. Die Configuration ist zu sich selbst polar nach H’, 
ihre 15 Punkte liegen auf F*, und ihre 15 Ebenen beriihren *. Sie 
enthilt sechs der Fliiche F’* eingeschriebene Polfiinfecke und sechs der 0° 
umschriebene Polfiinfflache von H®. Es giebt co* Configurationen (15,, 20,), 
die der Fliiche F* eingeschrieben und zugleich der Fliiche ®* umschrieben 
sind. **) 

4. Diese und andere Siitze lassen sich wie folgt begriinden. Wenn 
die beiden cubischen Raumeurven h*, k,* einen und nur einen Punkt P 
gemein haben, so liegen sie auf einer Fliche dritter Ordnung F%, die P 
mit je neun anderen Punkten der beiden Curven verbindet. Jede durch 
P gelegte Gerade g kann mit /* und k,° durch zwei Fliichen zweiter 
Ordnung F? und F’,* verbunden werden, diese aber schneiden sich in g 
und einer cubischen Raumcurve /*, die mit k* und /,° je fiinf, also mit 
F® zehn Punkte gemein hat, und deshalb auf F* liegt. Die Raumcurve /* 
hat g zur Bisecante oder Sehne; jede durch g gelegte Ebene » schneidet 
F? und F,? in zwei Sehnen von /* und k,*, die sich in einem Punkte LZ 
von /° treffen. Die Punkte der Raumcurve / und der cubischen Fliiche F* 


*) Herr Fr. Schur hat zuerst 1881 in diesen Annalen Bd. 18, S. 26 dreifach un- 
endlich viele der F’* so eingeschriebene Pentaeder nachgewiesen. Dass es deren oo° 
giebt, lehrten 1884 die Untersuchungen der Herren Le Paige und Zeuthen in den Acta 
Math. V, p. 199 und 203. 

**) Herr Le Paige hat diese der F'* eingeschriebenen Configurationen zuerst 
a. a. O. p. 201 aus den Schnittpunkten von je zwei cubischen Raumcurven conjugirter 
Netze abgeleitet. Dass sie alle einer ®* umschrieben sind, ist ihm entgangen. 
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lassen sich hiernach mit Hiilfe der durch P gelegten Ebenen construiren;*) 
jede dieser Ebenen projicirt zwei Sehnen von k* und &,°, die sich in einem 
Punkte von F* schneiden. Die cubische Flache ist auf den Ebenenbiindel 
P projectiv bezogen, sodass jeder Ebene 4 von P ein in ihr liegender 
Punkt FE von F* entspricht, und jedem Ebenenbiischel g von P eine 
cubische Raumcurve J’ der Fliche. 


5. Die Raumeurve / beschreibt auf der cubischen Fliche F® ein 
Netz“ von oo*® cubischen Raumcurven, wenn ihre Sehne g den Strahlen- 
biindel P beschreibt. Dreht sich g um P in einer Ebene 4, so beschreibt 
die Raumeurve /* einen ,,Curvenbiischel“, der die ganze Fliche F® iiber- 
deckt, und dessen Curven alle durch einen Punkt E der Ebene gehen (4.). 
Zwei beliebige Punkte FE, E’ der Fliche F* kénnen durch eine cubische 
Raumecurve des Netzes verbunden werden, und zwei Curven des Netzes 
haben allemal einen Punkt gemein. 


6. Die Fliche dritter Ordnung F* ist ganz ebenso durch zwei be- 
liebige cubische Raumcurven /°, /,° dieses Netzes bestimmt, wie durch die 
Curven k*, k,°. Die co* durch /* oder 1,° gehenden Fliichen zweiter Ord- 
nung schneiden demnach die Fliche F* in den cubischen Raumcurven 
eines zweiten Netzes, welchem i’ und k,° angehéren, und das dieselben 
Kigenschaften hat wie das erste. Die beiden Curvennetze heissen bekannt- 
lich ,,conjugirt“. Jede Curve des einen hat mit jeder Curve des anderen 
Netzes fiinf Punkte gemein (4.) und liegt mit ihr auf einer Fliche zweiter 
Ordnung, welche die cubische Fliche F* in den fiinf Punkten beriihrt. 
Es giebt also oo* Flichen zweiter Ordnung, welche die Fliche F* in je 
zwei cubischen Kaumcurven k°, [8 der conjugirten Netze schneiden und 
in je fiinf Punkten beriihren; in zwei beliebigen Punkten wird F* von 
je einer dieser Flichen tangirt (vgl. 5.). Zwei beliebige. Curven desselben 
Netzes haben allemal einen Punkt FE gemein und bilden mit den iibrigen 
durch E gehenden Raumcurven des Netzes einen die Fliche F* tiber- 
deckenden Curvenbiischel (5.). Die oot Sehnen dieser Curven, die durch 
irgend einen Punkt P der Fliche F® gehen, liegen mit HE in einer 
Ebene (5.). 

7. Wir kénnen jetzt beweisen, dass die co? cubischen Raumcurven 
der beiden conjugirten Netze cubische Polcurven einer durch sie bestimmten 
Fliche zweiten Grades sind, schicken jedoch einige Bemerkungen tiber 
apolare Fliichen zweiter Ordnung oder Classe voraus. 

Bekanntlich sind die co® Flichen F? zweiter Ordnung, die den Pol- 
tetraedern und den Polfiinfecken einer Fliche ©? zweiter Classe umschrieben 


*) Vgl. Reye, Geometrie der Lage, 3. Aufl., III, S. 60. 
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werden kénnen, in einem linearen F?-Systeme achter Stufe enthalten*), 
Die Flachen dieses Systemes nenne ich ,apolar“ zu der Fliche ©? und 
sage, sie ,,stiitzen“ oder ,,tragen“ *, und die Fliche %* ,ruht“ auf ihnen**), 
Die Ebenenpaare des Systemes bestehen aus je zwei nach ©? conjugirten 
Ebenen, und seine zweifachen Ebenen umhiillen ©*. In dem linearen F* 
Systeme sind alle F'*-Biischel, '*-Biindel und linearen F'*-Systeme p** Stufe 
enthalten, die durch je zwei, drei resp. p+ 1 seiner Flichen bestimmt 
sind. Wenn also drei seiner Flichen, die in keinem F'-Biischel liegen, 
durch eine cubische Raumcurve k* gehen, so stiitzen alle durch k* gehen- 
den Flichen zweiter Ordnung die Fliiche *, und &* ist eine cubische 
Poleurve von ©?***), Wenn von den oo‘ einem riumlichen Fiinfeck um- 
schriebenen Flichen zweiter Ordnung fiinf linear unabhiingige die Fiche 
®* stiitzen, so gilt dasselbe von allen iibrigen, und das Fiinfeck ist ein 
Polfiinfeck von *, d. h. seine zehn Ebenen sind den gegentiber liegenden 
Kanten conjugirt nach ®*. Durch neun linear unabhingige Flichen zweiter 
Ordnung ist ein lineares F'*-System achter Stufe nebst der auf ihm ruhen- 
den Fliche * eindeutig bestimmt. Gehen die neun Flichen zu dreien 
durch drei cubische Raumcurven, so folgt hieraus: Durch drei cubische 
Polcurven ist eine Fliche zweiter Classe i. A. eindeutig bestimmt. 


8. Auf unserer Fliche dritter Ordnung F* greifen wir nun aus einem 
der conjugirten Curvennetze drei cubische Raumcurven k°, k,°, k,° heraus, 
die nicht in einem Curvenbiischel liegen. Diese bestimmen als cubische 
Poleurven eine Fliche zweiter Classe H*, die auf allen durch k*, k,* oder 
k,° gehenden Flichen zweiter Ordnung ruht. Die Raumcurven /* des 
anderen Netzes liegen auf je dreien dieser Fliichen (6.), sind also gleichfalls 
cubische Poleurven der Fliiche H? (7.); ebenso aber sind alle Curven 
des ersteren Netzes cubische Poleurven von H*. Legen wir durch irgend 
zwei Curven k*, ® der beiden Netze je zwei Flichen zweiter Ordnung 
beliebig, und verbinden wir sie durch eine fiinfte Fliiche 2. O., so sind 
diese fiinf Flichen linear unabhiingig, und sie stiitzen die Fliche H*. Die 
fiinf Schnittpunkte von %* und 7° bilden also ein Polfiinfeck von H® (7.); 
in ihnen wird die cubische Flache F* von der fiinften Fliche zweiter Ord- 
nung beriihrt. Da zwei beliebige Punkte der Fliiche F* durch je eine 


*) Vgl. Crelle’s Journal 78, 8. 345 und 82, S. 64 und diese Annalen 49, S. 589. 

**) Werden die Flichen F'* und ©? auf dasselbe Fundamentaltetraeder bezogen, 
und sind Le, %,L,=0 und x4, é. é. = 0 (i,k=1, 2, 3, 4) ihre Gleichungen in Punkt- 
resp. Ebenencoordinaten, so ist die bilineare Gleichung: 


hy yy ~ VAyg yy f+» $F Ags Ogg + Belg 4 yy $F Aya, = 0 


die Bedingung dafiir, dass F'* die Fliiche ? stiitzt. 
**) Vgl. Crelle’s Journal 82, S. 66. 
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Curve k*® oder [° der conjugirten Netze verbunden werden kénnen (5.), so 
sind sie die Eckpunkte eines durch sie bestimmten Polfiinfecks /*l° der 
Fliche H®. Der cubischen Fliche F* sind also wirklich oo* Polfiinfecke 
von H® eingeschrieben; H® ist die vorhin als ,Hauptfliche“ bezeichnete 
Fliche zweiten Grades.*) 

9. Von zwei beliebigen dieser Polfiinfecke, K°/® und k,°1,°, liegen 
die zehn Eckpunkte auf den beiden Fliichen zweiter Ordnung, welche 
k® und & mit resp. 1,5 und k,° verbinden; sie liegen also auf der bi- 
quadratischen Schnittcurve C*'* dieser Flichen. Mit der cubischen Fliche 
F® hat C** ausser den zehn Eckpunkten noch den Schnittpunkt E von 
P und 1,5, sowie den Schnittpunkt EZ’ von k*® und k,*® gemein. 

Legen wir nun zwei Kanten g,g, der beiden Polfiinfecke beliebig 
durch einen Punkt P von F*, so bestimmen ihre iibrigen Schnittpunkte 
mit F° die Polfiinfecke, ihre Ebene aber verbindet vier der zehn Eck- 
punkte mit den beiden Punkten FE, E’ (5.,6.). Die biquadratische Raum- 
curve C?-* zerfillt deshalb in zwei Kegelschnitte, von denen der eine 
diese sechs Punkte, der andere die iibrigen sechs Eckpunkte der beiden 
Polfiinfecke verbindet. Die Ebene der sechs Eckpunkte liegt den Kanten 
9, 9, in den beiden Polfiinfecken gegeniiber, sie ist ihnen conjugirt (7.), 
und ihr Pol beziiglich der Fliche H® ist folglich der Schnittpunkt P von 
g,g, wnd F*, Sie hat mit zwei beliebigen Raumcurven k*, k,* oder J°, 1,° 
des einen oder des anderen Curvennetzes sechs Punkte eines Kegelschnittes 
gemein; denn durch P gehen zwei Sehnen g,g, dieser Curven. 


10. Jede Kante eines beliebigen der co* Polfiinfecke schneidet also 
die cubische Fliche F* in zwei Eckpunkten und in dem Pole der gegen- 
iiberliegenden Fiinfeckebene beziiglich der Hauptfliche H*. Die Ebenen 
der Polfiinfecke umhiillen folglich eine Fliche dritter Classe 6*, die Polare 
von F*® nach H*. Jede von ihnen hat mit zwei beliebigen cubischen 


*) Bekanntlich lisst sich die cubische Fliiche F' darstellen durch eine Gleichung 
von der Form: 
art Uy1 Uys Uys = 9, 
wenn die neun Elemente w,, der Determinante lineare Functionen der Punktcoordi- 
naten bezeichnen. Die Doppelgleichungen: 
UU, Ug Wg 
Uy eg Us Uy, “Mo, UMgy 





repriisentiren fiir i, k= 1,2,3 je drei cubische Raumcurven conjugirter Netze von F'*. 
Werden die neun ersten Minoren der Determinante gleich Null gesetzt, so erhilt 
man die Gleichungen von neun Flichen zweiter Ordnung, welche mit F'* je zwei 
dieser cubischen Raumcurven gemein haben, also die zugehérige Hauptfliche H* 
stiitzen und sie bestimmen. 
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Raumeurven des einen oder des anderen Netzes sechs Punkte eines Kegel- 
schnittes gemein (9.). Die Verbindungskanten von vier Eckpunkten eines 
Polfiinfecks schneiden die Fliche F* in sechs Punkten, die dem fiinften 
Eckpunkte conjugirt sind, also in dessen Polarebene nach H® liegen. 
Hieraus ergeben sich ohne Schwierigkeit alle tibrigen in Nr. 3 aufgestellten 
Satze. Von unseren sonstigen Behauptungen (1., 2.) aber bleibt noch die 
eine zu beweisen iibrig, dass die reciprok polaren Flichen F* und 
zwolf Gerade einer Doppelsechs mit einander gemein haben. 


11. Die beiden cubischen Raumcurven k*,k,°, von denen wir aus- 
gingen, haben zehn gemeinschaftliche Sehnen, nimlich vier durch P 
gehende und sechs windschiefe. Die sechs windschiefen Sehnen s liegen 
auf der Fliche dritter Ordnung F*, weil sie mit ihr je vier Punkte von 
k8 und k,° gemein haben; sie liegen auch auf der Fliche dritter Classe °, 
weil jede ihrer Ebenen mit k° und k,° sechs Punkte eines in zwei Gerade 
zerfallenden Kegelschnittes gemein hat und somit * beriihrt. Bekanntlich 
bilden die sechs Sehnen s die eine Hilfte einer Schlafli’schen Doppel- 
sechs; die sechs Geraden ¢ der anderen Hiilfte sind mit je fiinf der 
Sehnen s incident und liegen deshalb gleichfalls sowohl auf F'° wie auf 0°. 
Jede der Geraden s ist zu einer der Geraden ¢ windschief; sie bildet mit 
den Kegelschnitten von F*, deren Ebenen durch ¢ gehen, je eine cubische 
Raumcurve /° des zu k® und k,° conjugirten Netzes. Die beiden Geraden 
s, ¢ liegen demnach in co* zu H® apolaren Ebenenpaaren und sind folg- 
lich (7.) reciproke Polaren beziiglich der Hauptfliche H**). 


12. Die Flache dritter Ordnung F* wird von co® Kegeln zweiter 
Ordnung in je zwei cubischen Raumcurven f°, der conjugirten Netze 
geschnitten und in je vier Punkten Q beriihrt; diese vier Punkte bilden 
mit dem Mittelpunkte des zugehdrigen Kegels ein Polfiinfeck k°/', mit 
einander aber, wie wir gleich beweisen werden, ein Poltetraeder der Haupt- 
fliche H®. Jede cubische Raumcurve c’, die die vier Beriihrungspunkte Q 
des Kegels enthalt und einen seiner Strahlen s zur Sehne hat, schneidet 
die Fliche F* noch in den fiinf Eckpunkten eines Polfiinfecks /,*/,° und 
ist deshalb eine cubische Poleurve von H*. 

Die aus c® und s bestehende biquadratische Raumcurve C*? hat 
nimlich mit den cubischen Raumcurven k* und /°, in denen der Kegel die 
Fliche F* schneidet, je sechs Punkte gemein, kann also mit k* und /° 
durch Flichen zweiter Ordnung verbunden werden. Diese schneiden F’* in 


*) Bekanntlich hat Herr F. Schur (in diesen Annalen Bd. 18, S. 12) zuerst be- 
wiesen, dass eine reelle Doppelsechs aus reciproken Polaren beziiglich einer Fliche 
zweiten Grades besteht. Hier ist diese Fliche H* unabhingig von der Doppelsechs, 
die ja auch imaginir sein kann, abgeleitet (vgl. 8.). 
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zwei anderen cubischen Raumcurven /,° und k,°, deren fiinf Schnittpunkte 
auf ¢® liegen und ein Polfiinfeck /,°1,° der Hauptfliche H® bilden. Die 
vier Beriihrungspunkte Q des Kegels liegen demnach auf oo* cubischen 
Poleurven c® von H?; sie bilden ein Poltetraeder von H*, weil von den 
co’ durch sie gehenden Flichen zweiter Ordnung sechs linear unabhiingige 
und dann auch alle iibrigen die Fliiche H® stiitzen. 

Es giebt oo® cubische Raumcurven c’*, welche die Fliche F* in den 
Eckpunkten je eines Polfiinfecks und eines Poltetraeders von H? schneiden; 
jedem Polfiinfeck /,°1,° kémnen co? von ihnen umschrieben werden. 


13. Dreifach unendlich viele Poltetraeder der Hauptfliche H® sind 
der Fliche dritter Ordnung F* eingeschrieben und der Flache dritter 
Classe ©? umschrieben. In den vier Eckpunkten eines jeden dieser Tetra- 
eder wird F* von einem Kegel zweiter Ordnung beriihrt, dessen Mittel- 
punkt auf F® liegt (13.); die vier Tetraederebenen aber beriihren 0° 
und einen Kegelschnitt, dessen Ebene * tangirt, in gewissen vier Punkten. 
Ein beliebiger Punkt Q von %* ist Eckpunkt von oo! dieser Tetraeder; 
jede durch Q gehende Raumcurve k* oder /* der conjugirten Curvennetze 
schneidet die Polarebene von Q nach H? in den iibrigen drei Eckpunkten 
eines dieser Tetraeder und trifft die Beriihrungsebene von Q an F® in 
dem Mittelpunkte des zugehérigen Kegels zweiter Ordnung. 


14. Eine Fliche zweiter Classe ©? hat neunfach unendlich viele 
cubische Poleurven; von diesen gehen oo’ durch einen beliebigen Punkt, 
und jedem Poltetraeder von ©? sind ihrer cot umschrieben*). Einem be- 
liebigen Tetraeder sind oo! cubische Poleurven von ©* umschrieben; sie 
liegen auf einem einschaligen Hyperboloid und schneiden jeden Strahl 
seiner einen Regelschaar in Punktepaaren einer Involution**). Sonst ist 
iiber die gegenseitige Lage der co® Polcurven bisher nichts bekannt, und 
der folgende Satz diirfte deshalb nicht ohne Interesse sein. 

15. Zwei cubische Polcurven k°, k;° einer Fliiche zweiter Classe ?, 
die einen Punkt P gemein haben, bestimmen auf der sie verbindenden 
eubischen Fliche F* einen Curvenbiischel, der aus co! cubischen Pol- 
curven der Fliiche ? besteht. — Nimlich zwei Flichen zweiter Ordnung, 
welche k® und k,* mit einer durch P gelegten Geraden g verbinden, liegen 
in einem J'?-Biischel, dessen Flichen alle zu ? apolar sind (7.). Die 
Grundeurve dieses Biischels besteht aus g und einer auf F* liegenden 
cubischen _Raumcurve /° des zu k* und k,° conjugirten Netzes (4.). Die 





*) In Crelle’s Journal 82, S. 67 habe ich die Miichtigkeiten dieser Mannigfaltig- 
keiten zu niedrig angegeben. Meinem Freunde R. Sturm verdanke ich diese Be- 
richtigung. 

**) Vgl. Crelle’s Journal Bd. 77, 8. 283. 
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co! Flichen des F'?-Biischels aber schneiden F* in /* und je einer cubischen 
Raumcurve ik des durch k* und k,° bestimmten Curvenbiischels. Da nun 
co* solche F*-Biischel existiren, so gehen co? zu * apolare Flichen 
zweiter Ordnung durch 3, und k; ist somit (7.) eine cubische Polcurve 
der Fliche ©*. Uebrigens sind k*, k,> und k cubische Polcurven von 
co® Flichen zweiter Classe. 

Wenn zwei cubische Polcurven von ©? zwei Punkte gemein haben, 
so lassen sich aus ihnen oo” cubische Polcurven von ©? ableiten, die alle 
durch die beiden Punkte gehen. 


Strassburg, 28. Marz 1901. 
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Ueber die Grundlagen der Geometrie. 
Von 


Friepricu Sonur in Karlsruhe. 


In meinem letzten Artikel ,,Ueber den Fundamentalsatz der projectiven 
Geometrie“*) habe ich mich darauf beschrinkt, in méglichst knapper Weise 
den elementaren Beweis zu erbringen, dass der Aufbau der projectiven 
Geometrie unter Zuhiilfenahme der Congruenzaxiome ohne das Archimedische 
Postulat oder sonst ein Stetigkeitsaxiom méglich sei. Da einerseits die 
v. Staudt’sche Wurfrechnung**), die Richtigkeit des Fundamentalsatzes 
einmal zugegeben, ebenfalls von jedem Stetigkeitsaxiome absieht, und 
andrerseits in der Kinleitung zu meinem Lehrbuche der analytischen 
Geometrie***) alle Elemente dazu gegeben waren, so hielt ich auch den 
Nachweis dafiir erbracht+), dass die elementare Proportionslehre der 
euklidischen Geometrie ohne ein solches Postulat entwickelt werden kénne. 
Nachdem aber inzwischen Hilbert in seinen Grundlagen der Geometrie++) 
diese Idee in glinzender Weise ausgefiihrt hat, ist diese Proportionslehre 
und die damit zusammenhingende rein geometrische Streckenrechnung von 
verschiedenen Autoren}}+) ausschliesslich Hilbert zugeschrieben worden. 


*) Schur, iiber den Fundamentalsatz der projectiven Geometrie, diese Ann. Bd. 51, 
p. 401 ff. 
**) v. Staudt, Beitriige zur Geometrie der Lage, 2. Heft, Niirnberg, 1856. Liiroth, 
Das Imaginire in der Geometrie und das Rechnen mit Wiirfen, diese Ann. Bd. 8, 
p. 145ff. und Bd. 11, p. 84ff. u. s. w. 
***) Schur, Lehrbuch der analytischen Geometrie, Leipzig, 1898. 
+) a. a. O., pag. VI und diese Ann. Bd. 51, p. 403. 
+t) Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Leipzig 1899, Kap. III. Hilbert beschrinkt 
sich ausserdem unter Voraussetzung des Parallelenaxioms auf die Axiome der Ebene, 
was aus meinen Entwickelungen nicht folgte; auf die Benutzung des Pascal’schen 
Satzes zum Beweise des commutativen Gesetzes der Multiplication, worin die Haupt- 
schwierigkeit lag, wurde schon in meiner analyt. Geometrie hingewiesen. Vergl. 
hierzu auch H. Wiener, Ueber Grundlagen und Aufbau der Geometrie, Ber. d. 
deutschen Math. Ver. I, p. 45ff. und IL, p. 70ff. 
tit) Hélder, Anschauung und Denken in der Geometrie, Leipzig, 1900, p. 17 
unten, Sommer, Hilberts Foundations of Geometry, Bull. of the American math. Soc. 
vol. VI, p. 288 und 289. 
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Dem gegeniiber will ich in diesem Artikel durch Wiedergabe der v. Staudt’- 
schen Wurfrechnung in derjenigen Form, in der ich sie in meinen Vor- 
lesungen an der Universitit Leipzig schon im Jahre 1884 entwickelte, die 
Berechtigung meiner obigen Behauptungen niher begriinden und zugleich 
ebenfalls nach meinem alten Hefte zeigen, wie diese Principien durch ihre 
Unabhiingigkeit vom Parallelenaxiom viel weiter fiihren, indem sie mit 
einem Schlage in die Metrik der nichteuklidischen Geometrie einfiihren 
und den Umfang ihrer Unabhiingigkeit vom Archimedischen Postulate an 
fertigen Formeln unmittelbar erkennen lassen, sodass es hierzu des von 
Dehn construirten Begriffes der Pseudocongruenz*) nicht bedarf. 

In den ersten beiden Paragraphen gehe ich auf die Axiomensysteme 
ein, die, vor Hilbert von italienischen Geometern aufgestellt, sich zum 
Theil mit jenen decken, zum Theil erkennen lassen, dass das Hilbert’sche 
System doch nicht ganz logisch unabhiingig ist, wie Hilbert und nach 
ihm die o. a. Autoren**) behaupteten. Ich hoffe hierdurch zugleich eine 
den Geometern willkommene Ergiinzung der etwas knappen Litteratur- 
angaben in der Hilbert’schen Schrift zu geben. Ich méchte hier auch 
auf Pieri***) verweisen, bemerke aber, dass der Umstand, dass Pieri die 
projectiven Postulate von denen der Bewegung nicht trennt, deren Unab- 
hangigkeit nicht klar genug hervortreten lisst. Denn wenn auch zwischen 
beiden Gruppen von Postulaten innige Beziehungen bestehen, so sind 
dieselben einerseits infinitesimaler Natury), und ist es andrerseits, wie 
gerade die sorgfiltig durchgefiihrten Entwickelungen}+) von Pieri zeigen, 
bisher nicht méglich gewesen, durch ihre Zusammenfassung irgend eines 
der Postulate (ausser dem Archimedischen) als iiberfliissig nachzuweisen. 
Bei Pieri findet man auch weitere Litteraturnachweise, 


*) Dehn, die Legendre’schen Siitze iiber die Winkelsumme im Dreieck, In. 
Diss., Géttingen, 1900, p. 12. 

**) Hilbert, a. a. O. pag. 21; Hélder, a. a. O. p. 35; Sommer, a. a. O. p. 292. 

***) Pieri, Della geometria elementare come sistema ipotetico deduttivo, Mem. 
della Acc. di Torino, 1899. 

+) 8. z. B. Schur, Ueber den Zusammenhang der Riiume constanten Riemann’- 
schen Kriimmungsmaasses mit den projectiven Riiumen, diese Ann. Bd. 27, p. 537ff. 
und Lie, Theorie der Transformationsgruppen, Leipzig, 1893, 3. Abschn. V. Abth. 

++) Ich erwiihne hier auch die vortrefflichen Elementi di Geometria von 
Veronese, Padova, 1897, in denen der Verfasser der Fondamenti zum ersten Male 
ein Elementarbuch der Geometrie geschaffen hat, das in Beziehung auf Strenge iiber 
Euklid hinausgeht. 

















Ueber die Grundlagen der Geometrie. 


§ 1. 


Ueber die projectiven Axiome und die idealen Elemente. 


Wir verstehen unter projectiven Axiomen diejenigen, welche Hilbert 
Axiome der Verkniipfung und Anordnung nennt, halten aber diese Trennung 
insofern nicht fiir ganz gliicklich, weil sie sich einerseits wohl fiir die 
Gerade, aber nicht mehr fiir die Ebene*) vollstiindig durchfiihren lisst, 
und sich andrerseits bei dieser Trennung eine giinzliche Unabhiingigkeit 
kaum erreichen lisst. Eine andere Gruppirung dieser Axiome, die, 
nachdem Pasch**) das erste vollstindige System geometrischer Axiome 
aufgestellt hatte, zverst von Peano***) gegeben und dann von Ingrami*+) 
vereinfacht wurde, gestattet eine wesentliche Reduction des Hilbert’schen 
Systems. Diese Axiome oder Postulate sind nach Ingrami die folgenden: 

1. Postulat. Es giebt unbegrenzt viele Elemente, die wir Punkte 
nennen. 

2. Postulat. Irgend zwei von einander verschiedene Punkte bestimmen 
eindeutig eine Classe von unbegrenzt vielen Punkten, der sie selbst angehdren, 
und die Strecke genannt wird. Irgend zwei Punkte einer Strecke bestimmen 
eine andere Strecke, deren Punkte der ersten angehiren+*+). 

3. Postulat. Jede Strecke AB bestimmt zwei andere Classen von 
Punkten, thre Verlingerungen iiber B resp. A hinaus derart, dass jeder 
Punkt der ersten resp. zweiten mit A resp. B eine Strecke bestimmt, der 
B resp. A angehirt. Ist C ein Punkt der Strecke AB, so fillt die Ver- 
liingerung von CB iiber B hinaus mit derjenigen von AB iiber B hinaus 
zusammen, und die Verliingerung von AC iiber C hinaus besteht aus der 
Strecke CB und ihrer Verlingerung iiber B hinaus. 

4. Postulat. Es giebt keinen Punkt, der beiden Verléngerungen einer 
Strecke gleichzeitig angehirt+*+). 


*) Das Axiom II, 5 auf S. 7 von Hilbert’s Grundlagen kann nicht als ein 
reines Axiom der Anordnung betrachtet werden, da es erstens aussagt, dass die Ge- 
rade a mit einer von zwei Geraden tiberhaupt einen Punkt gemein hat, und zweitens, 
dass dieser Punkt zwischen zwei Ecken des Dreiecks liegt. 

**) Pasch, Vorlesungen iiber neuere Geometrie, Leipzig, 1882. 

***) Peano, Sui fondamenti della Geometria, Rivista di. Matematica, vol. IV, 
p. 55ff., 1894. 

+) Ingrami, Elementi di.Geometria per le scuole secondarie superiori, Bologna, 

1899, p. 1—50. 

+t) Diese beiden Postulate gelten fiir die elliptische Geometrie nur dann, wenn 
man sich, wie es der Entstehung der geometrischen Axiome entspricht, auf einen 
begrenzten Theil des Raumes, die sogenannten erreichbaren Punkte beschriinkt. 
Vergl. auch die Anmerkung zu den Postulaten der Bewegung auf 8S. 274. 
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1. Definition: Eine Gerade besteht aus den Punkten einer Strecke 
und thren beiden Verlingerungen. 

5. Postulat. <Ausserhalb jeder Geraden giebt es Punkte. 

6. Postulat. Wenn A, B, C drei nicht in einer Geraden gelegene 
Punkte sind und D ein Punkt der Strecke BC, ferner E ein Punkt der 

Strecke AD, dann existirt ein der 
A Strecke AB angehoriger Punkt F 
derart, dass E auf der Strecke CF 
liegt. 

7. Postulat. Wenn A, B, C 
drei nicht in gerader Linie gelegene 
Punkte sind, D ein Punkt der 
Strecke BC und F ein Punkt der 
D Bp Strecke AB, dann existirt ein Punkt, 

welcher den Strecken AD und CF 
gemeinsam ist*), (Fig. 1.) 

2. Definition: Die Classe der Punkte derjenigen Strecken resp. Ge- 
raden, welche drei nicht in einer Geraden liegende Punkte mit den Punkten 
der durch die beiden andern bestimmten Strecke verbinden, heisst Dreieck 
resp. Ebene. 

8. Postulat. Ausserhalb jeder Ebene giebt es Punkte. 

3. Definition: Die Classe der Punkte derjenigen Geraden, welche 
erstens jeden von vier nicht in einer Ebene gelegenen Punkten mit den 
Punkten des durch die andern bestimmten Dreiecks und zweitens die Punkte 
der Strecke durch je zwei derselben mit denjenigen der Strecke durch die 
beiden andern verbinden, heisst Raum. 

Hieraus ergeben sich dann die Siitze: 

1. Satz. Eine Gerade ist durch irgend zwei ihrer Punkte eindeutig 
bestimmt. 

2. Satz. Eine Ebene ist durch irgend drei ihrer Punkte, die nicht in 
einer Geraden liegen, eindeutig bestimmt. 

3. Satz. Eine Ebene wird durch jede Gerade so in zwei Theile ge- 
theilt, dass die Strecke von einem Punkte des einen Theiles nach eimem 
Punkte des andern stets einen Punkt der Geraden enthiilt, diejenige von einem 
Punkte des einen Theiles nach einem Punkte desselben aber keinen. 

4. Satz. Hin Raum ist durch irgend vier seiner Punkte, die nicht 
derselben Ebene angehdren, vollkommen bestimmt. 

5. Satz. Ein Raum wird durch jede Ebene desselben so in zwei 
Theile getheilt, dass die Strecke von einem Punkte des einen Theiles nach 


*) Die Zuriickfiihrung des Begriffes der Ebene auf diese beiden Postulate iiber 
Punkte und Geraden verdankt man Peano 1. c. p. 65. 





Fig. 1. 
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einem Punkte des andern stets einen Punkt der Ebene enthiilt, diejenige 
von einem Punkte des einen Theiles nach einem Punkte desselben aber 
keinen. 

6. Satz. Zwei Ebenen desselben Raumes, die einen Punkt gemein 
haben, haben auch eine Gerade gemein. 

Beziiglich der Beweise dieser Sitze wollen wir uns unter Hinweis 
auf die Ausfiihrungen von Peano und Ingrami auf die folgenden Be- 
merkungen beschriinken. Sind A, B, C die eine Ebene bestimmenden 
Punkte, so folgt zuniichst aus dem 6. Postulate, dass jeder Punkt einer 
Strecke von einer Ecke des Dreiecks nach einem Punkte der gegeniiber- 
liegenden Seite auch auf solchen Strecken durch die beiden andern Ecken 
liegt. Weiter folgt, dass jede Gerade durch eine Ecke A und einen 
Punkt .D der Verliingerung der gegeniiberliegenden Seite BC iiber C 
hinaus der Ebene angehért. Je nachdem niimlich der Punkt P dieser 
Geraden auf der Strecke AD selbst oder auf einer ihrer Verliingerungen 
iiber D oder iiber A hinaus liegt, ergiebt sich dies durch Betrachtung 
des Dreiecks ABD aus dem 7. Postulate oder des Dreiecks ABP aus 
dem 6. Postulate (CP schneidet AB) oder endlich des Dreiecks BDP 
aus dem 7. Postulate. 

Nunmehr ist weiter leicht zu sehen, dass jede Gerade, die zwei Seiten 
des Dreiecks trifft, ganz in der Ebene enthalten ist. Fiir die Punkte 
dieser Strecke DE selbst (D auf AB und EF auf AC) folgt dies wieder 
durch Betrachtung des Dreiecks A BE aus dem 6. Postulate. Ebenso folgt 
es fiir die iiber D resp. FE hinaus liegenden Punkte der Verlingerungen 
durch Anwendung desselben Postulates auf die Dreiecke ACP resp. ABP 
in Riicksicht auf das oben Bewiesene. 

Jetzt ist leicht zu beweisen, dass die Ebene ABC mit ACD zusam- 
menfallt, wenn D ein Punkt der Geraden BC ist. Denn nach dem Vorigen 
gehért jede Gerade, die die Ecke des einen Dreiecks mit einem Punkte 
der gegeniiberliegenden Seite verbindet der durch das andere bestimmten 
Ebene an. Da ebenso die Ebene ACD mit der Ebene ACE identisch 
ist, falls F irgend ein Punkt der Geraden CD ist, so sieht man, dass man 
eine Ecke des bestimmenden Dreiecks durch irgend einen andern Punkt 
der Ebene ersetzen kann, und durch wiederholte Anwendung dieses 
Schlusses ergiebt sich der 2. Satz. 

Um hieraus den 3. Satz zu beweisen, bemerke man, dass die Ebene 
ABC ihrer Entstehung gemiiss in sieben Theile zerfillt, in das Dreieck 
(ABC) selbst, die drei Theile (BC), (CA), (AB), die aus den Ver- 
lingerungen der Transversalen iiber die Seiten, und die drei Theile (A), 
(B), (C), die aus den Verlingerungen der Transversalen iiber die Ecken 
hinaus bestehen. Nun ist klar, dass jede Strecke, die C mit einem 
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Punkte P der Theile (AB), (A) oder (B) verbindet, die Gerade AB 
schneiden muss.: Fiir den Theil (AB) ist dies evident. Fiir den Theil 
(A) folgt es aus dem 6. Postulate durch Betrachtung des Dreiecks BCP 
und entsprechend fiir (B). Enthilt umgekehrt die Strecke CP einen 
Punkt HE der Geraden AB, so folgt leicht, dass P einem dieser drei 
Theile angehért, nimlich dem Theile (AB), falls E auf der Seite AB 
selbst liegt, und dem Theile (A) oder (B), falls KE auf der Verliingerung 
von AB iiber A oder B hinaus liegt. Liegt daher P in einem der andern 
vier Theile, so kann die Strecke CP keinen Punkt der Geraden AB ent- 
halten. Da nach dem 2. Satze A, B, C irgend drei Punkte der Ebene 
sein kénnen, so ist hiermit der 3. Satz bewiesen. 

Wir haben uns bei den Beweisen dieser Siitze etwas linger auf- 
gehalten, um bei denjenigen des 5. und 6. Satzes kiirzer sein zu kénnen. 
Denn man hat hier ganz analog zu verfahren, indem man von einem 
Tetraeder ABCD ausgeht. Man beweist hier zuerst, dass jeder Punkt 
der Verbindungsstrecke einer Tetraederecke mit einem Punkte des gegen- 
iiberliegenden Dreiecks auch auf einer ebensolchen fiir die drei andern 
Ecken liegt, und dass ebenso jeder Punkt der Verbindungsstrecke von 
Punkten zweier gegeniiberliegender Kanten des Tetraeders auf den Ver- 
bindungsstrecken der Ecken mit Punkten der gegeniiberliegenden Dreiecke 
liegt, und umgekehrt. Dann beweist man der Reihe nach, dass alle Ge- 
' raden dem Raume angehéren, die 1) eine Ecke mit irgend einem Punkte 
der gegeniiberliegenden Fliche verbinden, die 2) einen Punkt einer Kante 
selbst mit irgend einem Punkte der gegeniiberliegenden Kante, die 
3) irgend zwei Punkte zweier gegeniiberliegender Kanten und die 4) irgend 
einen Punkt einer Kante mit irgend einem Punkte einer Seitenfliiche ver- 
binden. Hieraus folgt dann wie oben, dass das Tetraeder ABCE die- 
selben Punkte liefert wie ABCD, sobald EF auf einer der Kanten durch 
D liegt, sodass auch irgend vier Punkte eines Raumes, die nicht in einer 
Ebene liegen, diesen bestimmen. 

Um hieraus den 5. Satz zu beweisen, bemerke man wieder, dass ein 
Tetraeder den Raum in 1+ 4-+4-+ 615 Theile zerlegt, und dass 
jeder Punkt der Theile (ABC), (A), (B), (C), (AB), (BC) oder (CA) 
mit dem Punkte D eine Strecke bestimmt, auf der ein Punkt der Ebene 
ABC liegt. 

Nunmehr kann man den 6. Satz leicht in bekannter Art*) beweisen, 
und wir wollen nur nicht unterlassen, auf die Fassung des Satzes hinzu- 
weisen. In der gewéhnlichen Fassung: Zwei Ebenen des Raumes u. s. w. 


*) Vergl. z. B. Schur, die idealen Elemente der projectiven Geometrie, diese 
Ann. 39, S. 115. 
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B kann er natiirlich nicht aus den bisherigen Postulaten erwiesen werden. 
1 Hierzu bedarf es vielmehr eines neuen Postulates: 
> 9. Postulat. Ausserhalb eines Raumes giebt es keine Punkte. 
L Man sieht aber sehr wohl, dass dies Postulat einen andern Charakter 
i hat wie die vorhergehenden. Rein begrifflich hindert natiirlich nichts, 
das Gegentheil davon zu postuliren. Wir miissen daher dies Postulat ent- 
zy weder als eine reine Convention ansehen gerade so, wie wir uns zuweilen 
n auf die Geometrie der Ebene beschriinken, oder wir miissen es mit Veronese*) 
- als ein praktisches Postwlat bezeichnen, das aussagt, dass unser Erfahrungs- 
e raum ein solcher von drei Dimensionen sei. Statt dessen kénnte man 
natiirlich auch mit Hilbert den 5. Satz selbst als Axiom aufstellen, aber 
3 es will mir scheinen, als ob hierbei der wahre Charakter dieses Axioms 
. nicht so deutlich hervortrete. 
n Bemerkt man nunmehr, dass unsre Postulate 6 und 7 mit dem Axiome 
t I[5 von Hilbert aiquivalent sind, so sieht man, dass die dortigen Axiome 


- I13—5 und in gewissem Sinne auch das Axiom [6 iiberfliissig sind. In 
der That ist es ja leicht zu sehen, dass unsre iibrigen Postulate eine 
Folge der Axiome I1, 2,7 und IL 1—4 von Hilbert sind. 

- Der 5. Satz macht die Geometrie im Strahlen- oder Ebenenbiindel zu 
einer vollkommen dualen; je zwei Strahlen bestimmen eine Ebene und 
- je zwei Ebenen einen Strahl. Um eine entsprechende Dualitiit in der 
¢ Ebene zu erreichen, beweisen wir zuerst nach Reyes y Prosper**) den 
e Desargues’schen Satz im Biindel, um durch eine iibersichtliche Figur 
° diesem Beweise die Beachtung zu verschaffen, die ihm gebiihrt, aber nicht 
d iiberall zn Theil geworden ist. Der Satz lautet bekanntlich: 

- 6. Satz. Gehen die Verbindungsebenen entsprechender Kanten zweier 


- Dreikante abe und a'b'c’ mit derselben Spitze S durch eine Gerade g, so 
h schneiden sich die entsprechenden Seitenjliichen in derselben Ebene, und um- 
r gekehrt. (Fig. 2, s. Seite 8.) 


Zum Beweise nehmen wir auf a resp. a’ die Punkte A resp. A’ auf 
verschiedenen Seiten von g an, sodass AA’ einen Punkt G von g enthiilt. 
Alsdann nehmen wir auf b’ den Punkt B’ so an, dass er auf der ent- 
gegengesetzten Sejte von b liegt wie G, sodass die Strecke GB’ einen 
Punkt B von 6 enthiilt. Hier kénnen wir S ausserhalb der Ebene ABG 
annehmen, weil sonst die Seitenfliichen SAB und SA’ B’ zusammentfielen, 
, in welchem Falle der Satz selbstverstindlich ist. Da desshalb auch der 
> Strahl ¢ nicht in dieser Ebene liegt, so kénnen wir endlich C ausserhalb 
r, dieser Ebene und auf der andern Seite von c’ wie G auf ¢ annehmen, 


*) S. Veronese, Elementi di Geometria, Padova 1897, p. 112. 
e **) §. Reyes y Prosper, Sur: les propriétés graphiques des figures centriques, 
diese Ann. Bd. 32, 8. 157. 
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sodass die Strecke GC einen Punkt C’ von c’ enthalt. Da nun AB und 
A’ B’ in derselben Ebene liegen, so sind hiernach die Ebenen ABC und 
A’ B’C’ von einander verschieden. Weiter aber lehrt die Betrachtung der 
Dreiecke GCB’, ACA’ und AA’B,, dass die Strecken BC und BC’ 





einen Punkt « gemein haben, die Gerade A’C’ einen Punkt 6 der Strecke 
AC enthiilt und die Gerade AB einen Punkt y der Strecke A’ B’. Da 
aber «, B, y in den beiden Ebenen ABC und A’ B'C’ liegen miissen, so 
liegen sie in deren Schnittgeraden, womit unser Satz bewiesen ist. Die 
Umkehrung beweist man indirect. 

Hieraus kénnen wir den folgenden Satz beweisen: 


7. Satz. Werden zwei Strahlenbiindel S und S’ so auf’ einander be- 
zogen, dass jedem Strahle durch S, der eine Ebene « trifft, der Verbindungs- 
strahl von S’ mit diesem Schnittpunkte zugewiesen wird, so ist dadurch 
jedem Strahle von S ein Strahl von S’ derart eindeutig zugewiesen und 
wmgekehrt, dass je drei Strahlen einer Ebene wieder drei Strahlen einer 
Ebene entsprechen. 

Wir beweisen zuerst, dass allen Ebenen, die ¢ schneiden und den- 
selben Strahl g durch S enthalten, Ebenen durch denselben Strakl g’ von 
S’ entsprechen, und zwar auch in dem Falle, dass g die ¢ nicht schneidet. 
Wenn niimlich drei solehe Ebenen die ¢ in den Geraden a, 6, ¢ schneiden, 
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so mégen etwa die erreichbaren Punkte von a und ¢ auf verschiedenen 
Seiten von 6 liegen (Fig. 3). Nun wihlen wir auf a irgend zwei Punkte 
A und A, und verbinden sie mit irgend-einem Punkte #6 von «, der auf 
der andern Seite von c¢ liegt wie A 
und A,, sodass die Strecken BA und 
BA, je einen Punkt C resp. C, von ¢ 
enthalten. Nach willkiirlicher Wahl 
des Punktes B auf 6 nehmen wir end- 
lich den Punkt B, auf 6 so an, dass 
B, und C, auf verschiedenen Seiten 
von BC liegen, sodass die Strecke 
B,C, einen Punkt @ der Geraden BC 
enthalten muss. Dann lehrt die Be- 
trachtung des Dreiecks A,B,B, dass 
die Strecke A,B, einen Punkt y der 
Geraden «f enthalten muss. Da aber 
der Voraussetzung gemiiss die Drei- 
kante S(ABC) und S(A,B,C,) in 
Beziehung auf g perspectiv liegen, so 
geht auch die Gerade AB durch y. —s 

Nunmehr sind die Dreikante S’(ABC) und S8’(A,B,C,) so beschaffen, 
dass die Schnittlinien entsprechender Seitenfliichen, niimlich S’«, 8’B, S’y 
in einer Ebene liegen, folglich gehen auch die Verbindungslinien ent- 
sprechender Kanten, niimlich S’a, S’6, S’c durch denselben Strahl g’. 

Die Beziehung der beiden Strahlenbiindel ist also sicher eine solche, 
dass jedem Strahle von S eindeutig ein Strahl von S’ entspricht, und 
umgekehrt, und drei Strahlen einer Ebene, die ¢ schneidet, wieder drei 
Strahlen einer Ebene entsprechen. 

Handelt es sich aber um drei Strahlen a, 6b, ¢ einer Ebene, die ¢ 
nicht trifft, so wiihlen wir auf der Schnittlinie irgend einer Ebene durch 
¢ mit ¢ irgend zwei Punkte A und B und setzen SA=—a, SB=b und 
(6A, aB)=c. Ebenso wihlen wir auf der Schnittlinie irgend einer 
Ebene durch 6 mit's irgend zwei Punkte A, und C, und setzen SA, —<a,, 
SC,=c, und (aC,, cA,) =6,. Alsdann schneiden sich die entsprechen- 
den Seitenfliichen der beiden Dreikante abe und a,b,c, in den Geraden 
a,b,c einer Ebene, sodass die Ebenen aa,, bb,, cc, durch denselben 
Strahl g laufen. Da aber diese drei Ebenen die ¢ schneiden, so liegen 
auch die entsprechenden Dreikante a’b’c’ und a,’b,'c,” in Beziehung auf 
den g entsprechenden Strahl g’ perspectiv, es liegen daher, weil auch die 
Seitenfliichen dieser Dreikante die ¢ schneiden, auch die a, 6b, ¢ ent- 
sprechenden Strahlen a’, b’, c’ in einer Ebene. 
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Damit ist der 7. Satz vollstindig bewiesen. Wie sich aus ihm die 
Theorie der idealen Elemente entwickeln und damit eine vollstindige 
Dualitat herstellen lisst, soll hier nicht von Neuem ausgefiihrt werden*). 


§ 2. 


Ueber die Congruenzaxiome und den Pascal’schen Satz fiir 
zwei Geraden. 


Dass die im vorigen Paragraphen angefiihrten projectiven Axiome 
zum Beweise des Fundamentalsatzes nicht geniigen, war schon friiher 
vermuthet worden**). Dass das sogenannte Archimedische Postulat in 
projectiver Form hierzu geniigt, hat wohl F. Klein***) zuerst scharf 
formulirt, und dem Verfasser}) ist es gelungen zu zeigen, dass die Con- 
gruenzaxiome fiir sich ohne das Postulat des Archimedes hierzu aus- 
reichen. Dass aber die Hinzunahme entweder dieses Postulates oder 
simmtlicher Congruenzaxiome auch nothwendig sei zum Beweise des 
Fundamentalsatzes, hat Hilbert in seinen Grundlagen}}) der Geometrie 
bewiesen, und wir miissen dies Resultat als das wesentlichste dieser Ab- 
handlung bezeichnen. Was die Formulirung der Congruenzaxiome betrifft, 
so méchten wir neben der Hilbert’schen, die im Wesentlichen mit der- 
jenigen von Ingrami iibereinstimmt, besonders auf diejenige hinweisen, 
die Peano in seinen Fondamenti di Geometria giebt. Sie ist besonders 
interessant durch die Bezugnahme auf die Gruppe der Bewegungen. Wir 
kénnen die Peano’schen Postulate in freier Uebersetzung folgendermassen 
aussprechen: 


1. Eine Bewegung ordnet jeder Strecke und jedem Punkte in ihr eine 
Strecke und einen Punkt in dieser eindeutig zu}++). 

*) S. den Artikel des Verf. Ueber die Einfiihrung der sogenannten idealen 
Elemente in die projective Geometrie, diese Ann. Bd. 36, S. 113—124, bei dessen 
Abfassung ihm die o. a. Note von Reyes y Prosper sowie diejenige von Pasch, Ueber 
die uneigentlichen Geraden und Ebenen, diese Ann. Bd. 32, 8. 158 entgangen waren. 

**) S. z. B. die Einl. d. ob. Artikels. 

***) F. Klein, Zur ersten Vertheilung des Lobatschewskij-Preises, Kasan, 1897, S. 22. 

+) F. Schur, Ueber den Fundamentalsatz der projectiven Geometrie, diese 

Annalen, Bd. 51, 8. 401 ff. 

+t) Hilbert, Grundl. d. Geom., Kap. VI. 

ttt) Auch hier sind in der elliptischen Geometrie zuniichst dieselben Ein- 
schrinkungen zu machen wie auf S. 267 und die so eingeschrinkten Resultate dann 
auf Grund der Formeln in § 4 auf den ganzen Raum zu iibertragen. Wenigstens 
will es mir scheinen, als ob eine Formulirung der Axiome, die diese einstweilige Hin- 
schrinkung vermeidet, die Axiome des ihrem Wesen entsprechenden urspriinglichen 
Charakters entkleiden wiirde. Vergl. hierzu Peano a. a. O. p. 75. 
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2. Geht die Figur ABCD .--- durch eine Bewegung in A’ B’C'D’--- 
und eine andre in A” B’C" D”..- tiber, so giebt es auch eine Bewegung, 
die A’ B’C’ D’.-- in A” B’C"D" . - - tiberfiihrt. 

3. Auch die Identitit ist eine Bewegung. 

4. Sind gegeben zwei Ebenen « und «’, zwei Geraden a in a und 
a in a sowie zwei Punkte A in a und A’ in a’, so giebt es cine und nur 
eine Bewegung, die A in A’, eine bestimmte Seite von a in eine solche von 
a’ und eine bestimmte Seite von « in eine solche von «’ iiberfiihrt. 

5. Die Bewegung, die den Punki A stehen lisst, den Strahl AB in 
AC und die Halbebene (AB)C in (AC)B verwandelt, fiihrt auch AC in 
AB iiber. 

6. Jede Bewegung, die einen Punkt A in einen Punkt B und die 
Verliingerung von AB iiber A hinaus in diejenige iiber B hinaus ver- 
wandelt, fiihrt auch B in A iiber. 

Indem wir im Uebrigen auf Peano verweisen, wollen wir hierzu die 
folgenden Bemerkungen machen. Die Postulate 2 und 3 ergeben die Siitze: 

1. Satz. Die Aufeinanderfolge zweier Bewegungen ist wieder eine 
Bewegung. 

2. Satz. Die Umkehrung einer Bewegung ist wieder eine Bewegung. 

Wir betrachten weiter diejenige Bewegung U1, welche den Punkt A 
und jede Seite der ihn enthaltenden Geraden a stehen lisst, dagegen die 
eine Seite der a enthaitenden Ebene « in die andre oder ihr Complement 
verwandelt, die wir Umwendung um die Axe a nennen. Diese Bezeichnung 
wird durch die folgenden Sitze gerechtfertigt: 

3. Satz. Bei der Umwendung U um die Axe a bleibt jeder Punkt 
dieser Axe fest. 

4. Satz. Die Umwendung um die Axe a verwandelt jede durch a be- 
grenzte Halbebene in thr Complement. 

Wiirde nimlich der einem Punkte B der Axe entsprechende Punkt 
UB etwa ein Punkt B’ der Strecke AB sein, so miisste nach dem ersten 
Postulate auch UB’ der Strecke AB’ angehéren. Nun ergiebt aber die 
zweimalige Anwendung der Umwendung U nach den Postulaten 2, 3, 4 
die Identitit, sodass' UB’ = UUB mit B zusammenfallen muss; folglich 
kann B’ nicht von B verschieden sein. 

Zum Beweise des 4. Satzes betrachten wir die Halbebene (AB) D 
und den Punkt E auf der Strecke AD; dann liegt auch der Punkt UE 
auf der Strecke AUD, sodass die einander entsprechenden Strecken DUE 
und EUD einen sich selbst entsprechenden Punkt F' gemein haben, der 
nothwendig auf AB liegen muss, da U nicht die Identitit ist. Da F 
zwischen E und UD liegt, so ist in der That die Halbebene (A B)UD 
das Complement von (AB)E oder (AB) D. 

18* 
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Die Umwendung U wird folglich jede Gerade, die einen ausserhalb 
a gelegenen Punkt C mit dem entsprechenden UC verbindet, umklappen. 
Denn ist A der Schnittpunkt von a mit CUC, so verwandelt U die 
Strecke AC in AUC. 

Wir betrachten weiter diejenige Bewegung %, welche den Punkt A 
stehen lisst, die eine Seite der Geraden a durch A in ihr Complement 
verwandelt und jede durch a begrenzte Seite der Ebene « ihr selbst zu- 
ordnet. Dann kann der einen Seite AD einer andern Geraden durch A 
jedenfalls nicht ihr Complement entsprechen. Es entspricht ihr also ent- 
weder die eine Seite einer andern Geraden oder sie selbst. Liegt daher 
E auf der Strecke AD, so beweist man im ersten Falle wie oben, dass 
die Strecken DWE und EWD einen sich selbst entsprechenden Punkt 
C gemein haben, dass also Y% eine Umwendung um die Axe AC ist, was 
im zweiten Falle von selbst klar ist. 

Diejenige Bewegung % endlich, die A stehen liisst und den Strahl 
AB sowie die Halbebene (AB)C in ihre Complemente verwandelt, fiihrt 
jeden Strahl AD der Ebene « in sein Complement iiber. Da nimlich auch 
diese Bewegung zweimal hinter einander angewendet zur Identitit fiihrt, 
so entspricht die Strecke D¥D sich selbst, also auch ihr Schnittpunkt 
mit a, der aber nur A selbst sein kann, weil sonst die Seiten von a nicht 
vertauscht wiirden. 

Aus der Definition der drei Bewegungen U1, 8 und B ergeben sich 
nun unmittelbar die folgenden Gleichungen. 

US=—=B, VW=uU, Bu= B*). 
Hieraus geht hervor, dass die Umwendung Ul um die Axe AB=a die 
Gerade AC oder die Axe der Umwendung % um A umklappt und ebenso 
¥ die Axe a. Stellen wir daher die Definition auf: 

Definition: AC heisst senkrecht auf AB oder AC 1 AB, wenn bei 
einer Umwendung um die Axe AB der Strahl AC in sein Complement 
dibergeht, 
so ergiebt sich der Satz: 

5. Satz. Ist AC 1 AB, so ist auch AB AC. 

Wir kénnen daher von zwei auf einander senkrechten Geraden reden 
und den Satz aussprechen: 

6. Satz. Jede Bewegung 8 verwandelt zwei auf einander senkrechte 
Geraden in ebensolche. 

Fiihrt nimlich die Bewegung 8 die Punkte ABC in A’B’C’ ier, 
so lisst die Bewegung SUB-' den Strahl A’B’ stehen und verwandelt 
A’C’ in sein Complement. 


*) Vergl. Peano, 1. c. p. 81. 











a @pe a Ue OU 


~ 


a @& a tei &a.-™ fF ., —~ . , &®,. = et ete 2 Pf etlCetlllkeeelUe.CO 





Ib 
n. 
lie 


lie 


het 
mt 


en 


te 


er’, 
alt 








Ueber die Grundlagen der Geometrie. 277 


Die obigen Betrachtungen zeigen auch, dass in einem Punkte A einer 
Geraden innerhalb jeder a enthaltenden Ebene a eine und nur eine Senk- 
rechte gezogen werden kann, die Axe der, Umwendung %&. Sind daher AC 
und AD | AB, so verwandelt die Umwendung Ul sowohl AC als AD in 
ihre Complemente, folglich auch jeden Strahl durch A in der Ebene ACD 
vermége einer Bewegung innerhalb dieser Ebene. Hieraus folgt der Satz: 

7. Satz. Steht AB senkrecht auf AC und AD, so steht AB auf jeder 
A enthaltenden Geraden der Ebene ACD senkrecht oder AB 1 ACD. 

Ist nunmehr auch AC 1 AD, so folgt aus ¥ = UW, dass B eine 
Umwendung um die Axe AD ist, oder dass Ul, 8, %3 Umwendungen um 
drei zu einander senkrechte Axen sind, Betrachten wir weiter diejenige 
Bewegung ®t, die AC in AD und die Halbebene (AC)D in das Comple- 
ment der Halbebene (AD) C verwandelt, so fiihrt dieselbe nach dem Obigen 
und nach dem 6. Satze zugleich AD in das Complement von AC ier, 
wihrend die Gerade AB stehen bleibt so zwar, dass der Strahl AB sich 
selbst entspricht. Wiirde nimlich AB in sein Complement verwandelt, so 
wiirde die Bewegung SF die Strahlen AB, AC, AD in AB, AD, AC resp. 
iiberfiihren; eine solche Bewegung ist aber leicht als eine Umwendung 
um eine Axe in der Ebene ACD nachzuweisen, kann also den Strahl AB 
nicht stehen lassen. Da weiter RR = WU ist, so folgt wie beim Beweise 
des 3. Satzes, dass ® jeden Punkt B von AB stehen lisst. Sind daher 
E und F in den Halbebenen (AB)C und (AB)D so gewihlt, dass BE 
und BF | AB sind, so gehen bei der Bewegung ft auch BE in BF und 
BF in das Complement von BE iiber. Nun giebt es nach dem 5. Postulate 
eine Bewegung Mt, die die Strahlen BE und BF sowie die Halbebenen 
(BE)F und (BF)E je in einander verwandelt, und es ist leicht zu sehen, 
dass Yt eine Umwendung um eine Axe in der Ebene BEF ist. Die 
Bewegung IMR wird daher BE stehen lassen und BF in sein Complement 
verwandeln, woraus folgt, dass BF' 1 BE ist. Da hiernach sowohl AD 
als BF auf der Ebene ABC senkrecht stehen, so erhalten wir den 
wichtigen Satz: 

8. Satz. Zwei Geraden, die auf derselben Ebene senkrecht stehen, 
liegen in derselben Ebene. 

Hieraus folgt, dass alle Geraden, die auf derselben Ebene senkrecht 
stehen, durch denselben eigentlichen oder uneigentlichen Punkt, den 
absoluten Pol der Ebene, laufen. Ein specieller Fall hiervon ist der Satz 
der ebenen Geometrie, dass alle Geraden einer Ebene, die auf derselben 
Geraden senkrecht stehen, durch den absoluten Pol dieser Geraden laufen; 
dieser Satz ist aber eine unmittelbare Folge der Definition senkrechter 
Geraden und des Desargues’schen Satzes und ist vom 5. Postulate unab- 
hingig. Hiernach entspricht bei der Umwendung einer Ebene um eine 
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Axe a jedem Punkte P der ihm zugeordnete vierte harmonische in Bezug 
auf a und den absoluten Pol von a. Da ferner nach dem 8. Satze allen 
Geraden b, die in einem Punkte A auf einer Geraden a senkrecht stehen, 
in der jedesmaligen Ebene |b, a] derselbe absolute Pol B entspricht, so 
fiihrt jede Umwendung um eine der Axen } einen Punkt P von a@ in den- 
selben Punkt @Q iiber, den vierten harmonischen von P in Bezug auf A 
uud B. Wir erhalten daher den Satz: 

9. Satz. Bet allen Umwendungen einer Geraden a um die Axen, die 
in einem Punkte A auf ihr senkrecht stehen, ist jedem Punkte von A der- 
selbe Punkt zugeordnet. 

Erst dieser Satz erméglicht den Beweis des folgenden von Peano 
nicht hervorgehobenen Satzes: 

10. Satz. - Bei allen Bewegungen, die einen Punkt A und eine Seite 
einer thn enthaltenden Geraden a festlassen, bleibt jeder Punkt dieser Ge- 
raden fest. 

Geht nimlich der auf a senkrechte Strahl AC bei einer solchen Be- 
wegung §t in den ebenfalls auf a senkrechten Strahl AD itiber, so lisst 
sich {t zusammensetzen aus derjenigen Umwendung, welche nach dem 
5. Postulate AC und AD vertauscht, und der Umwendung um die Axe 
AD, womit nach dem 9. Satze unsere Behauptung bewiesen ist. 

Definirt man als congruent Strecken, die durch Bewegung in einander 
iibergefiihrt werden kénnen, so ist es nunmehr leicht, das Hilbert’sche 
Axiom IV, 1 zu beweisen, wonach jeder Strecke AB der Geraden a eine 
und nur eine congruente Strecke A’ B’ auf einer bestimmten Seite irgend 
einer Geraden @ durch A’, d. h. auch einer nicht mit a in derselben 
Ebene gelegenen entspricht. In Bezug hierauf mag bemerkt werden, dass 
es nicht ganz correct ist, was Hilbert a. a. O. 8.18 sagt: ,,Dieser Satz 
enthalt das wichtige Resultat, dass die siimmtlichen riumlichen That- 
sachen der Congruenz, d. h. der Bewegung — mit Hinzuziehung der 
Axiomgruppen I und II — lediglich Folgerungen aus den sechs oben 
aufgestellten linearen und ebenen Axiomen der Congruenz sind.“ Denn 
die Vergleichung zweier Strecken, die nicht in derselben Ebene liegen, 
ist ohne ein rdumliches Congruenzaxiom nicht méglich. Diese Thatsache 
findet bei unserer Darstellung auch darin ihren Ausdruck, dass das 
Hilbert’sche Axiom IV,1 innerhalb der Ebene aus den ersten vier Postulaten 
folgt, dass aber fiir seinen Beweis im Raume das 5. Postulat néthig war. 

Aus den bisherigen Postulaten ergiebt sich ohne das 6. Postulat der- 
jenige Congruenzsatz, der meinem Beweise*) des Pascal’schen Satzes zu 


Grunde liegt, nimlich der Satz: 


*) S. diese Ann. Bd. 51, S. 404. Es darf bei dieser Gelegenheit darauf hin- 
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11. Satz. Beschriinkt man sich auf die Umwendungen um die Axen 
a durch einen festen Punkt A innerhalb einer Ebene «a, so ist die Auf- 
einanderfolge dreier solcher Umwendungen eine ebensolche. 

Definirt man nimlich den Drehungssinn im Strahlenbiischel (A) mit 
Hiilfe der beiden Reihenfolgen von irgend drei seiner Strahlen, so folgt 
der Satz unmittelbar daraus, dass jede Umdrehung diesen Drehungssinn 
umkehrt. Hat man nun irgend eine Bewegung der Ebene a, die A stehen 
lisst und AB in AC verwandelt, so ist sie entweder die Umwendung, 
die nach dem 5. Postulate AB und AC vertauscht, oder sie setzt sich 
aus dieser Umwendung und einer zweiten um AC zusammen, sodass im 
zweiten Falle der Drehungssinn erhalten bleibt. Da nun die durch die 
Aufeinanderfolge von drei Umwendungen entstehende Bewegung jedenfalls 
den Drehungssinn umkehrt, so ist sie selbst eine Umwendung. 

Es ist nun leicht auch chne die riumlichen Congruenzaxiome hieraus 
eine Gruppe von riumlichen Collineationen abzuleiten, die dieselbe Eigen- 
schaft besitzt. Wir beschriinken uns hierbei auf diejenigen centralen 
Collineationen, die jedem Punkte P den ihm zugeordneten vierten har- 
monischen in Beziehung auf das Centrum und die Ebene der Collineation 
entsprechen lassen, die wir collineare Spiegelungen nennen kénnen. Dann 
erhalten wir aus der obigen Gruppe von Umwendungen der Ebene « die 
gemeinte Gruppe von collinearen Spiegelungen, wenn wir die Ebenen durch 
eine A enthaltende und nicht in @ gelegene Axe a als Collineationsebenen 
und den absoluten Pol ihrer Spur in « als das jedesmalige Centrum be- 
trachten. Dann bilden die Geraden, die durch diese Spiegelungen aus 
einer a nicht schneidenden Geraden g und ihren Bildern in diesen Spiegelungen 
entstehen, die beiden Erzeugungen eines Hyperboloids, und hieraus kann 
wie a. a. O. der Pascal’sche Satz fiir zwei Geraden und aus ihm der 
Fundamentalsatz der projectiven Geometrie bewiesen werden 

Wir heben einer Bemerkung in der Inauguraldissertation von Dehn*) 
gegeniiber ausdriicklich hervor, dass hiernach dieser Beweis keine rdum- 
lichen Congruenzaxiome benutzt. Dagegen haben wir nicht das 6. Postulat, 
d. h. die Umkehrbarkeit der Strecke benutzt, sodass sich der Fundamental- 
satz als von diesem Postulate unabhingig erweist. Dies Postulat kann 
nun allerdings auf das fiinfte oder die Umkehrbarkeit des Winkels zuriick- 
gefiihrt werden, wenn man entweder annimmt, dass je zwei Geraden einen 
eigentlichen Punkt gemein haben, oder, dass das Parallelenaxiom gelte. 


gewiesen werden, dass den Pascal’schen Satz fiir zwei Geraden bereits Pappus in 
seinen collectanea als Prop. 143 mittheilt; vergl. E. Kétter, Ueber die Entwickelung 
der synthetischen Geometrie, Ber. d. deutschen Math. Ver., Bd. 5, p. 14. 

*) Dehn, Die Legendre’schen Siitze tiber die Winkelsumme im Dreieck, In. diss. 
Géttingen 1900, S. 22. 
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Denn errichten wir die Senkrechten in den Endpunkten der Strecke AB 
auf dieser, so schneiden sich diese im ersten Falle in einem Punkte C, 
und diejenige Umwendung, die AC mit BC vertauscht, vertauscht auch 
A und B als Fusspunkte der Lothe von dem Schnittpunkte D der Um- 
wendungsaxe mit AB auf AC und BC; da naimlich D nicht der absolute 
Pol einer der Geraden AC (oder BC) sein kann, weil sonst A (oder B) 
und folglich auch B (oder A) der absolute Pol von DC wire, so muss 
dem einzigen Lothe von D auf AC auch das einzige Loth von D auf BC 
entsprechen. Gilt das Parallelenaxiom, so ist es leicht einen Punkt FE zu 
finden, der von den beiden Lothen, die nach derselben Seite der Geraden AB 
gezogen sein mégen, gleichen Abstand hat, naimlich den Schnittpunkt der 
Halbirungslinien der beiden Winkel (Umwendungsaxen), die AB mit den 
beiden Lothen bildet. Denn nach dem Parallelenaxiom muss jede dieser 
Halbirungslinien das andre Loth schneiden, also auch diese sich unter 
einander und zwar in einem Punkte, der zwischen den beiden Lothen liegt. 
Sind EF und EG die beiden gleichen Abstiinde des Punktes F von den 
Lothen, so fiihrt die Umwendung, die ZF’ und EG vertauscht, auch A 
in B iiber. 

Hieraus geht hervor, dass die Forderung der Umkehrbarkeit der 
Strecke schon in Riicksicht aut das Parallelenaxiom in dem Hilbert’schen 
Axiomensysteme iiberfliissig ist. Sie ist es aber auch zusammen mit der 
Forderung der Umkehrbarkeit des Winkels in Riicksicht auf das Archi- 
medische Axiom, wie schon Peano a. a. 0.*) gezeigt hat. 

Ob einerseits das 6. Postulat auch ohne eine Hypothese iiber das 
Schneiden der Geraden aus den iibrigen abgeleitet werden kann, oder 
andrerseits tiberhaupt die Postulate 5 und 6 von den iibrigen unabhiingig 
sind, ist noch unentschieden. Ebenso wenig scheint mir entschieden, ob 
der Pascal’sche Satz ohne das Parallelenaxiom aus ebenen Axiomen allein 
bewiesen werden kann. Indessen kénnen wir hierzu die folgenden Be- 
merkungen machen. Nimmt man wieder an, dass je zwei Geraden der 
Ebene sich schneiden, so kann der erste Beweis von Hilbert auf Grund 
des Satzes vom Héhenschnittpunkt des Dreiecks so modificirt werden, 
dass er vom Parallelenaxiom unabhiingig wird, wenn man unter parallelen 
Geraden solche versteht, die auf derselben den Schnittpunkt der beiden 
festen Geraden enthaltenden Geraden senkrecht stehen. Im Allgemeinen 
diirfte der Beweis kaum méglich sein ohne den Begriff der idealen Ele- 
mente, und ob dieser Begriff aus den ebenen Axiomen allein ohne das 
Parallelenaxiom entwickelt werden kann, scheint zweifelhaft. 

Wir haben zwar gezeigt, dass das 6. Postulat oder die Umkehrbarkeit 


*) a. a. O. p. 88 u. 90. 
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der Strecke fiir den Aufbau der projectiven Geometrie entbehrlich sei. 
Diese Umkehrbarkeit ist aber nicht entbehrlich fiir den Beweis des Satzes, 
dass die Beziehung zwischen zwei congruenten Strecken eine projective sei, 
ein Satz, der die Grundlage des Ueberganges von der reinen projectiven 
Geometrie zur Metrik bildet. Das 6. Postulat vorausgesetzt, folgt der 
Satz einfach daraus, dass man (innerhalb der Ebene) jede Strecke in jede 
ihr congruente durch die Aufeinanderfolge zweier Umwendungen iiber- 
fiihren kann, von denen die erste die beiden Anfangspunkte zur Deckung 
bringt und die zweite auch die Endpunkte. 


§ 3. 
Ueber das Rechnen mit projectiven Strecken. 


Wir denken uns auf Grund des Desargues’schen Satzes die Eigen- 
schaften der harmonischen Elemente sowie mittelst des Fundamental- 
satzes der projectiven Geometrie aus der Figur in bekannter Weise die 
Grundformel: (Fig. 4) 

(ABCD) XK (TUVD) XK (SWVC) 4 (BADC) 
und daraus den Hauptsatz der Lehre von den Involutionen entwickelt: 

1. Satz. Ist eine Gerade so projecttv auf sich selbst bezogen, dass dem 
Bilde eines Punktes umgekehrt das 
Original als Bild zugeordnet ist, so Ss 
gilt dasselbe fiir jeden Punkt, oder / 
die Projectivitat ist involutorisch. / 

Nun definiren wir eine pro- Tx | eS 
jective Strecke (OA) durch vier P m 
Punkte einer Geraden, den Unend- i gh ge ae \ 
lichkeitspunkt U, den Nullpunkt 0, al ‘oe fae 
den Kinheitspunkt F und den End- \ al \ Ss 
punkt A oder symbolisch durch: 

a = (0A) = (UOEA), 
und die Bedeutung dieses Symbols wird durch Festsetzung der Rechnungs- 
regeln, denen es unterworfen ist, zu erkliren sein. Zuniichst betrachten 
wir zwei projective Strecken (OA) und (0'A’) einer und derselben oder 
verschiedener Geraden als einander gleich, wenn diejenige Projectivitit, 
welche U, O, E in U’, O', E’ iiberfiihrt, dem Punkte A den Punkt J’ 
zuordnet, oder symbolisch, wenn: 

(UOEA) X (U'O' EF’ A’). 
Jede Gleichung unserer Streckenrechnung wird also der symbolische Aus- 
druck einer gewissen Projectivitiit sein. Hiernach sind jedenfalls alle 





Fig. 4. 
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miglichen projectiven Strecken denjenigen einer festen Geraden in Bezug 
auf drei feste Punkte U, O, E derselben gleich. 

Wollen wir nun die Summe zweier solcher Strecken definiren, so 
bemerken wir, dass in der Euklidischen Geometrie das Addiren oder An- 
tragen von Strecken durch Verschieben der Geraden in sich oder eine 
Projectivitit geschieht, bei der nur der Unendlichkeitspunkt sich selbst 
entspricht. Wir wollen uns daher zuerst mit solchen besonderen Pro- 
jectivitiiten beschiiftigen, die wir Prospectivitéten*\ nennen wollen. Eine 





Fig. 5. 


Prospectivitiit ist darnach eine Projectivitiét einer Geraden in sich, bei der 
es eimen und nur eimen sich selbst entsprechenden Punkt U giebt. Dann ist 
leicht zu beweisen: 

2. Satz. Line Prospectivitit ist vollkommen bestimmt durch das Doppel- 
element U und das Bild A, irgend eines Punktes A. (Fig. 5.) 


*) Von Pasch a. a. O. p. 121 Aequivalenz genannt. 
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Ist naimlich B, das Bild eines andern Punktes B, und projiciren wir 
A, B von irgend einem Punkte S aus auf eine U enthaltende Gerade 
nach A’, B’, so miissen sich A,A’ und B,B’ in einem Punkte S, auf US 
schneiden, weil sonst SS, die feste Gerade in einem von U verschiedenen 
Doppelelemente der Prospectivitiit schneiden wiirde. 

Setzen wir 

(AA’, BB, =T und (BB, A’A,) = 7, 
so folgt aus 
(UAA, B) X (8,4°A,7,) K (SB'BT,) K (UB, BA,) 
der folgende Satz: 

3. Satz. Entsprechen in einer Prospectivitit mit dem Doppelelemente U 
den Punkten A, B die Punkte A,, B,, so sind U, U; A, B, und A,, B 
Paare einer involutorischen Projectivitit. 

Aus dem Umstande, dass A,, B sowohl wie A, B, harmonisch ge- 
trennt sind durch U und den Schnittpunkt von 7'7, mit der festen Ge- 
raden, kann zugleich eine vom Fundamentalsatze unabhingige Definition 
der Prospectivitét abgeleitet werden. 

Aus der Figur folgt weiter der Satz: 

4. Satz. Die Aufeinanderfolge zweier Prospectivititen mit dem Doppel- 
elemente U ist eine ebensolche. 

Es sind niimlich die Dreiecke A’A”A, und B’ B”’ B, perspectiv in 
Beziehung auf das Centrum U, sodass sich auch A,A’ und BB’ in S’ 
auf S,S, schneiden. 

Nunmehr werden wir zu der folgenden Definition der Addition zweier 
projectiver Strecken gefiihrt: 

Definition: Eine Strecke (OC) heisst die Summe der Strecken (OA) 
und (OB) oder (OC) = (OA) + (OB), wenn in einer Prospectivitit mit 
dem Doppelelemente U den Punkten O, A die Punkte B, C entsprechen. 

Da nach dem 3. Satze U, U; 0, C und A, B Punktepaare einer 
involutorischen Projectivitit sind, so sind in der That A und B in der 
Definition vertauschbar, es ist: 

(OC) = (OA) + (OB) = (OB) + (00), 

oder es gilt das commutative Gesetz der Addition. 

Um auch das associative Gesetz als giiltig nachzuweisen, setzen wir: 

(0A) + (OB) = (0G) und (OB) + (00) = (0A,). 

Dann ist der Definition gemiss UAC, prosp. UOB prosp. UC A,, also 
auch nach dem 4. Satze UAC, prosp. UCA,. Nach dem 3. Satze sind 
daher A, A,; C, C, und U, U Punktepaare einer involutorischen Pro- 
jectivitat. Ist also in dieser dem Punkte O der Punkt S zugeordnet, so ist: 


(0A) + (0.4,) = (OS) = (OC) + (0G,), w. 2. b. w. 
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Aus der Definition ergiebt sich, dass: 
(00) = (UOEO) 
eine Strecke ist, die zu jeder andern addirt diese nicht andert, oder: 
(04) + (00) = (04); 
wir werden desshalb (UOEO) die Nullstrecke nennen und sie mit 0 be- 


zeichnen. Zwei Strecken, deren Summe der Nullstrecke gleich ist, werden 
entgegengesetzt gleich genannt oder in Zeichen: 

(UOEA) = — (UOEA,), 
wenn A und A, durch U und O harmonisch getrennt sind. 

Wollen wir die Multiplication beliebiger Strecken definiren, so miissen 
wir wie in der Arithmetik von der Vervielfialtigung einer Strecke oder 
der Addition gleicher Strecken ausgehen. Ist nun einerseits 

(04) + (04) =(04,), (04,) + (0.4) = (04,) u. 8. w,, 
und andrerseits: 

(OE) + (OE) =(0H,), (OF) + (OZ) = (08) us. w., 
so sind sowohl O und A, durch A und U, A und A, durch A, und U 
u. s. w. als auch O und FE, durch E und U, E und E, durch FE, und EF u.s. w. 
harmonisch getrennt; denn es ist UO A prosp. UAA, prosp. UA, A, u.s. w. 
Es ist daher fiir jede ganze Zahl »:*) 

(UOEE,) KX (UOAA,). 

Betrachtet man daher die Strecke (OZ,) als Repriisentanten der Zahl x, 
so kann man (OA,) =(OA)-(OE,) setzen und wird nun auf folgende 
allgemeine Definition der Multiplication gefiihrt: 

Definition: Kine Strecke (OC) heisst das Product der Strecke (OB) 
in die Strecke (OA) oder: 

(04) - (OB) = (00) 
wenn (UOEB) XK (UOAC), oder in Zeichen: 
(UOEA)-(UOAC) = (UOEC). 
Aus (UOEB) X (UOAC) ZX (OUCA) folgt auf Grund des 1. Satzes 
(UOEA) XK (OUCB) XK (UOBC) oder (OC) = (OB) - (04), 
d. h. das commutative Gesetz der Multiplication. 
Um das associative Gesete zu beweisen, setzen wir: 
(04)-(0B)=(0G) wd (OB)-(0C)=(04A), 
sodass 


(UOEB)=(UOAC,) wd (UOEC) =(UOBA,) 


*) Wir verzichten hier auf den leichten Beweis dieser Behauptung, da es sich 
an dieser Stelle nur um vorbereitende Betrachtungen handelt. 
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ist. Es ist daher: 


{(0.4) - (OB)}- (OC) = (OP), 
wenn (UOEC) = (UOC,P) ist. Hieraus folgt: 
(OA) -{(OB) -(OC)} = (UOEA) -{(UOAC,) -(UOC,P)} 
= (UOEA)-(UOAP) = (UOEP), w.z. b. w. 
Um endlich das distributive Gesetz nachzuweisen, setzen wir: 
(04) -(0B)=(OB,) wd (04)-(0C) = (00), 
— (UOEB)=(UOAB,) wd (UOEC) =(UOAC,) 
ist. Setzen wir daher: 
(0A) - (OB) + (04) - (OC) = (OB) + (0C,) = (08), 
so ist auch 


(UOAB,) + (UOAC,) = (UOAS),; 

denn die Bedingung fiir beide Gleichungen ist die, dass A,, B,; O, S und 
U, U Paare einer involutorischen Projectivitit sind. Es ergiebt sich daher 
auf der andern Seite: 
(04) -{(OB) + (OC)} = (OA) - {(UOAB,) + (UOAC,)} 

= (UOEA)-(UOAS) = (UOES), w. z. b. w.*) 

Aus der Definition geht nun hervor, dass die Strecke (OZ) der Ein- 
heit entspricht, weil: 
(0.4) (OF) = (04) 

(OA) - (00) = (00) = 0. 
Die Umkehrung der Multiplication oder die Division kénnen wir in die 
Formel zusammenfassen: 
(I) (UOEC):(UOEA) = (UOAC), 
woraus hervorgeht, dass eine Strecke den reciproken Werth annimmt, wenn 


ist. Ebenso folgt: 


*) Hier ist zu bemerken, dass beim Beweise des associativen und des distri- 
butiven Gesetzes neben Prospectivitiiten nur Projectivitiiten mit den sich selbst ent- 
sprechenden Elementen U und O benutzt wurden. Denkt man sich diese auf eine 
bestimmte Art hergestellt, also z. B. als Projectivitiiten zweiter Stufe mit einer festen 
Projectionsgeraden durch O und je zwei Centren, die auf einer festen Geraden durch 
U liegen, so bedarf man des Fundamentalsatzes der projectiven Geometrie nicht. 
Man kann dann auch die zweite Form des distributiven Gesetzes: 


{(0.4) + (OB)} - (OC) = (OA) - (OC) + (OB) - (00) 
durch den Satz des Desargues beweisen (s. Hilbert a. a. O. 8. 62), wihrend nach 


Hilbert das commutative Gesetz nicht ohne den Fundamentalsatz oder den Pascal’- 
schen Satz bewiesen werden kann. 
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man die beiden letzten Elemente mit einander vertauscht. Da iiberhaupt 
die Endpunkte von je zwei Streken, deren Product einer Strecke (OC) 
gleich ist, einander in einer involutorischen Projectivitit zugeordnet sind, 
die durch die Paare U, O und E, C bestimmt ist (UOEB) K (OUCA)), 
so sind auch (OO) und (OU) reciproke Strecken, oder die Division durch 
(O00) liefert das Resultat (OU). 

Um irgend eine projective Strecke (ABCD) unserer Geraden durch 
die Strecken (OA) = (UOEA) u. s. w. auszudriicken, gehen wir von der 
involutorischen Projectivitiit aus, deren Paare U, U; O, C; A, A, und 
B, B, sind. Dann ist nach der Definition der Addition: 

(00) — (04) =(UOEA,), (OC) — (OB) =(UOEB)), 
also: 
(Il) (0C) —(OB) _ (UOEB,) 
(OC) —(OA) (UOEA,) 
Nun ist doch: 


= (U0A,B,) = (UCAB). 


17, _.(ABUD) _ (UDAB) 
(ABCD) = (ABUC) (UCAB)’ 


also: 
1m _. (OD)—(OB) . (OC) — (OB) 
(il) (ABCD) = Op) —@aA)' (00)— (0A) 
__ (OC) —(0 A). (OC) —(OB) 
= D)— (0A): (OD) — (0B) 


g 4. 


Die Grundformein der analytischen nichteuklidischen Geometrie. 


Wir sahen in § 2 S. 277, dass.in der Ebene jeder Geraden a ein 
absoluter Pol zukommt als Schnittpunkt aller auf a senkrechten Geraden 
der Ebene, gewissermassen das Centrum der Spiegelung an a. Weiter 
ergiebt sich, dass die absoluten Pole aller Geraden durch einen festen 
Punkt A auf einer Geraden liegen, der absoluten Polare von A, niimlich 
der Axe der Spiegelung an A (Bewegung % auf S. 276). Da ferner die- 
jenige Zuordnung, welche jeder Geraden durch A die auf ihr senkrechte 
Gerade durch A entsprechen lisst, als Drehung um einen rechten Winkel 
(Aufeinanderfolge zweier Umwendungen) eine Projectivitét und zwar eine 
involutorische ist, so ist auch die Zuordnung zwischen den Geraden durch 
A und ihren absoluten Polen eine Projectivitit. Dasselbe gilt desshalb 
auch von der Zuordnung zwischen den Punkten einer Geraden a und 
ihren absoluten Polaren. Denn diese entstehen auch als Verbindungslinien 
des absoluten Poles von a mit den absoluten Polen der Strahlen durch 
irgend einen Punkt S, die die Punkte der Geraden von a@ aus projiciren. 
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Ordnen wir also jedem Punkte A von a den Schnittpunkt A’ von a mit 
der absoluten Polare von a zu, so ist diese Zuordnung jedenfalls eine 
Projectivitiit. Sie ist aber auch involutorisch; denn da A’ als Schnittpunkt 
von @ mit der absoluten Polare von A der absolute Pol der auf a in A 
senkrechten Geraden b ist, so steht auch SA’ auf b senkrecht, die Ver- 
bindungslinie des absoluten Poles von SA’ mit dem von a ist folglich b 
und geht durch a. Somit haben wir auf jeder Geraden eine absolute In- 
volution*). Je zwei conjugirte Punkte A und A’ dieser Involution sind 
offenbar harmonisch getrennt durch je zwei Punkte, die Spiegelbilder von 
einander in Beziehung auf a sind. Geht daher durch eine Bewegung 
die Gerade a in b iiber, so geht der Entstehung gemiiss auch die absolute 
Involution von a in die von b iiber. 

Um nunmehr zu einer nichteuklidischen analytischen Geometrie zu 
gelangen, gehen wir von zwei zu einander senkrechten Axen OX und 
OY aus und nehmen auf diesen beiden die zu O conjugirten Punkte 
U und V als Unendlichkeitspunkte und als Einheitspunkte zwei solche 
Punkte E und F an, dass OFE~ OF. Dann ist, falls A und B je ein 
Punkt von OX resp. OY ist, jedesmal, wenn (0A)=—(OB) auch 
OA~z OB; denn die Umwendung, die OF in OF iiberfiihrt, verwandelt 
hiernach auch A in B. 

Wir bemerken nun zuvérderst, dass, wenn Q und Q’ sowohl als A 
und A’ conjugirte Punkte von OX sind, . 


(U0AQ) = (OUAQ) = (U0E'A) 
sein muss, oder nach der Grundformel fiir die Division: 


a (0Q): (04) = (04’):(0@), 


(1) (0Q) -(0Q) = (04) - (04’) = (UDEK) = &, 

wo & eine constante projective Strecke ist, die nach unsern Festsetzungen 
denselben Werth fiir die Axe OY haben muss. Diese Strecke kann sowohl 
positiv als negativ sein; sie ist unendlich oder (0Q)- (OQ) = (UOEU) 
in der euklidischen Geometrie, falls jedem Punkte von OX der Punkt 
U conjugirt ist. 

Sind nunmehr Q und R die Fusspunkte der Lothe von irgend einem 
Punkte P auf OX und OY, so heissen «= (OQ) und y= (OR) die 
Coordinaten des Punktes P. Wir fragen dann zuerst nach der Beziehung 
zwischen den Coordinaten x, ¥; 2, Y,3 2g, Yo dreier Punkte P, P,, P, einer 
Geraden. Schneidet die Gerade UV unsre Gerade in W, so ist: 





*) Vergl. F. Klein, Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie, diese 
Ann. Bd. 4, p. 573 ff. u. Pasch, a. a. O. p. 155 ff. 
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(WPP,P,) —_ (UQQ@,) ~~ (VRE, R,) =A 


oder nach Formel (II) des vorigen Paragraphen: 





se tS Bh 

a) tc me 

d. h. 

(II) tn he on 11 —*% . 
Ps Fee 


Wollen wir weiter die Bedingung dafiir aufstellen, dass die beiden 
Punkte P, und P, conjugirt sind, so bemerken wir, dass die absolute 
Polare von P, oder Q,’R,° durch P, laufen muss, woraus sich nach 
Formel (1) und (II) ergiebt: 


oder: 

(IV) Ly + YY, = K; 

dass diese Formel auch fiir die Punkte der beiden Axen richtig bleibt, 
ergiebt sich direct aus (I). 

Wollen wir nun die projective Strecke s = (P,P,) durch die Coordi- 
naten ihrer Endpunkte ausdriicken, so ist dies natiirlich ohne gewisse 
Festsetzungen nicht méglich. Wir miissen hierbei von dem Falle aus- 
gehen, dass einer der beiden Punkte etwa P, ein eigentlicher Punkt sei. 
Dann denken wir uns P, als den Nullpunkt, den zu P, auf P,P, con- 
jugirten Punkt P,' als den Unendlichkeitspunkt und einen Punkt 7’ als 
Einheitspunkt, fiir den P, 7 ~ OE, so zwar, dass P, und 7 auf derselben 
Seite von P, liegen, und setzen s = (P, P,) = (P,P, TP.) = (UOES). 
Ist daher S’ der zu S conjugirte Punkt auf OX, so ist P,P,~ OS und: 

, jena WP, P,P,) 4, 
(SOUS’) = (P, P,P, Py) = ype ee) = E> 
wo nach (IV): 
ay? + y,° —R =1,(%2%,+4,4.—8), 
HL, Ly + Yi Yo — & = A, (x? + y.?—®). 








Da nun: 
(SOUS’) = (US'S0) = os 8) 8 ai af m 
so folgt: e rare a 
oder: RF GPF 8 Fm? — 8) 
(V) (P, P,)? = =e) + — 4)? — eas — HH)? 


{1—ft(@,a, +4, 42)}? , 


wo 1:R—=f gesetzt wurde. Man sieht, wie diese Formel fiir f= 0 in 
“ 








di 


o,f oT 


_ 
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die gewéhnliche tibergeht, doch gilt die obige Ableitung nicht fiir diesen 
Fall. Dieser Ausdruck, der seiner Entstehung nach sich nicht iindern 
kann, wenn man P, und P, mit P,’ und P,’ vertauscht, ist hiernach stets 
positiv, wenn die Gerade P,P, tiberhaupt 
eigentliche Punkte enthilt; es ist fiir uns un- 
wichtig, auf den directen Beweis dieser Be- C 
hauptung einzugehen. 

Aus Formel (V) ergeben sich die folgen- 


den besonderen: 


(1) (OP) = a+ y¥’, AV / 
2) (QP =i (RPY = ay 


ies 


Diese Formeln lehren zugleich, dass der Aus- 
druck V1 — fz? stets als die projective Strecke 
(OR):(QP) construirbar ist, sobald Q ein 
eigentlicher Punkt ist. Im Besonderen kénnte 
auch die projective Strecke f selbst mit Hiilfe 
der Figur OQ PR construirt werden. 

Wir stellen nunmehr die weitere Defi- 
nition auf: 

Unter dem Cosinus resp. Sinus eines 
Winkels p =< X OP versteht man die Abscisse 
resp. Ordinate des Punktes P mit dem Radius- 
vector (OP) = 1. 

Dann besitzen die so definirten trigono- 
metrischen Functionen genau die Kigenschaften 
derjenigen in der euklidischen Geometrie. Es \ ot adgee 
wird nur darauf ankommen, dies von dem 
Additionstheorem zu beweisen. Wir betrachten _* 
(Fig. 6) hierzu die Winkel a, 
a=XEOA, B=XEOB  - 











und . 

y a+ p= x EOC, ‘ 
wo A, B, C auf dem Lothe in FE auf OF A’ 
liegen mégen. Sind dann A’, B’, C’ die 
Schnittpunkte der Lothe in O auf 0A, OB, niin 
OC mit EA, so findet die Bedingung y= « + 6 offenbar ihren Aus- 
druck in der Gleichung: 

(VEB'B) = (A AC'C). 

Bezeichnen wir nun die Ordinaten der Punkte A, B u. s. w. mit a, b u. s. w., 


Mathematische Annalen. LV. 19 
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so besteht zwischen ihnen, weil E, V; A, A’; u. s. w. Punktepaare einer 
involutorischen Projectivitit sind, die Gleichung: 
a-a=b-’=c-e, 

und der gemeinsame Werth dieser Producte ist —1, wie aus der be- 
sonderen Wahl hervorgeht, dass OA die Halbirungslinie des Winkels 
XOY ist; denn dann ist F’ der Fusspunkt des Lothes von A auf OY, 
also a= 1. Es ergiebt sich daher aus Formel (III) des vorigen Para- 
graphen: 





1 1 1 
—_—— ———a 
— = Re ee =— (<-5)’ 

is :” «se 1+ ac}? 

e+ a 
oder, damit fiir a — 0 auch b —¢ resultire: 

c—a a+b 

Oo tras und ¢= 1—ab- 


Bezeichnen wir daher sin m: cos m mit tg gp, so folgt: 
tg a 
(VI) tg («+ 8) = eee 
woraus sich die iibrigen Additionstheoreme leicht ergeben. 

Man sieht nun, dass die Formeln fiir die Drehung des Coordinaten- 
systems genau so lauten wie in der gewdhnlichen Geometrie. Was aber 
die Formeln der Coordinatenverschiebung betrifft, so geben wir nur die- 
jenigen fiir die Verlegung des Anfangspunktes nach einem Punkte 0’ auf 
der Axe OX mit der Abscisse a. Zuniichst ergiebt sich aus (V): 


r—a 


(3) Saleh =7—E5° 
Weiter folgt: 





pt se 
ea il ea 


wo 4, die Ordinate von FR’ im alten Systeme sich aus den Formeln: 
f 


ge-t— y 
Pe ery Ses 


als ef) bestimmt, woraus folgt: 
,_ yVi—ta® 
(4) j=-*—. 


Betrachten wir nunmehr das rechtwinklige Dreieck OQ P, wo (OP)=1 
sein mag, so ist: 


tgp = y:2 = V1 —f2*: 2, 
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r falls (QP) = gesetzt wird. Es ist daher: 
tg (QPO) = tgp — Va _ Vint, 
n y 
Hieraus folgt: 
an Pte YI—?, 
(5) Set) ws 


| Diese Formel lehrt, dass tg (m + 7) fiir ein positives f stets positiv, fiir 
7 ein negatives hingegen negativ ist, dass also m + wy fir ein positives f 
stets < R und fiir ein negatives f stets > R ist. Somit ist unabhingig 
vom Archimedischen Postulate der Legendre’sche Satz bewiesen:*) 

Satz von Legendre. Je nachdem die Summe der Winkel in irgend 
einem Dreiecke grésser, gleich oder kleiner als zwei Rechte ist, gilt dasselbe 
fiir jedes Dreieck. 

Die Formeln fiir die Drehung und Verschiebung gestatten nun auch 
leicht den Beweis der Dehn’schen Siitze, wobei die allgemeine Bemerkung 
gilt, dass laut der geometrischen Bedeutung unserer Streckenrechnung ein 
Punkt mit Coordinaten, die durch Functionen beliebig hohen Grades von ¢ 
dargestellt sind, als Schnittpunkt eigentlicher Geraden dargestellt werden 
kann. 

Unsre trigonometrischen Formeln gestatten auch leicht die Grund- 
formeln der Dreieckslehre anzugeben, und zwar bei von selbst klarer Be- 
zeichnung in der Form: 


i a . b . 

5 —- + sin Bp = ———— - sn « 
( ) V1— ta? B Vi — tb? 
und: 

. 1 1 1 a b 

6 — a ee  ° ese ————— - — =~ 0608 . 
(6) Vi-—te® Yi-—fta®? Yi—fth® yi-—ta? yi— tb? ? 


Ist hier £ negativ, so kann man: 


° 1 
= sin a, Vi—ta® = cos a 
setzen und findet rein formal, dass a den Winkel der Lothe in den End- 
punkten der Seite a auf dieser bedeutet. Ebenso kann man bei positivem 
f rein formal: 





1—Yta __ oa 
1+ Vta 
setzen und findet dann, dass: 


ist, wenn die Addition der Strecken in gewdhnlichem Sinne verstanden wird. 


*) S. Dehn, a. a. O. p. 29, auch Pasch a. a. O. p. 164. 
19* 





992 Frieprica Scuur. Ueber die Grundlagen der Geometrie. 


Auch die Lobatscheffskij’sche Construction der Parallelen*) lisst sich 
leicht als richtig nachweisen. Als Parallelen durch O zur Geraden RP 
betrachten wir in bekannter Weise die Verbindungslinien von O mit den 
Schnittpunkten von RP mit dem Fundamentalkreise x? + y? = 8, sodass 
ihre Amplituden 4 durch: 

tg?d = rd 


bestimmt sind. Eine solche Parallele schneidet daher QP in dem Punkte 


S mit den Coordinaten x, cy Vf: Y¥1 — fy®, dessen Entfernung (OS) vom 
Anfangspunkte Rok 3, 

pe en. 
ist. Hiermit ist die Lobatschefiskij’sche Construction ohne das Archi- 
medische Postulat bewiesen, aber man bedarf zu ihrer Ausfiihrung eines 
anderen Postulats, niimlich des folgenden: Der Kreis schneidet jede Gerade, 
deren Abstand vom Mittelpunkte kleiner ist als der Radius**). 


Karlsruhe, im November 1900. 


*) 8. z. B. Engel, Zur nichteuklidischen Geometrie, Leipz. Ber. 1898, p. 181 ff. 
*) 8. Veronese, a. a. O. p. 85 u. Ingrami, a. a. O. p. 128. 
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Ueber den Fundamentalsatz der projectiven Geometrie. 
Von 


L. Bauser in Darmstadt. 


I. Einleitung. 


Herr Hilbert giebt in seiner Abhandlung: ,,Grundlagen der Geometrie“*) 
ein ,,einfaches und vollstiindiges System von einander unabhiingiger Axiome“; 
er unterscheidet fiinf Gruppen: die I'* derselben umfasst 7 Axiome der 
Verkniipfung; Nr. 1 und 2 sind ebene, 3—7 riumliche Axiome; die II'° 
Gruppe wird gebildet von vier linearen und einem ebenen Axiom, be- 
treffend die Anordnung. Als III*® Gruppe erscheint das Parallelenaxiom, 
in der IV" sind sechs Congruenzaxiome vereinigt; in der V*" Gruppe 
findet das Postulat der Stetigkeit in der Form des Archimedischen Axioms 
seinen Ausdruck. 

Bei der Untersuchung des Hinflusses, den der Verzicht auf einzelne 
Axiome oder Axiomgruppen ausiibt, ergiebt sich u. a. folgender Satz [36]: 

»Der Pascal’sche Satz ist nicht beweisbar auf Grund der Axiome I, 
II, II, d. h. wnter Ausschliessung der Congruenzaxiome sowie des Archi- 
medischen Axioms“. 

Gemeint ist der auf das Geradenpaar bezogene Pascal’sche Satz, der 
bereits Pappus bekannt war. Nun hat Herr H. Wiener schon vor lingerer 
Zeit**) darauf hingewiesen, dass dieser Satz, in Verbindung mit demjenigen 
des Desargues iiber perspective Dreiecke, ausreicht, ,um ohne weitere 
Stetigkeitsbetrachtungen und unendliche Processe den Grundsatz der pro- 
jectiven Geometrie zu beweisen, und damit die ganze lineare projective 
Geometrie der Ebene zu entwickeln.“ Der Beweis fiir die Richtigkeit 
dieser Aussage ist von Herrn Wiener***) aus der Beziehung von Affinitiit 
zu Aehnlichkeit andeutungsweise gegeben und von Herrn Schur projectiv 


*) Festschrift zur Enthiillung des Gauss-Weber-Denkmals, Leipzig 1899. 

**) H. Wiener, iiber die Grundlagen und den Ausbau der Geometrie, Jahres- 
bericht der Deutschen Mathematikervereinigung 1. Bd., p. 47 und 3. Bd., p. 70. 
*“**) Vergl. die zweite Abh. p. 72, Fussnote. 
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ausgefiihrt worden*). Da nun auch umgekehrt aus dem Fundamentalsatz 
derjenige des Pappus ohne Benutzung von Stetigkeit und Congruenz zu 
folgern ist, so enthalten die angefiihrten Arbeiten den vollgiiltigen Beweis 
dafiir, dass die projective Geometrie unter Verzicht auf jene beiden Beweis- 
mittel iiberhaupt nicht entwickelt werden kann. 

Auf Grund der von Herrn Thoma**) gegebenen Definition der Pro- 
jectivitiit mag der Fundamentalsatz die folgende Fassung erhalten: 

»Uebertriigt man die Punkte einer Geraden g durch mehrfache Pro- 
jection auf eine Gerade p derart, dass drei Punkte A, B,C von g durch 
drei bestimmte Punkte U,V, W von p abgebildet werden, so gelangt jeder 
Punkt G von g nach einem eindeutig bestimmten Punkt P von p, auf 
welchem Weg man auch immer die Uebertragung bewerkstelligen mag“. 

Dass dieser Satz fiir alle Punkte N einer aus A, B, C als Funda- 
mentalpunkten construirten harmonischen Reihe giiltig ist, folgt aus den 
Eigenschaften harmonischer Gebilde und lisst sich also auf Grund der 
drei ersten Axiomgruppen zeigen, dass er auch fiir alle anderen Punkte 
zutrifft, kann, wie Herr Hilbert ebenfalls bewiesen hat, und wie dies schon 
von friiher her bekannt war [Zeuthen-Liiroth|***) mit Hiilfe eines Stetig- 
keitsaxioms und unter Vermeidung der Congruenzaxiome dargethan werden. 
Herr Pasch+) hat in seinen ,,Vorlesungen iiber neuere Geometrie“ die 
Congruenz benutzt, jedoch auch einen Beweis des Fundamentalsatzes 
gegeben, der an Stelle der Congruenz ein Stetigkeitsaxiom verwendet. 
Die in Rede stehende Ableitung ist jedoch mehr beiliufig behandelt, um 
dann, als den in jener Arbeit festgehaltenen Anschauungen widersprechend, 
verworfen zuwerden; es sei daher gestattet, von einem etwas anderen 
Standpunkte aus nochmals auf den Gegenstand zuriickzukommen. 

Ich méchte niimlich den Beweis des Fundamentalsatzes unter Be- 
nutzung eines Stetigkeitsaxioms in eine solche Form bringen, dass sowohl 
der Massbegriff als auch die von den Herren Liiroth und Zeuthen benutzte 
geometrische Stetighéit [Bewegung zweier die Gerade durchlaufenden Punkte] 
méglichst zuriicktritt. Angeregt wurde ich hierzu durch eine den Beweis 
des Fundamentalsatzes betreffende Bemerkung, die Herr H. Wiener seinem 
Colleg iiber synthetische Geometrie [W. 8. 1899/1900] einflocht. 


*) Schur, iiber den Fundamentalsatz der projectiven Geometrie, Math. Ann. 
Bd. 51, p. 401. 

**) Thomii, Ebene geometrische Gebilde erster und zweiter Ordnung vom Stand- 
punkte der Geometrie der Lage. Halle 1873. 8.11. [bzw. Die Kegelschnitte in rein 
projectiver Behandlung. Halle 1894.] 

**) Annalen Bd. 7, p. 585 und Bd. 17, p. 52 und 55. 

+) Pasch, Vorl. iib. neuere Geom. Leipzig 1882. 
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Ueber den Fundamentalsatz der projectiven Geometrie. 


Il. Stetigkeit. 


Aus den Axiomen der Verkniipfung und Anordnung, sowie aus dem 
Parallelenaxiom — etwa in der von Herrn Hilbert unter J, IJ, III ge- 
gebenen Form — mdge unter Vermeidung des Massbegriffs der Desargues’sche 
Satz sowie die Lehre von den harmonischen Elementen hergeleitet und 
dabei bewiesen sein, dass zwei beliebige Punktpaare, die sich gegenseitig 
trennen, durch Projection stets wieder in getrennte Punktpaare iibergehen. 

Das Stetigkeitsaxiom sei in der Dedekind’schen Fassung*) voraus- 
gesetzt: 

»Zerfallen alle Punkte einer Geraden in zwei Classen von der Art, 
dass jeder Punkt der ersten Classe links von jedem Punkt der zweiten 
Classe liegt, so existirt ein und nur ein Punkt, welcher diese Eintheilung 
aller Punkte in zwei Classen, diese Zerschneidung der Geraden in zwei 
Stiicke hervorbringt, und welcher selbst der einen oder der anderen Classe 
zugerechnet werden kann“. 

Um das vorstehende Axiom anwenden zu kénnen, muss man in der 
Geraden einen bestimmten Richtwngssinn annehmen. Dies kann geschehen 
auf Grund des Begriffs zwischen“, wie derselbe in den linearen Axiomen 
der Anordnung seinen Ausdruck findet. Die Auffassung der Geraden als 
einer geschlossenen Linie giebt alsdann Veranlassung, den Begriff des 
Richtungssinns zu erweitern. Der Kiirze halber geben wir die Definitionen 
sofort fiir die in sich geschlossene Gerade; wir benutzen dabei die bereits 
oben eingefiihrten Punkte A, B,C; X, Y, Z seien beliebige Punkte von g. 

Definition 1. ,,Ein Punkt X liegt in Bezug auf A rechts — relativ 
rechts — von C, wenn X durch C und A von B getrennt wird; anderen- 
falls liegt X relativ links von C“. 

Definition 2. ,,Liegt X relativ links, Y aber relativ rechts von C, 
so liegt X relativ links von Y. Das Gleiche findet statt, 
wenn entweder X und Y beide relativ links von C liegen, derart, dass 
die Paare AY und XC sich trennen, 
oder wenn beide relativ rechts von C liegen, derart, dass die Paare AX 
und CY sich trennen“. 

Folgerung 1. ,,Liegt X relativ links von Y, Y aber relativ links 
von Z, so liegt X relativ links von Z“. 

Vermige obiger Festsetzungen ist somit fiir die Punkte der Geraden 
g eine ,,Rangordnung“ im Sinne der von Herrn G. Cantor aufgestellten 
Theorie**) geschaffen. 


*) Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braunschweig 1872. 
**) G. Cantor, Beitriige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre. Mathem. 
Annalen Bd. 46, p. 496. 
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Sollte einer der drei Fundamentalpunkte unendlich fern liegen, so 
wiirden wir diesen mit A bezeichnen, und kénnten dann kurzweg von 
rechts und links reden, wie Dedekind; es ist deshalb erlaubt, alle drei 
Punkte als endlich vorauszusetzen und zwar so geordnet, dass B zwischen 
A und C liegt. 

Ist. nun fiir alle Punkte von g eine Classeneintheilung (K; K7;) von 
der Art gegeben, dass jeder Punkt der K;, relativ links von jedem Punkt 
der K7, liegt, so kann man aus ihr unter Zuhiilfenahme des wnendlich 
fernen Punktes, der etwa der Classe K;, angehéren mége, eine Eintheilung 
(R, &,) herstellen, indem man der &, diejenigen Punkte aus K,,; zutheilt, 
die relativ links von dem unendlich fernen Punkte liegen, wiihrend alle 
anderen Punkte von g der St, zufallen. Auf (8, &,) lisst sich nun das 
Dedekind’sche Axiom anwenden, es ergiebt sich also schliesslich fiir 
(K; Ki) die 

Folgerung 2. ,Zerfallen alle Punkte der Geraden g in zwei Classen 
(K, Ki) von der Art, dass jeder Punkt der K; in Bezug auf den will- 
kiirlichen, aber festen Punkt A links [relativ links] von jedem Punkt der 
Kr liegt, so giebt es einen und nur einen Punkt, der im Verein mit A 
die Punkte der K; von denen der K;; trennt, und der ebenso wie A 
willkiirlich einer der beiden Classen zugetheilt werden kann“. 


III. Satz von dem Fluchtpunkt der harmonischen Reihe. 


Wir betrachten A als Anfangspunkt N,, B als ersten Theilpunkt N, 
und C als Fluchtpunkt einer harmonischen Reihe*) N; die Theilpunkte 
N,, Nz,--+ die relativ links von C liegen, nennen wir positive, die anderen 
N_1, N_:,--- negative Theilpunkte. Um einen beliebigen [von C ver- 
schiedenen] Punkt G, der Geraden g mit der Reihe N in Beziehung zu 
setzen, bestimmen wir den Punkt G,_; so, dass A, B und G,_1, G, in 
Bezug auf C aquivalent**) sind, d. h. so, dass zu BG,—,C derselbe vierte 
C zugeordnete harmonische Punkt X gehért, wie zu AG,C. [Fig. 1.] 
Dann sind dem Paar G,_1G, auch je zwei auf einander folgende Theil- 
punkte N, und N,+, in Bezug auf C iiquivalent, und wenn N, von C 
durch G,_, und G, getrennt wird, so wird G, von C durch N, und N,,,, 
getrennt, und umgekehrt. [Beweis bei Pasch.] 

Griindet man auf G,_,G,C eine harmonische Reihe G, so wiirde 
unter einer jener beiden Voraussetzungen auf jeden Punkt der Reihe N 
ein solcher der Reihe G folgen. 


*) Clebsch-Lindemann, Vorlesungen tiber Geometrie, Leipzig 1891, Bd. 2, p. 435. 
**) Pasch a. a. o. p. 121 ff. 
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Vorstehende Ueberlegungen [sowie die in Figur 1 veranschaulichte 
Construction] setzen nur die Axiome der Anordnung und Verkniipfung 
voraus; das Stetigkeitsaxiom wird nothwendig, um folgenden Satz zu 
beweisen: , 

Satz von dem Fluchtpunkt: ,,Der Fluchtpunkt C der harmonischen 
Reihe wird von jedem anderen Punkte der Geraden g durch Theilpunkte N, 
und N_; getrennt. 

Beweis:*) Wir theilen alle Punkte von g in zwei Classen K, Ky, 
ein: in AK, nehmen wir alle diejenigen Punkte auf, die in Bezug auf A 
relativ links von positiven Theilpunkten liegen; auch A ziihlen wir dieser 











Xx, AN, XK VG, 


Fig. 1. 


Classe bei, alle anderen Punkte fallen der Classe K;, zu. Die positiven 
Theilpunkte gehéren demnach alle der K;, die negativen sowie der Punkt 
C der K,, an. Da jeder Punkt der K, relativ links von positiven Theil- 
punkten, jeder positive Theilpunkt aber relativ links von jedem Punkt 
der Ky; liegt, so liegt wirklich jeder Punkt der K, relativ links von 
jedem Punkt der’ K7;, so dass durch Anwendung der Folgerung (2) das 
Vorhandensein eines Punktes bewiesen wird, der im Verein mit A die 
Punkte der K; und X,,; von einander trennt. 

Dass dieser Punkt der K, nicht angehdren kann, leuchtet ein; er 
muss also der K,,; zugerechnet werden. Relativ rechts von C kann der 
gesuchte Punkt nicht liegen, weil C der K,, angehért; fiele er aber mit 
einem relativ links von C gelegenen Punkte G, zusammen, so wiirde ein 


*) Vergl. Pasch a. a. o. p. 125. 
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positiver Theilpunkt N, von C durch G,_1 und G, getrennt, folglich 
wiirde auch G, .von C durch N, und N,4; getrennt. Der gesuchte Punkt 
liegt also in C und wird, wie leicht ersichtlich ist, auch von jedem Punkt 
der K;; durch negative Theilpunkte getrennt. 

Hiermit ist der Satz von dem Fluchtpunkt bewiesen; er bildet die 
Grundlage der nachfolgenden Deduction, und es wird nicht néthig sein, 
nochmals auf das Dedekind’sche Axicm zuriickeugehen. Das Stetigkeits- 
axiom wird durch den Satz von dem Fluchtpunkt vertreten. 

An Stelle der Dedekind’schen Fassung des Stetigkeitspostulats kann 
auch das sogenannte Archimedische Axiom benutzt werden. Man wird in 


diesem Fall die Strecken AB und N, N,+: als ,gleich“ bezeichnen und 
den Satz vom Fluchtpunkt als Axiom aufstellen. Hierdurch wird die Be- 
trachtung wesentlich vereinfacht, und sie gewinnt an Anschaulichkeit, zumal 
stets nur eine endliche Anzahl von Punkten in Betracht gezogen wird. 
Aber man muss sich dann dazu entschliessen, das Stetigkeitsaxiom auf’ eine 
uneigentliche und doch specielle Massdefinition aufzubauen. 


IV. Uebertragung des Fluchtpunktsatzes auf beliebige Punkte der 
Geraden. 

Bildet man auf g eine Punktfolge --- L_, L_, L, L, L, L,--- L, derart, 

dass L_,L,L,I,, ebenso L,L,E,L,, ebenso L,L,L,L,, ebenso LL, L,L, 





YNMM, XN, 


~<a 


Fig. 2. 


u. s. w., ferner LD, D_,L_,D, u. s. w. harmonische Punkte sind, so wird L, 
von jedem Punkt der Geraden g durch Punkte ZL, getrennt, denn die 
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Punkte L,L,L,--- LI, +--+ sind identisch mit beziehungsweise dem 2%, 
dten, Bien... Qn—1ten Theilpunkt einer ,harmonischen Reihe“ im Sinne des 
vorigen Paragraphen und ZL, ist der Fluchtpunkt dieser Reihe. Wenn 
man nun die urspriingliche harmonische Reihe ABN,---C nochmals pro- 
jectiv halbirt, so bilden die jedesmal wnmittelbar hinter [relativ rechts von] 
N, eingeschalteten Theilpunkte N,1. Nv: N,'3--- eine Punktfolge der oben 
beschriebenen Art: ihr Anfangspunkt ist C, der erste Theilpunkt N,,4, 
und der Fluchtpunkt N,. In der That kénnen die ,,Halbirungspunkte“ 
aus den urspriinglichen Theilpunkten durch Projection erzeugt werden, wie 
Fig. 2 veranschaulicht. 

Entsprechendes gilt von den jedesmal unmittelbar vor [relativ links 
von] N,, eingeschalteten Halbirungspunkten. Es wird also jeder Theilpunkt 
N,, von jedem anderen Punkt der Geraden g durch ,,Halbirungspunkte“ 
getrennt. Da aber jeder dieser Halbirungspunkte selbst als Element einer 
harmonischen Reihe angesehen werden kann, der auch die Elemente der 
urspriinglichen Reihe angehéren, so darf der unter (III) bewiesene Satz 
auf alle Punkte N angewandt werden, die sich durch fortgesetzte Halbirung 
der urspriinglichen Reihe nach einander ergeben. 

Jeder beliebige von C verschiedene Punkt G,, endlich stellt sich nach 
(III) als Element einer harmonischen Reihe G,_,G,---C dar und wird 
durch ,,Halbirungspunkte“ dieser Reihe von allen anderen Punkten der- 
selben Geraden getrennt. Da aber die Halbirungspunkte der Reihe G 
durch diejenigen der Reihe N,N, --- C von einander getrennt werden, 
so gilt der fiir den Punkt C ausgesprochene Satz fiir jeden Punkt der 
Geraden g: 

Jeder Punkt G, von g wird von jedem anderen Punkt derselben Ge- 
raden durch Theilpunkte N getrennt. 

Uebertrigt man die durch A und &, bewirkte Theilung der Geraden g 
in zwei Erginzungsstrecken auf die Gesammtheit aller Theilpunkte N, und 
unterscheidet die Gruppen [N; Ni;], so sagt der Satz aus, dass auch 
eine solche Theilung, [die sich nicht auf alle Punkte von g_ bezieht, 
sondern nur auf die Punkte N], nur durch einen Punkt hervorgerufen wird. 


V. Projective Abbildung. 


Wir iibertragen nun die Punkte von g durch mehrfache Projection 
derart auf die Gerade p, dass die Punkte A, B, C von g durch die Punkte 
U, V, W von p abgebildet werden. Der auf g beliebig gewihlte Punkt G.,, 
mége bei der von uns gewihlten Abbildung A nach P,, auf p projicirt 
sein. Wir unterscheiden in der Geraden g wieder die Punkte N, welche 
bei fortgesetzter Halbirung der auf A, B, C gegriindeten harmonischen 
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Reihe sich als Glieder einer ganz bestimmten Punktmenge ausweisen von 
solechen Punktén G, von denen dies nicht vorausgesetzt wird. 

G,, theilt im Verein mit C die Punkte N in zwei Gruppen [N,, N77] 
und nach IV. ist G, der einzige Punkt, der durch ein beliebig aus beiden 
Gruppen ausgewihltes Punktpaar (N’, N”) von C getrennt wird. Die 
Abbildung A mége nun die Punktgruppen [N;, Nir] in [R;, Ry] tiber- 
fiihren. Alsdann wird P,, durch ein willkiirlich aus diesen beiden letzteren 
Gruppen herausgehobenes Punktpaar (R’, R”’) von W getrennt, und zwar 
ist P, der einzige Punkt, dem diese Eigenschaft zukommt. Denn jeder 
von P, verschiedene Punkt P,’ der Geraden p kann auf Grund der Ab- 
bildung A als Bild eines von G,, verschiedenen Punktes G,,’ der Geraden g 
aufgefasst werden, und weil nach (IV.) G,,” von G, durch C und Punkte N 
getrennt wird, so wird auch P,’ von P,, durch W und Punkte R getrennt. 

Verwendet man an Stelle von A eine andere projective Abbildung A’, 
welche ebenfalls die Punkte A, B, C von g in die Punkte U, V, W von p 
iiberfiihrt, so werden alle Punkte R ihre Plitze behalten. Da nun das 
Bild von G,, wiederum durch jedes Paar (f’, R”) von W getrennt sein 
muss, so wird auch die Abbildung A’ den Punkt G, nach P,, iibertragen 


miissen, denn P,, ist der einzige Punkt von p, der diese Eigenschaft hat. 
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Ueber die Entwickelung der algebraischen Zahlen in 
, Potenzreihen. 


Von 
Kurt Henset in Berlin. 


$1. 


Es sei K(q@) ein beliebiger Kérper algebraischer Zahlen, » sein Grad; 
es sei ferner P ein Primdivisor einer beliebigen Primzahl p innerhalb K(), 
und es mégen k die Ordnung, d der Grad von P sein, so dass: N(P) = p', 
und p genau durch die Potenz P* von P theilbar ist. Dann ist jede 
ganze Grésse @ von K(@) modulo P einer einzigen von den p* Zahlen: 


(1) A = ty + ua +--+ ya? 

congruent, wenn die Coefficienten u; auf die Reihe 0,1,---p— 1 be- 
schrinkt werden, und wenn « eine Zahl von K(q) ist, welche modulo P 
einer ivveductiblen Congruenz k'*" Grades 

(2) p(t) =*#&+a,%-'+.---+a,=0 (mod. P) 

mit modulo p reducirten ganzzahligen Coefficienten a, geniigt. 

Ist dann x irgend eine Zahl des Kérpers, welche durch P, aber nicht 
durch P? theilbar ist, so kann jede Zahl m von K(@), mag sie nun ganz 
oder gebrochen sein, fiir eine beliebig hohe Potenz P” von P als Modul 
auf eine einzige Art in eine Reihe entwickelt werden 


(8) @ == Aya” + Ang at +... + Ayia! (mod. P*); 


hier bedeuten die Coefficienten A,, A,,,,--- ganze Functionen der Form (1) 
von « mit modulo p reducirten Coefficienten, und r ist offenbar gleich der 
Potenz von P, welche in o enthalten ist, d. h. gleich der Ordnungszahl 
von » in Bezug auf P. Der Beweis dieser Behauptung kann sehr ein- 
fach entweder durch den Schluss von m auf m-+ 1, oder durch die Be- 
trachtung der Anzahl p*¥ der Modulo P™ incongruenten Zahlen von K(o) 
gefiihrt werden. Wenn eine solche Congruenz (3) wie dies im Folgenden 
hiufig vorkommt, fiir jede noch so hohe Potenz des Moduls gilt, falls 
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man die Coefficienten A,, A,,,,--- nur weit genug berechnet, soll das 
letzte Glied und der Modul mitunter fortgelassen und diese Beziehung so 
geschrieben werden: 

(3a) == Aa + Aye Aer tt-, 

ebenso, wie dies bei der Entwickelung einer analytischen Function in 
eine Potenzreihe geschieht. 

Ohne diese Darstellung (3) der Zahlen w in irgend einem wesent- 
lichen Punkte zu fndern, kann man nun die beiden algebraischen Zahlen 
« und w durch andere geeignet gewiihlte ersetzen, und zwar kann man 
fiir « irgend eine Zahl: 


(4) a=—a+A.a+A,n2?+.--- 
wahlen, welche zu @ modulo P congruent ist, und fiir x irgend eine Zahl: 
(4a) x= Bart Bx’+--., 


wo B, Z 0 ist, welche also P ebenfalls einmal und nur einmal enthiilt. 
Aus der grossen Menge der so sich ergebenden gleichwerthigen Grund- 
zahlen « und z fiir die Entwicklungen (3) will ich nun die einfachsten 
und brauchbarsten auswihlen. 

Zuerst will ich die Zahlen A,, A,,--- in (4) so bestimmen, dass die 
neue Zahl @ der Congruenz (2) nicht bloss fiir die erste Potenz des 
Moduls P, sondern fiir eine beliebig hohe Potenz P*” desselben geniigt. 
Diese Forderung kann man stets erfiillen. Ist nimlich die linke Seite von 
(2) fiir ¢— a genau durch P' theilbar, wo />1 ist, so besteht fiir die 
algebraische Zahl m(a) eine Entwickelung: 

9(0) =O + Qype, 
wo />1 und C,>0 ist. Ersetzt man dann a@ durch: 
“a=a-+ A,z, 


P(@) = p(a+ A,m') = p(a) + Az'g'(@) + °° 
= (0,4 Ag @) + +> 
Ist also g’(a) durch P nicht theilbar, so verschwindet fiir 


so wird: 


A, = (mod. P) 


L 
— @) 
in der Entwickelung von g(a) auch das Glied /** Ordnung, und durch 
Fortsetzung jenes Verfahrens kann man erreichen, dass die Zahl « der 
Congruenz: 


(a) =0 (mod. P*) 
fiir jede noch so hohe Potenz von P als Modul gentigt, ohne dass die 


ganzzahligen Coefficienten a,---a, der Function @ in (2) sich geiindert 
haben. 





aia a ont a. 
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Man zeigt aber sehr leicht, dass die Ableitung: 
p'(@) = ke + (k—Nage? +o +a, 
der modulo p irreductiblen Function g(a) niemals durch P theilbar sein 
kann; alsdann miissten ja alle Zahlencoefficienten ha,_, die Primzahl p 
enthalten, oder alle diejenigen Coefficienten a,_, durch p theilbar, also 
gleich Null sein, fiir welche der zugehérige Exponent h nicht p enthilt. 
Dann enthielte aber p(¢) nur ¢?, es wiire also: 
p(t) = v(t") = (wb)? (mod. p), 

d. h. es wire g(t) modulo p reducibel q. c. p. 

Man kann also a priori die Zahl @ innerhalb K stets so gewihlt 
voraussetzen, dass die Congruenz (2) fiir eine beliebig hohe Potenz von 
P besteht, und dies soll im Folgenden bereits angenommen werden. 


Etwas weniger einfach gestaltet sich die entsprechende Ueberlegung 
fiir die zweite Zahl zw. Da n.d. V. P den Grad d hat, so ist der Quo- 


d 
tient = genau von der nullten Ordnung; man kann also d Zahlen 


B,, B,,--- B,_, des Kérpers K(a) so bestimmen, dass die Summe: 


d 
= + By * + Byatt t+ + B= B 
mindestens durch P¢ theilbar ist; hierzu muss man nimlich fiir B,_,,--- B, 


t 
die negativ genommenen Coefficienten in der Entwickelung der Zahl _ 


nach Potenzen von a2 wihlen; speciell ist dabei B, sicher von Null ver- 
schieden. Da ferner B’ mindestens von der Ordnung d ist, so ist ganz 
ebenso: 


B , , ’ ” 
ry + Bi_,a?-? + Bi-:a*-? + --+B=B ’ 
wo B” wieder mindestens durch P*@ theilbar ist; ebenso ist: 


B’ ” ” ” mr 
p + Ba-ia*! + Bisa? +--+ + By= B ’ 


Setzt_ man also jeden dieser Werthe in die vorhergehende Gleichung ein, 
und schafft die Nenner fort, so erhilt man die folgende Congruenz d‘" 
Grades fiir 2, welche fiir eine beliebig hohe Potenz P™ gilt: 
(5) w(x) =a + pC,_.x*-1 + pO,_sa%-? $+ +p.0,= 0 (mod. P%). 
Die Zahl x ist also eine Wurzel der Congruenz: 

v(t) =0 (mod. P*), 
deren Coefficienten C, durch die Gleichungen: 
(5a) C, = B+ pBi + pBy + --- 
bestimmt sind; es sind also alle Coefficienten C, durch p theilbare Zahlen 
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des K6rpers K(a), von denen die letzte pC, = p(B, + ---) sicher keine 
héhere Potenz von p als die erste enthilt. Jedoch sind hier die Coef- 
ficienten C; im allgemeinen nicht modulo p reducirte ganzzahlige Func- 
tionen von «; je héher man vielmehr die Potenz P” wiihlt, desto grisser 
werden auch jene Coefficienten C, in (5a). 

Ich will aber jetzt zeigen, dass man die Zahl a stets durch eine 
iiquivalente z ersetzen kann, fiir welche die entsprechenden Coefficienten 


C; genau wie vorher bei der Function g/(¢) ein fiir alle Mal dieselben 
Werthe haben, wie hoch auch die Potenz P” angenommen werde. Hierzu 
fiihrt die folgende Ueberlegung: 

Betrachtet man in der Function #(z) in (5) die einzelnen Summanden 
p* BM x’, aus denen sie wegen (5a) besteht, so sind sie in Bezug auf den 
Divisor P alle von verschiedener Ordnung nimlich von den Ordnungen 
hd +, nur die beiden iiussersten Glieder x* und pB,' besitzen die gleiche 
Ordnungszahl d. Wir theilen nun jene Function ~(x) in zwei Theile 
w(x) und y,(xz), von denen der erste alle und nur die Glieder enthalten 
soll, deren Ordnungszahl <x ist, wo x eine beliebige erst spiiter zu 
bestimmende Zahl bedeutet, und wo y,(z) aus allen iibrigen Gliedern 
besteht. Schaffen wir dann in (5) y,(x) auf die rechte Seite und ent- 
wickeln diese Zahl wieder wie in (2) nach Potenzen von 2, so ergiebt 
sich die Congruenz: 


(6) %o(x) = Dx + Diyiwt +--- 
wo dann / > ~ ist und D,20 sein soll. Es ist also ~,(z) in Bezug auf 
P genau von der /*" Ordnung. 

Ich zeige nun, dass man fiir ein geniigend gross gewiihltes x die 
Zahl x durch eine iiquivalente 7 == 2+ Az” ersetzen kann, fiir welche 
w(x) in Bezug auf P nicht von der /*" sondern mindestens von der 
(L+-1)*" Ordnung ist. Durch Fortsetzung desselben Verfahrens erhiilt 
man dann zuletzt eine aiquivalente Zahl 2, fiir welche y,(x,) von beliebig 
hoher Ordnung ist, d. h. a geniigt dann der Congruenz: 


W(x%) =90 (mod. P*) 


wihrend %,(x,) nur aus einer endlichen Anzahl a priori bestimmter Glieder 
nimlich denjenigen besteht, deren Ordnung <x ist und das ist es, was 
bewiesen werden sollte. 

Ersetzt man nun in y%(x) x durch x =a + Az’, so folgt wegen (6): 


(1) ve) — vole tax’) = Yala) + dar vga) + Pat BO 4... 
= (Dw + Diya + ++) + Aa by (a) + 
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Die Zahlen: 


(7 a) Uy (x), Yoi() Po" (20) vf @) 


a! ? 3! ? d! 
auf der rechten Seite sind nun alle so beschaffen, dass keine zwei Elemente 


(i) 
einer und derselben Zahl Ys) dieselbe Ordnungszahl haben, da alle diese 
Ableitungen ganze Functionen von a von niedrigerem als dem d'" Grade 
sind, deren Coefficienten nur ganzzahlige Potenzen von p enthalten. Jede 


dieser d Zahlen (7a) besitzt also die Ordnungszahl ihres niedrigsten 
Gliedes, welches leicht festzustellen ist. Es seien 


(7b) . Q1> Q2>°** Oa 

die Ordnungszahlen der d Zahlen (7a); offenbar bleiben dieselben einmal 
ungeiindert, wenn 2 durch eine iiquivalente Zahl z ersetzt wird, dann aber 
auch, wenn q(x) durch die vollstiindige Function ~(z) ersetzt wird, da beide 
Male nur Glieder héherer Ordnung hinzutreten, welche jene Anfangsglieder 
nicht beseitigen kénnen. Auf der rechten Seite von (7) besitzen dann 


die einzelnen Producte Aa’ y,' (a), 4?2x°” 2 +++ bezw. die Ordnungszahlen: 


+, + 2r,---eatdr. 


Es sei nun 7, die kleinste Zahl, fiir welche das erste Glied Ax”, (x) von 
niedrigerer Ordnung ist, als alle folgenden Glieder, fiir welche also: 


0 + < e+ i% (i = 2,3,---d) 
ist; dies ergiebt fiir ry die Bedingung: 


a e.—e er 
id) %>— so (i = 2, 3,---d), 


also eine untere Grenze. Ist dann r eine beliebige Zahl > 7,, so sind in 
der Entwickelung: 


7 ‘ , © oF 0 ¢ 
(7e) Wo(%y + Ax") = v(x) + Andy (x) + A?a”” ba +... 


alle folgenden Summanden von hiéherer Ordnung als das Anfangsglied 
Cin’+% von Ax’, (x), es ist also wegen (Te) und (6): 
(8) Yo(%) = Yo(a) + Can"te + --- 

= (Dal +-) + (Charte $3), 
Wir verfiigen jetzt tiber die noch willkiirlich gelassene Zerlegung von 
w(t) in y(t) und y(t) so, dass wir in (x) alle diejenigen Glieder 
aufnehmen, deren Ordnungszahlen gleich oder kleiner als 7, + @, sind. 
Dann ist in (8) D,a' sicher von hdherer als der (7,-+9,)" Ordnung; 
wihlt man dann 7 so, dass r + 9,1, also r== 1 — Q, ist, so ist r>7y, 
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die Entwickelung in der zweiten Klammer von (8) beginnt also sicher 
mit dem niedrigsten Gliede CAz', d. h. es wird: 


(8a) Wo(X) = Vy (a + An’) = (D,4+ Caja +---, 
D 
und durch geeignete Wahl von 4 (niimlich durch 4 = — o (mod. P)) kann 


man dieses Anfangsglied, und durch analoges Weiterschliessen beliebig viele 
weitere Glieder zum Verschwinden bringen. Fasst man also dieses letzte 
und das vorher gefundene Resultat zusammen, so ergiebt sich der Satz: 
Jede Zahl m des Kérpers K kann fiir jede noch so hohe 

Potenz von P eindeutig in die Reihe: 


@ = A,a" + A,,,2"t*' +--+ (mod. P”) 
entwickelt werden. Die beiden Entwickelungszahlen @ und x 
kénnen innerhalb des K6rpers K(@) so usgewahlt werden, 
dass « fiir jede noch so hohe Potenz von P der Congruenz: 


(9) p(t) = #&+4,_,8-'+---+a,=0 (mod. P*) 
mit modulo p reducirten ganzzahligen Coefficienten geniigt. 
Ebenso kann man die Zahl x innerhalb K so wihlen, dass sie 
fiir jede noch so hohe Potenz von P einer Congruenz: 

(10) (rc) = * + pC,_,t*-' + pC,_gt*-* +---+ pC,=0 (mod. P*) 
geniigt, deren Coefficienten alle durch p theilbar sind, und 
deren letzter pC, p nur einmal enthiilt. Die Coefficienten C;, 
dieser Congruenz sind ganze ganzzahlige Functionen von «, 
deren Zahlencoefficienten nicht nothwendig modulo p reducirt zu 
sein brauchen, aber sicher fiir jede noch so hohe Potenz von 
P*, als Modul unterhalb einer bestimmten Grenze liegen. 


§ 2. 

Im Allgemeinen wird die Congruenz (10) deren Wurzel die Ent- 
wickelungszahl z ist, ganz ausserordentlich einfach, sie reducirt sich niim- 
lich auf eine reine Congruenz: 

(1) v(t) = t* — Cp=0 (mod. P*) 

in welcher C = a, + a,a -+----+a,_,a*-' eine ganze Function von « 
mit modulo p reducirten Coefficienten ist; und zwar ist diese Wahl von 
w(t) nur in dem ganz singuliiren Falle nicht méglich, wenn der Grad d 
des Divisors durch die Primzahl p theilbar ist, ein Fall, der offenbar nur 
fiir gewisse Theiler p der Képer-Discriminante vorkommen kann, welche 
selbst héchstens gleich dem Grade m des betrachteten Kérpers sein kénnen; 
aber gerade diese ganz singuliren Fiille zeigten bisher bei der Unter- 
suchung Anomalien, welche nicht zu beseitigen waren, wiihrend bei dem 
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hier befolgten Verfahren niemals eine Ausnahme fiir die spiiter abzuleiten- 
den Resultate vorkommt. 
Ist nimlich zuniichst: 
O(t) = 8 + pCa? +--+» + 9G 

und d durch p nicht theilbar, so ist die Ordnungszahl o, von 

y'(x) = dx*-* + pd—1)C,_,x*-* + +--+ pC, 
genau gleich d—1, da das erste Glied diese Ordnung besitzt, und alle 
folgenden durch p, also mindestens durch P? theilbar sind. Genau ebenso 


() 
folgt fiir alle héheren Ableitungen _ wee dass ihre Ordnungszahlen: 


ga2d—it 
sind. Also sind in diesem Falle die in (7d) des vorigen Abschnittes auf- 
tretenden Zahlen: 


e —& - @—1)—@—5) _ 
t—1 = t—1 —1l, 





man kann also in diesem Falle r, = 2 wiihlen, und ist dann sicher, dass 
in der Entwickelung von (x-+Az*) = (xz) + An*y'(x)+--- alle 
folgenden Glieder von héherer Ordnung sind als das Anfangsglied von 
An*y'(x), welches die Ordnungszahl d +- 1 = 2 + (d—1) besitzt. Man 
kann demnach in diesem Falle durch das im vorigen Abschnitte aus- 
einandergesetzte Verfahren aus y(z) alle Glieder von héherer als der ad‘ 
Ordnung herausschaffen d. h. alle ausser den beiden in (1) auftretenden 
Summanden, man kann also in diesem Falle die Function y(t) von vorn 
herein in der Form (1) gegeben annehmen. 
Es sei jetzt d durch p theilbar, also: 
= pre, 
wo s>O ist und e die Primzahl p nicht mehr enthilt. Dann ist die 
Ordnungszahl @, von 
wy (x) = dx*-! + p(d—1) C,_,x7-? +--+ + pe, 
héchstens gleich der des Anfangsgliedes da*-1, da dieses sicher in y’(x) 
auftritt und sich miemals fortheben kann, d. h. es ist: 
eo <sd+d—1, 
wihrend fiir alle folgenden Ordnungszahlen: 
ged 

ist, da alle Ableitungen v@) mindestens durch p ~ P* theilbar sind. 
Also ist in diesem Falle: 

@, — & 


sz Ssd+ad—1—d=sd—1. 
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Wahlt man also hier: 


Y= sd, 


so ist auch ry, >1, und man ist sicher, dass in der Entwickelung von: 
V(x + Aa) = ¥(a) + datty’(@) + BO 4... 


alle folgenden Summanden von héherer Ordnung sind, als das Anfangs- 
glied von Ax*“y'(x), welches seinerseits héchstens die Ordnung: 
2sd+d—1 
besitzt. Man kann also dadurch, dass man die Entwickelungszahl 2 durch 
Hinzufiigung von Gliedern Aa*“ + wa***! +---- iindert, (d. h. von Gliedern 
von gleicher oder héherer Ordnung als p*) alle diejenigen Summanden 
aus ~(z) fortschaffen, deren Ordnungszahl die Grenze 2sd +- d —1 iiber- 
steigt. Da aber das Product p?*az*—* ebenfalls diese Qrdnungszahl besitzt, 
so ergiebt sich leicht die Richtigkeit des in diesem allgemeinsten Falle 
geltenden Satzes: 
Ist die Ordnungszahl d = p’e des Primtheilers P durch p 
theilbar, so kann man die Entwickelungszahl a innerhalb des 
Kérpers K stets so auswihlen, dass z fiir jede noch so hohe 
Potenz des Moduls P einer Congruenz: 


(rc) =r? + pC,_ rt 1 +---+pC,=0 (mod. p”) 


geniigt, deren Coefficienten: 


C= ty + Ge + +++ + G_, at! 
ganze Functionep von « mit modulo p**~' reducirten Zahlen- 
coefficienten ¢, sind. 
Ist z. B. d nur durch die erste Potenz von p theilbar, so sind in der 
Function ~(r) die Coefficienten ¢, modulo p reducirt. 

In besonderen Fallen kann die Function y(r) auch noch weiter 
reducirt werden, jedoch bieten diese Specialfille zunichst kein besonderes 
Interesse, ich werde aber auf sie in einem andern Zusammenhange genauer 
eingehen miissen, da sich aus ihnen gerade die bisher noch nicht be- 
trachteten wahren Invarianten der einzelnen Kérper K() ergeben; fiir die 
hier durchgefiihrte Untersuchung ist es allein wesentlich, dass eine bestimmt 
angebbare obere Grenze fiir die Grosse der Coefficienten C, immer existirt. 


8 3. 


Wir hatten bis jetzt den Kérper K(q) fiir sich allein betrachtet und 
von seinen » — 1 conjugirten Kérpern ganz abgesehen. Alle bis jetzt her- 
geleiteten Resultate bleiben aber bestehen, wenn man die algebraischen 
Zahlen @ fiir einen Primdivisor innerhalb irgend eines Galois’schen Kérpers 
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betrachtet, unter welchem alle » zu K(w) conjugirten Kérper enthalten 
sind. Ist niaimlich p einer der Primtheiler von p fiir diesen Kérper &, 
welcher in P aufgeht, so gilt ja jede Congruenz fiir eine beliebig hohe 
Potenz von P auch fiir eine jede Potenz p” von p. 

Ich veriindere jetzt die bisher angewandte Bezeichnung in der Weise, 
dass ich die algebraischen Zahlen w durch @, bezeichne und es seien 
jedesmal @,,@;,---@, die »—1 zu @, conjugirten Zahlen. 

Fiir eine Potenz p¥ des soeben eingefiihrten Galois’schen Primtheilers 
sind nun auch alle (n—1) zu , conjugirten Zahlen @,,---@, in ganz 
gleicher Weise in Reihen entwickelbar, wie vorher @,, und ihre Ent- 
wickelungszahlen («’, x’), («”, x”),--- bestimmen sich ganz entsprechend mit 
Hiilfe derjenigen Primtheiler P’, P”,--- innerhalb K(@,), K(@,),--- welche 
durch denselben Galois’schen Divisor p ebenfalls theilbar sind und durch 
ihre Ordnungs- und Gradzahlen (K’, d’), (k", d”),---. 

Ich kehre jetzt zu den fiir K(@,) giiltigen Reihenentwickelungen zu- 
riick und betrachte neben diesem Zahlkérper noch die Kérper algebraischer 
Zahlen, welche durch die beiden Gleichungen: 


vy) =F+aq_,%? +:---+aq =0, 
w(t) = t*+ pC,_,t*-'+---+ pC, =0 
definirt sind, wenn g(?) und w(r) die linken Seiten derjenigen Congruenzen 


(9) und (10) des § 1 bedeuten, deren Wurzeln modulo p¥ die Ent- 
wickelungszahlen « und x von K(w) waren. Es seien 


(1) 


Hyp Hype % 
die k conjugirten Wurzeln der ersten Gleichung, so dass: 
(1a) p(t) = (t—a,) (t—ay) --- (¢—a,) 
ist, und ebenso mégen: 
Ce a, 


die Wurzeln der zweiten Gleichung 
(1b) oy (ce) = * + pC? co +--+ pp? = (c—z}’) --- (r—a?) 


sein, wenn in den Coefficienten C,_,,---C, @ durch die erste Wurzel «, 
von (a) = 0, ersetzt wird. In gleicher Weise seien allgemein: 


x, x, f=. a) (= 1,-:: k) 
die Wurzeln der conjugirten Gleichung: 
(le) o,(t)= tp e. ie oe pce = (t—2'”) tee («—z°) P 


wenn in den Gleichungscoefficienten « durch «; ersetzt wird. 
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Da die erste Gleichung sogar modulo p also sicher auch absolut 
irreductibel ist; und da ferner die zweite Gleichung (1b) nach dem be- 
kannten Eisenstein’schen Theorem innerhalb des Kérpers K(«,) irreductibel 
ist, so wird durch die Gesammtheit aller rationalen Functionen von «, 
und a) ein Kérper K (c,; x\’) des Grades 

v=kd 
constituirt, dessen v Conjugirten die Kérper K («, x.) sind. 

Wir legen nun den weiteren Untersuchungen einen derjenigen Galois- 
schen Kérper zu Grunde, unter dem sowohl die » conjugirten Kérper K(q,) 
als auch die v soeben betrachteten Kérper K (cc,, x) enthalten sind, und 
es sei p wieder ein in P enthaltener Primtheiler jenes K6rpers. 

Dann besteht der folgende Satz: 

Die Entwickelungszahlen « und a fijr den Kérper K(q,) 
sind fiir eine beliebig hohe Potenz von »p je einer Wurzel der 
beiden Gleichungen g(a) = 0 und ¥(x) = 0 congruent, d. h. 
es ist: 

s=4,, £= a) (mod. p”) 


wenn a, und a unter den conjugirten Wurzeln jener Glei- 


chungen geeignet ausgewahlt werden. 
Ist niamlich « die erste der beiden im § 1 bestimmten Entwickelungs- 
zahlen fiir K(@,), so war ja nach (1a) 


(a) = (~—a%) (@—a4) +++ (a —e) =O (mod. p*); 

es muss daher einer oder mehrere von den rechts stehenden Factoren 
durch » theilbar sein; die zweite Méglichkeit kann aber nicht eintreten, 
denn enthielten z. B. (a—«,) und (a—a,) diesen Theiler, so miisste auch 
ihre Differenz «,—o, und demnach auch das Differenzenproduct TT («; —«,) 
d. h. die Discriminante D(g) von g(a) durch p theilbar sein, d. h. D(g) 
wire durch die Primzahl p theilbar, und dies ist wegen der Irreductibilitat 
von g(t) modulo p ausgeschlossen. Also ist ein einziger von den k Linear- 
factoren etwa (a—«a,) durch p” theilbar, d. h. es ist in der That 
(2) @==a, (mod. p¥). 

Ist ferner x die zweite Entwickelungszahl fiir K(,), so ist wegen (2) 


v(x, «) = v(x, %) = %,(2) (mod. p”), 
also ist 


v(a) = ¥,(a) = (a—a) (x—a!?) -.- (2—a) =0 (mod. p’), 


und man zeigt wiederum leicht, dass einer, aber auch nur einer jener d 
Linearfactoren, fiir sich durch eine beliebig hohe Potenz von p theilbar 
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ist, wihrend die Ordnungszahlen aller iibrigen Factoren unterkalb einer 
a priori angebbaren Grenze liegen miissen, wenn M grisser und grésser 
angenommen wird. 


In der That, enthielten zwei jener Factoren etwa (x — x{”) und (x a;”) 


beide eine beliebig hoch angenommene Potenz p™ von p, so wire auch 


ihre Differenz a — a, 


v,(1) = 0 
Dw) — TT (« — 2°) 


gZzh 


mindestens durch p™ theilbar, und dies ist nicht der Fall, sobald nur M 
grésser als die Ordnungszahl jener Gleichungsdiscriminante in Bezug auf p 
angenommen wird. Also ist in der That einer und nur einer jener d 


also auch die Discriminante der Gleichung 


Factoren etwa x — x) durch p” theilbar, d. h. es ist fiir jede noch so 
hohe Potenz von p 


a =a (mod. p”) : 


und somit ist die oben fiir « und a aufgestellte Behauptung in ihrem 
ganzen Umfange bewiesen. Im Folgenden kénnen und sollen also jetzt 
als Entwickelungszahlen nicht mehr die beiden Zahlen « und z des 
Kérpers K(w), sondern die hier gefundenen Zahlen @, und a) des 
Kérpers K («, , x”) von der v**" Ordnung benutzt werden, und man findet 
so, dass die Zahl m modulo p” einer Zahl 

ay +t 


(0) sg @) ay (1) 
@ = A, my + Ar, %, ae 


- (1) 
des Kérpers K («,, mt, 


ist. Hieraus folgt aber ohne Weiteres, dass auch iiberhaupt jede Zahl 
® = g(m) des Kérpers K(w) der entsprechenden Zahl @ = o(@) des 


) congruent ist, welche nur von der v Ordnung 


Kérpers K (cc,, a") congruent ist, dass also der ganze Kérper K(@) ein- 
deutig umkehrbar modulo p” auf den Kérper K (cc,, x”) abgebildet ist. 
In genau derselben Weise zeigt man, dass iiberhaupt alle » con- 
jugirten Korper 
K(@), K(a@,), -++ K(@,) 
fiir einen und denselben Divisor p” eindeutig auf » andere Kérper: 


K (a, x), K («,, «,"), di K («\”, m,”) 


niedrigerer Ordnung abgebildet sind, welche in genau derselben Weise 
gefunden werden, wie der erste K (cc,, xt”) ; 
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g 4. 


Es sei jetzt o, eine beliebige ganze Zahl des vorher betrachteten 
Kérpers n‘** Ordnung, @,, @,,---@,, ihre conjugirten und 
(1) F(@) =(@—,) (@—@,)---(@—a@,) = o" + b,_,@"~* +--+ by =0 
die ganzzahlige savae deren Wurzeln sie sind, und es seien 
K(o,), K (2), K(a,,) die zugehérigen » conjugirten Kérper. Sind dann 


a” ¢@& s°°° o® die im vorigen Abschnitte gefundenen » Reihen der 


Kérper K (c,; at , K (cc,, m, ‘y & -- denen diese Zahlen modulo p™ con- 
gruent sind, wenn p jetzt einen Primtheiler des K6érpers 


. on) (0) (0) 
K (o,, @,,°°* @,; @, , @,°-° o”) 


bedeutet, so besteht fiir diesen Modul und fiir ein variables @ die Congruenz: 
(2) F(o)= (@—«,”) (o—a,’), ves (a—o) (mod. p™) 


und aus ihr folgt, dass allgemein: 


F (0!) =0 (mod. p¥) (i=1,2,---n), 

dass also jede dieser Reihen eine Wurzel der Congruenz F'(@)=0 (mod. p”) ist. 
Alle diese Zahlen a”, a”, ee a sind modulo p” incongruent, da 
sonst wegen (2) die Gleichungsdiscriminante von F'(w) durch p™” theilbar, 
also identisch Null sein miisste, wiihrend doch @, n.d. V. von der n‘*" Ord- 
nung ist. Ist ferner @ irgend eine algebraische Zahl, welche ebenfalls 
die Congruenz F(m)==0 fiir die M® Potenz von p oder eines Prim- 
theilers p von p fiir einen Oberkérper befriedigt, so folgt aus der Congruenz: 


(2a) Fo)= (a—a\”) (@—o.”) ee (o—o”) =0 (mod. p”) 


dass @ einer, aber auch nur einer der » Zahlen w congruent sein muss 
fiir eine beliebig hohe Potenz eines Primtheilers p von p innerhalb des 
Kérpers K (o.”, @, @) ° 

Man kann aber diese » Zahlen a” auch einfach als Wurzeln der 
Congruenz: 
(3) F(@)==0 (mod. p*) 
definiren, wenn p die zum Divisor p gehérige reelle Primzahl bedeutet. 
Um dies z. B. fiir die erste Congruenzwurzel @(° zu beweisen, substituire 
ich sie in F(@), entwickle F(@!) nach Potenzen von «, und a({ und 
reducire sie dann mit Hiilfe der Gleichungen (a,)=0, w, (a{") = 0 bezw. 
auf den (&—1)*" und (d—1)™ Grad in a, und a{. Dann geht die 
Congruenz F'(@\°) == 0 (mod. p”) iiber in: 


k-1 d-1 


(4) a”) )=2 Pa a! a) 0 (mod. p*) 
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oder einfacher geschrieben in: 
n (4a) F(a () = A4 Ax a4. +A x peer ‘9g (mod. p’), 


wo die Coefficienten A ganzzahlige Functionen des (k—1) Grades von 


a, sind. Ich zeige nun, dass die v algebraischen Zahlen 


oe ANE 
: (5) 7% bub, f,...6--f 


modulo p” rational unabhiingig sind, dass also eine Congruenz (4) oder 
(4a) dann und nur dann bestehen kann, wenn alle v einzelnen Summan- 


den a,, «; oa ” fiir sich durch p” theilbar sind. Ist das bewiesen, so folgt 


ja ohne Weiteres, da die a,, reelle Zahlen sind, dass jeder einzelne Zahl- 
coefficient a,, durch eine beliebig hohe Potenz p™ von p theilbar ist, d. h. 

es zeigt sich, dass @{° in der That eine Wurzel der Congruenz (3) ist. 
Beim Beweise kann und will ich annehmen, dass die in allen Zahl- 
, coefficienten a,, gemeinsam enthaltene Potenz von p bereits durch Division 
beseitigt ist, ohne dass sich dadurch der Modul p” auf Eins reducirt hat; 
denn anderenfalles wire ja die Behauptung bereits bewiesen. Ist dann in 


der Reihe A, A, --- in (4a). yo der erste Coefficient, welcher nicht 


? 0 1? 
durch p theilbar ist, und ist p’ die Potenz des Primdivisors p, welche 
genau in 2" enthalten ist, so betrachte ich die Congruenz (4a) fiir den 
Modul p*+?; dann redecirt sie sich auf: 


A® x =0 (moa. p**), 
weil alle vorhergehenden Elemente durch p also durch p*’, alle folgenden 


mindestens durch a” "+" theilbar sind; da aber a nur yi? enthiilt; so 
muss _ durch p’ also entgegen der vorher gemachten Annahme durch p 


theilbar sein, und damit ist die soeben aufgestellte Behauptung bewiesen. 
Ist ferner umgekehrt @ irgend eine Wurzel der Congruenz (3) modulo p”, 
so gilt sie auch fiir den Modul )” wenn p irgend ein Primtheiler von p 


. ° 0 —M 
ist, also muss @ einer der » Zahlen a”, a”, res a” modulo p congruent 


sein, wenn ) den in (2a) beniitzten Divisor von p bedeutet. 
Es sei nun o irgend eine der » Congruenzwurzeln von 


(6) F(@) == 0 (mod. p*); 
diese algebraische Zahl sei von der v'** Ordnung und 
(7) a, @®, «-- @ 


seien ihre v conjugirten Zahlen fiir den Kérper v'* Ordnung K(q,, 2{"). 
Da nach dem soeben bewiesenen Satze w) dann auch die Congruenz 
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F(o) =0 (mod. p¥) 


befriedigt, so gilt dasselbe auch fiir alle vy conjugirten Zahlen m, d. h. alle 
diese Zahlen sind Wurzeln der Congruenz (6), wenn man hier wie im Folgen- 
den unter p einen Theiler von p versteht, welcher fiir den hier betrachteten 
Zahlkérper den Charakter eines Primdivisors hat. Ferner sind aber jene 
v conjugirten Zahlen o modulo p¥ incongruent; denn anderenfalls wiirde 
ja ihre Discriminante ebenfalls p” enthalten, oder da sie eine reelle Zahl 
ist, durch eine beliebig hohe Potenz von p theilbar sein; jene Discrimi- 
nante miisste also Null sein, d. h. der Kérper K(™) wiire von niedrigerer 
als der v*" Ordnung. Dies ist aber sicher nicht der Fall; denn wir zeigten 
im § 3, dass jeder Kérper K(e,, z{9) genau von der Ordnung v = kd 
und nicht von niedrigerer Ordnung ist. 

Also sind die v zu @ conjugirten algebraischen Zahlen modulo p¥ 
genau v unter den » Wurzeln a”, , vee a” 
also fiir dieselben gesetzt werden. 

So ergiebt sich das Resultat, dass die m» conjugirten Ké6rper 
K(a,), K(@,), --- K(,) fiir eine beliebig hohe Potenz eines Primdivisors p 
als Modul eindeutig auf andere und zwar ebenfalls conjugirte Kérper ab- 
gebildet werden kénnen, deren Ordnungszahlen dann natiirlich im Allge- 
meinen kleiner sind, als ». Ohne die Allgemeinheit der folgenden Ueber- 
legungen zu beschriinken, kénnen wir annehmen, dass bei dieser Zuordnung 
drei Systeme solcher conjugirten Kérper auftreten. Es seien: 


congruent und kénnen 


4, wy, v 
die Ordnungszahlen jener Kérper; dann ist also: 


At+ut+v=n, 


und es mégen der Reihe nach: 


Var Yor °°" Vas 94, Og, °° 8,5 €y, &, "°° &, 
die conjugirten Zahlen jener Kérper sein, welche bezw. den » conjugirten 


Zahlen @,, --- @, modulo p¥ congruent sind. Dann sind also die » Kérper 
K(@,),--- K(@,) modulo p” eindeutig auf die » Kérper 

K(y),--- K(y,); K@,),--- K@,); Ka), +++ K(e,) 
abgebildet. 

Man beweist nun leicht, dass dies die Kérper niedrigster Ordnung 
sind, auf welche jene Kérper K(,) eindeutig abgebildet werden kénnen. 
Kénnte man nimlich K(@,) modulo p* eindeutig auf einen Kérper K(§) 
von niedrigerer als der A‘** Ordnung abbilden, so wiirde dasselbe auch fiir 
den zu K(@,) congruenten Kérper K(y,) gelten; auch dieser wiire also 
modulo p” von niedrigerer als der 4° Ordnung, wiihrend doch umgekehrt 
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a. S. 313 bewiesen wurde, dass die algebraischen Zahlen «?2(1)" eines jeden 
solchen Kérpers modulo p” also auch modulo p” rational unabhingig 
sind, und dass ihre Anzahl gleich der Ordnungszahl von K(y) ist. 


§ 5. 
Da die im vorigen Abschnitte gefundenen » algebraischen Zahlen: 
7,» 9,, & modulo p¥ den  conjugirten algebraischen Zahlen @,, @,,...0, 
congruent sind, so erhilt man modulo p” die fiir ein variables @ geltende 
Zerlegung: 
a) FO) =(@—1)---@—7) (@—8) + (@—2,) (@— 4) (8) 
= F,(o) F,(@) F,(@) (mod. p*) 


wo F,(@), F,(@), F(@) die ganzen ganzzahligen Functionen sind, deren 
Wurzeln die conjugirten algebraischen Zahlen y,, 0,, ¢, sind. Jede dieser 
Functionen ist fiir eine geniigend hohe Potenz von p als Modul irreductibel; 
wire namlich z. B.: 

F,(@) = %,(@)¥,(@) (mod. p*) 
so ergibe sich fiir @ = y,, dass einer der beiden Factoren von niedrigerem 
als dem A" Grade ,(y,) oder ¥,(y,) durch eine beliebig hohe Potenz 
von p theilbar sein miisste, d. h. es wire méglich, den Kérper K(y,) 
modulo p¥ auf einen solchen niedrigerer Ordnung abzubilden. Ebenso 
leicht zeigt man auch, dass jene drei irreductiblen Factoren modulo p* 
incongruent sind, da ja sonst z. B. eine Zahl y, einer anderen 0, modulo p¥ 
congruent sein miisste. Besteht aber eine Zerlegung von F(a) in irreductible 
ganzzahlige Factoren fiir diese beliebig hohe Potenz p¥ eines Primdivisors, 
so besteht offenbar die gleiche Zerlegung fiir eine beliebig hohe Potenz 
p” der zugehérigen Primzahl p, und auch fiir sie sind jene Factoren in- 
congruent und irreductibel. Ist umgekehrt 
(2) F(@) = F,() F,(@) F,(@) (mod. p*) 
eine solche Zerlegung modulo p”, so gilt sie auch fiir jedes p” wenn ) 
irgend ein Primfactor von p ist und die Wurzeln der Gleichungen 
F,(@)=0 sind fiir diesen Modul bezw. den » conjugirten Zahlen @, , @,,--- @,, 
congruent. Welchen unter den Primdivisoren ) von p man also auch der 
Untersuchung zu Grunde legt, man gelangt stets zu denselben » Reihen- 
entwickelungen fiir die » Zahlen ;, nur wird die Zuordnung derselben 
eine andere, wenn man den Primdivisor » durch einen anderen p’ ersetzt; 
und da diese Zuordnung fiir alle Siitze der Idealtheorie ganz unwesentlich 
ist, so erdffnet sich hier der Weg, um die ganze Theorie der algebraischen 
K6rper ohne Benutzung auch nur eines Satzes der Idealtheorie sondern 
genau ebenso wie die Untersuchung der algebraischen Functionen einer 
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Variablen durch Benutzung der zugehérigen Reihenentwickelungen dar- 
zustellen. Ich gehe hierauf an anderer Stelle ausfiihrlich ein, und be- 
schrinke mich hier darauf, die Hauptmomente dieser Untersuchung kurz 
hervorzuheben. 

Zerlegt man eine irreductible ganzzahlige Function F(@) successive 
fiir die Moduln p, p*, p*,--- in ihre nicht weiter zerlegbaren Factoren, 
so besteht allgemein die Zerlegung fiir den Modul p’ auch fiir alle Potenzen 
mit niedrigerem Exponenten, jedoch brauchen diese Factoren fiir jene 
niedrigeren Potenzen noch nicht unzerlegbar zu sein. Da somit der Grad 
der irreductiblen Factoren mit wachsendem Exponenten nur zunehmen, 
aber niemals iiber » hinausgehen kann, so bleibt von einem bestimmten 
Modul p* ab der Grad aller irreductiblen Factoren ungeiindert, wie gross 
auch der Exponent von p” angenommen werde. Eine obere Grenze fiir p! 
ergiebt sich leicht aus der Betrachtung der in der Gleichungsdiscriminante 
D(F(@)) enthaltenen Potenz von p. Ferner kann fiir einen beliebig 
grossen Modul p” die Aufsuchung aller irreductiblen Factoren F,(@) von 
F(@) durch eine endliche Anzahl von Versuchen ausgefiihrt werden, da 
ihr Grad kleiner als m sein, und ihre Coefficienten unterhalb p” liegen 
miissen. Es sei nun etwa: 


F(@) == F,(@)- F,(@)- F,(@) (mod. p”) 


jene Zerlegung fiir ein geniigend grosses M; dann sind, wie man auch 
leicht direct zeigt, alle Factoren F(@) fiir den Modul p” incongruent. Ist 
dann z. B. 4 der Grad von F,(@), so kann man wieder durch eine end- 
liche Anzahl von Versuchen die beiden Gleichungen (9) und (10) des § 1 


(3a) pi)=F+a_,8* +---+a, =0, 
d (1) d-1 (1) 
(3b) v(r)—t +pC et) +:-:-+pC)’=0 
so bestimmen, dass kd = 4 ist, und dass die Wurzeln y,, y,,--- y, der 
Congruenz: 


F,(@)=9 (mod. p”) 
in der Form (8. Nr. 3 des § 1): 


(4) = Ae a! -}- A” grt +--+ (mod. p”) 


r+ivi 


nebst ihren conjugirten darstellbar sind. Dann zeigt man leicht, dass fiir 
die Function F,(@) und fiir ein variables m die Congruenz: 


F,(o)=(0—»,)---(@@—,) (mod. p¥) 
besteht, und dass das Entsprechende fiir die beiden anderen Factoren 
F,(@) und F;(@) der Fall ist, so dass sich endlich fiir die urspriingliche 
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Function F(@) modulo p” die folgende Zerlegung in conjugirte Linear- 
factoren ergiebt: 


F(@)=(@—7;)--(@—7,):(@—4,)--(@—6,) -(@—&)--"(@—«,) (mod. p*). 
Aus dieser Congruenz folgt aber das wichtige Resultat, dass alle sym- 
metrischen Functionen der » conjugirten algebraischen Zahlen @,, ,,---©,, 
modulo p¥ durch dieselben symmetrischen Functionen der conjugirten 
Zablen 7,,--- 7,3 9;,--- 9,3 &,*-+&, ersetzt, oder was dasselbe ist, dass 
die » conjugirten Kérper K(@,) in Bezug auf die Theilbarkeit ihrer 
Individuen durch die Primzahl p eindeutig umkehrbar auf die conjugirten 
Kérper K(y,), K(0,), K(e,) abgebildet werden kénnen. Dann entspricht 
aber jeder Zahl w, z. B. des Kérpers K(m,) eindeutig eine Reihe (4) des 
Abbildungskérpers K(y,), und fiir eine solche Reihe ist es nun leicht, die 
in ihr enthaltene ganze oder gebrochene Potenz der Primzahl p direct zu 
bestimmen. 


Ersetzt man niimlich in der Gleichung (3b) die Grosse a) durch 
: : 


p* , so erkennt man, dass die so definirte ganze algebraische Zahl «) 
der Gleichung d‘*" Grades geniigt: 
d—1 d—2 
¥,(e%) = Ftp OO 4 pe OME... 40M 0; 

é) ist also eine ganze algebraische Zahl, deren Norm gleich Ci, also 
durch p nicht theilbar ist, oder «“) ist eine algebraische Einheit modulo p. 
Die Entwickelungszahl 2‘ nebst allen ihren kd conjugirten ist also stets, 
mag ~(a) = 0 eine reine oder eine gemischte Gleichung sein, iiquivalent 


1 
p*, und hieraus folgt sofort, dass eine Zahl y, des Kérpers K(y,) nebst 


allen ihren kd conjugirten fiquivalent p¢ ist, wenn ihre Entwickelung in 
(4) mit der rv" Potenz von x) beginnt. 

Diese wenigen Andeutungen miégen geniigen, um zu zeigen, dass und 
wie die Theorie der algebraischen Zahlen allein auf ihre Reihenentwickelungen 
modulo p” gegriindet werden kénnen. Ich gehe jetzt zu einer genaueren 
Untersuchung der ‘hier gefundenen Abbildungskérper K(y) auf der hier 
benutzten Grundlage der Idealtheorie iiber. 


§ 6. 

Es sei K(y,) einer der im § 4 bestimmten Abbildungskérper K(«,, x4), 

also «, und a die zugehérigen Entwickelungszahlen, und 2 = kd seine 
Ordnung, endlich sei P derjenige Primtheiler von p innerhalb K(a,) 
welcher diesem Abbildungskérper zugeordnet ist. Dann besitzt p innerhalb 











318 K. Henset. 


K(y,) nur einen einzigen Primdivisor $, welche in z{! ein Mal enthalten 
ist, also z. B. in der Linearform 


Brpt ua 
dargestellt werden kénnte; es ist also: 
1 
Prp', 


und es sind die Ordnung und der Grad von §§ bezw. gleich k und d, weil 


B~p, NP)=P 

ist. Die Primtheiler P von K(@,) und $ von K(y,) besitzen also gleiche 
Ordnung und gleichen Grad, und sie entsprechen einander in der Weise, 
dass eine algebraische Zahl @ von K(@,) dann und nur dann durch P’ 

theilbar ist, wenn ihr Bild y in K(y,) genau den Divisor $8” enthilt. 
Die 4 = kd algebraischen Zahlen: 
ae g =0,1,---k—1 
(1) thie 1,- ool 


bilden fiir alle modulo p ganzen algebraischen Zahlen von K(y,) ein 
Fundamentalsystem; denn wegen der rationalen Unabhingigkeit jener 4 
Zahlen modulo $3”, ist jede solche ganze Zahl auf eine einzige Weise in 
der Form Sa,, cf x)" darstellbar. 

Bildet man die aus jenen 4 Elementen (1) und ihren Conjugirten 
bestehende 4A-reihige Determinante 








g=0,1,---k—1 
os h=0,1,---d—1 
“, %, r=1,2,---k ‘ 

s=1,2,---d 


so lehrt eine einfache Determinantenumformung, dass ihr Quadrat, d. h. 
die Kérperdiscriminante D,(y) den folgenden einfachen Werth hat: 


Dv) = Dg)’: N.Dw), 


Dy) =] [@.—«) 


ezo 


die Discriminante der Gleichung g(t) = 0, 


D(y) = | [ (=. a) x”) 


bzy 


die Discriminante der Gleichung y,(r) = 0 bedeutet, und N(D(@™)) die 
Norm von D(y~™) d. h. das Product 


N(Dw) = Dw) D(w) - -- Dw) 
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bedeutet. Nun ist aber erstens D(g) durch p gar nicht theilbar, kann 
also fortgelassen werden, zweitens ist: 


D(y™) Diy) --- D(y) =[] y’ (2°) 


wo sich jetzt das Product rechts auf alle 4 kd conjugirten Zahlen a) 
bezieht; also ergiebt sich fiir D,(y) der einfachere Ausdruck: 


(2) Dy) ~ N,'@) 
wo die Norm in Bezug auf alle 4 kd conjugirten Werthe zu bilden 


ist, welche w(x) fiir die 4 conjugirten Zahlen 2” 


Endlich enthilt aber jede dieser 4 Zahléen y’ (x *) genau dieselbe ge- 
brochene Potenz von p; da niimlich in 


Y (x) = dx*-* + pd—1)C,_, 27-7? + +--+ pC, 
wie oben bewiesen wurde, jeder Summand in Bezug auf p oder $% von 
verschiedener Ordnung ist, so besitzt jeder von diesen 4 Factoren die 
Ordnungszahl ihres niedrigsten Gliedes; hieraus ergiebt sich also fiir 
D,(y) die ganz einfache Gleichung: 


(2a) Dov) ~ (Wa). 
Es sei nun d — 1 die Ordnungszahl von ’ (a) in Bezug auf $ oder, 


annimmt. 


was dasselbe ist, in Bezug auf den urspriinglichen Divisor P; die Zahl d 
mige die Verzweigungsordnung oder die Verzweigungszahl von P genannt 
werden; dann ergiebt sich aus (2) und (2a) die stets giiltige Gleichung: 


Dy(y) ~ N(P#-?) ~ phe"), 
Im Allgemeinen, falls nimlich die Ordnung d von P durch p nicht theilbar 
ist, ist stets: 
d=d, 
da dann ~(r) = r* — pC, also y’(x) = da*—' von der Ordnung d—1 ist. 
Ist dagegen d = p*e ein Multiplum von p, so ist ¥(r) = 0 im Allge- 
meinen eine gemischte Gleichung; ist dann: 
y' (a) = dx*-* + +--+ piCa'-*+---+ pC, 

und ist etwa piC, derjenige Coefficient in w(x) welcher einmal die 
niedrigste Potenz pi von p enthilt, und fiir den zweitens der Exponent i 
mdglichst klein ist, so besitzt w’(a) die Ordnung des Gliedes piC,a‘-* 
d. h. es ist: 

d=dé,+i 


press +i—1) 
Dy) ~ 


und es ist: 
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Der grisste Werth den die Ordnungszahl der Verzweigung d an 
nehmen kann, wenn d@ durch p theilbar ist, ergiebt sich, wenn in y’(z) 
das Anfangsglied dz‘*-' das Glied niedrigster Ordnung ist; alsdann ist: 


d = (s+1)d; 
den kleinsten Werth von d erhilt man dann, wenn s =O ist, d. h. in 
dem reguliren Falle, wo d die Primzahl p nicht enthilt; dann und nur 
dann ist ' 
d=d. 
Man erhiilt also den folgenden ganz allgemeinen Satz: 
Ist P ein Primtheiler von p von der Ordnung d und K(y) 
der zugehérige Abbildungskirper, so ist die K6rperdiscriminante 
K(y) stets genau durch 


N(P- 1) = pi-1) 


theilbar. Die hier auftretende Zahl d, die sogenannte Ver- 
zweigungszahl von P ist im Allgemeinen gleich der Ordnung 
d von P, nur falls d=p*e durch p theilbar ist, liegt sie 
zwischen d-+-1 und (s+1)d, beide Grenzen eingeschlossen, 
und kann in jedem Falle leicht direct bestimmt werden. 

Wir stellen uns endlich die allgemeinere Aufgabe, ein vollstiindiges 
System aller rational unabhiingigen Multipla von 8° fiir den Kérper K(y) 
za bilden, wenn @ irgend eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 
Ein solches System haben wir in dem speciellen Falle @ = 0 in dem 


Fundamentalsystem «?x(" in (1) gefunden; denn in der Form 


9 (1) 
>" a, poe a(t) 


mit ganzzahligen Coefficienten sind ja in der That alle modulo p ganzen 
Zahlen, d. h. alle und nur die Multipla von 8° enthalten. Multiplicirt 
man aber alle kd Zahlen von (1) mit 2(*, so erkennt man genau ebenso, 
wie vorher, dass die kd Zahlen: 

g=0,1,---k—1 
‘ 9g (1g +h ‘ 7” 
(3) a, Hy ‘ a 0, 1, oe ae * 
ein Fundamentalsystem fiir alle Multipla von $* bilden, und die gestellte 
Aufgabe ist somit geldst. 


Es sei 
g=0,1,---k—1 
9 (hte |? h=0,1,---d—1 
D,(v) = |@ +2” Oe + BB 


s=1,2,---d 
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die Discriminante dieses allgemeineren Fundamentalsystemes; da aus jeder 
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(s)¢ 


Zeile der rechts stehenden Determinante der Factor 7 herausgehoben 


werden kann, und nach der Unterdriickung desselben die vorher betrachtete 
Discriminante D,(y) iibrig bleibt, so ergiebt sich der wichtige Satz: 
Ist D,(y) die Discriminante des Fundamentalsystemes (3) 
fiir den Divisor $¢, also D,(y) diejenige fiir den Divisor f°, 
so besteht die Beziehung: 


Dy() = (NQB®)?*- Dy(y) = (Pe) NPA") (phe)? py». 


§ 7. 

Es sei jetzt wieder K(,) ein ganz beliebiger Kérper n‘** Ordnung, 
p eine beliebige Primzahl, und wir nehmen wieder der Einfachheit wegen 
an, dass 
(1) p~ PGR 
die Zerlegung von p in Primdivisoren innerhalb K(@,) ist. Sind dann 
k, l, m die Ordnungen von P, Q, R, so sind nach den vorher bewiesenen 
Siitzen die » conjugirten Kérper 


(2) K(@,), K(@,),--- K(@,) 


modulo p*¥ eindeutig auf die 4-++ w+ v= conjugirten Korper niedrigster 
Ordnung 
(2a) = K(y,),--- K(y,);_ K(@,),--- K@,); K(),--: K&) 
abgebildet, deren Ordnungszahlen bezw.: 
A=kd, p=le, v=mf 
sind, und die nach der im $1 angegebenen Methode direct bestimmt 
werden kénnen; hierbei bedeutet p, wie stets im Folgenden irgend einen 
Primtheiler von p fiir den Galois’schen Kérper niedrigster Ordnung unter 
welchem die conjugirten Kérper (2) und (2a) simmtlich enthalten sind. 
Es sei nun &, irgend eine Zahl von K(w,) und 
b &, ae a 5, 
die zu £ conjugirten Zahlen der Kérper (2); dann ist z. B. &, einer Zahl 
7, des Abbildungskérpers K(y,) = K(a,, 2) congruent, d. h. es ist: 
k-1 d-1 
=n Daretaty, 
g=0 h=0 
wenn «, und 2, wie im vorigen Abschnitte, die zu K(y,) gehdrigen 
Entwickelungszahlen bedeuten, und die entsprechende Darstellung mit 
denselben Coefficienten besteht fiir die 4 ersten &, &,---&, unter den 
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conjugirten Zahlen & welche auf die conjugirten Kérper K(y,) --- K(y,) 
abgebildet sind. . 

Im Folgenden will ich die 4 Zahlen «? x)" des Fundamentalsystemes 
fiir K(y,) in beliebiger aber fester Reihenfolge durch: 


(1), (2) (a) 
7s 0:08 0°" TR 9 


ihre conjugirten fiir K(y,),---K(y,) durch: 


(1) (2) (4) 
V3 9 Vg 9° °° V2 > 


(i) ,,(2) (4) 
29% 9° °° VM 
bezeichnen. In gleicher Weise mégen: 


(1) (2) (“) (@) .@) (r) 
6,9, 5°°°0, und 6&", &°",---é ( 


i 
' 


ae 
i =1,2,---» 
die conjugirten Fundamentalsysteme fiir die Kérper K(d,) und K(e;) be- 
zeichnen. Bei dieser Bezeichnung seien dann: 
=F, = 47) +47 +--+ ar (g=1,2,---2) 
(3) Saas = é, = b, 8,” + bd.” + ales + b,, ow (h=1,2,---u) 
Eee SHG tage --- fee” (i=1,2,---0) 
die Darstellungen modulo p” der Conjugirten Zahlen &,,--- &, innerhalb 
der n Abbildungskérper K(y,), K(0,), K(¢). 
Jede der Zahlen y?) = a? x” ist nun durch eine ganz bestimmte und 
h 
zwar eine echt gebrochene Potenz von p nimlich durch p% theilbar, und 
dasselbe gilt von allen ihren 4 conjugirten Zahlen y(”, y{?,--- y. Daraus 
folgt, dass eine Zahl: 


om h 
Pe = 1 + ay) b+ + + yy = Sa, ,aef af" 


nebst ihren 4 conjugirten genau durch die niedrigste Potenz von p theilbar 
ist, welche in den 4 Producten a,y,---a,y enthalten ist. Ist also p” 
der grésste gemeinsame Theiler der 4 rationalen Zahlen (a,,---a,) und 
ist a,y = a,,a/ a)" das Product, dessen Coefficient a, genau durch p” 
theilbar ist, und fiir welche ausserdem der Exponent h von 2) méglichst 
klein ist, so ist die Zahl y, nebst ihren 4 conjugirten y,,--- 7, genau 


h 
durch p @ theilbar, weil mindestens diese Potenz von p in allen 4 Pro- 
ducten a,y{, enthalten ist, aber eine von ihnen, niimlich a,7”, durch keine 
héhere Potenz theilbar ist. Die so bestimmte Potenz von p soll der 
Theiler der 2 conjugirten Zahlen (y,,---,) genannt werden. 








sa MS 
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Es seien jetzt: 
(4) Viv ** Vas 0,,°°° 9,5 &,°°°&, 
die » conjugirten Zahlen der Abbildungskérper denen £,,---£, modulo p¥ 
congruent sind und es mégen: 
+4 v+e ee 
"ss See 
die Theiler bezw. der Zahlen y,, 0,, € sein. Dann nenne ich die niedrigste 
unter jenen drei Potenzen den Theiler aller jener n conjugirten algebraischen 
Zahlen (4). Ist p® jener Theiler, so ist dies die niedrigste Potenz von p, 
welche in allen Producten 
ay, 0,8, ce 
in (3) enthalten ist, und es giebt unter ihnen mindestens ein Glied, 
welches genau durch p? theilbar ist. Wir wollen das erste unter jenen 
Producten welches diese Eigenschaft hat, das zum Theiler p® gehdrige 
Product nennen. 
Es sei nun 


(6) gS By 


ein beliebiges unabhiingiges System des Kérpers K(@,). Wir wollen jetzt 
die aus den n? zu den Zahlen (5) conjugirten Elementen (e", g, .--€() 
gebildete Matrix 

S= (é°) (h, i = 1, 2,-+-m) 
auf ihre Theilbarkeit durch die Primzahl p untersuchen. Offenhar geniigt 
es, ihre »” Elemente ie modulo p” zu betrachten; denn die fiir diesen 
Primdivisor gefundenen Resultate gelten dann auch fiir jeden anderen, 
und somit auch fiir p selbst. Thun wir dies aber, so kénnen jene Zahlen 
durch die ihnen congruenten der Abbildungskérper ersetzt werden, und 
dies mége in dem System S bereits ausgefiihrt sein; dann sind die 4 ersten 
Zeilen conjugirte Zahlen von K(y,),--- K(y,), die uw folgenden Zahlen 
von K(0,),---K(0,), die v letzten gehéren zu K(é,),-- + K(é,). 

Ks seien nun’ 
yp", vy”, at p 

die Theiler der in der ersten, zweiten, --- n‘*" Verticalreihe stehenden 
conjugirten Elemente (2’, £0... e), und jene Zahlen médgen von vorn- 
herein so geordnet sein, dass 9, < @, <-+-<o, ist, dass also die Ele- 
mente der ersten Colonne den kleinsten Theiler p® besitzen. Es sei etwa 
af y” das in ge) auftritt, das zu p* gehérige Glied, welches also genau 
p* enthilt, wiihrend alle anderen in S auftretenden Zahlen dieselbe oder 


21° 
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eine héhere Potenz von p enthalten. Dann kann man von jedem der 
(n—1) folgenden Zahlen &®), &), .-- & ein solches Multiplum von £&) 
abziehen, dass in ihnen die entsprechenden mit y, multiplicirten Elemente 


simmtlich fortfallen, da ja ihre Zahleoefficienten -, ve _— mindestens 


dieselbe Potenz von p enthalten als a. 


ein neues fiquivalentes System: 

(5a) ge zg = . 

fiir welches die Theiler p®,.--p*" der (wm — 1) letzten Zahlen offenbar 
ebenfalls mindestens gleich p* sind, da ja z. B. & — ¢° — ge ist, und 
& und £&®) mindestens den Theiler p* enthalten. Dieses neue System 


hat aber weiter die Eigenschaft, dass in seinen (n—1) letzten Elementen 
die Zahl y nebst allen ihren 4 conjugirten gar nicht mehr vorkommt. 


Thut man dies, so ergiebt sich 


Es sei jetzt wieder diejenige unter den x — 1 letzten Zahlen von 
(5a), deren Theiler p“* méglichst klein ist, und es sei hier etwa: b, 6 
das diesem Theiler zugehérige Glied. Dann kann man wieder von 
g®,...£ solche ganzzahlige Multipla von £” abziehen, dass die neuen 
Elemente £®,-.- €” alle das Element - nebst seinen wu conjugirten 
nicht mehr enthalten. 

Geht man in derselben Weise fort, so erhilt man zuletzt ein iquiva- 
lentes System: 

4, 9, one 7”, 
dessen Theiler 
p', py ++ p™ 
eine zunehmende (bezw. nicht abnehmende) Reihe bilden und fiir welches 
das in jeder Colonne zum Colonnentheiler zugehirige Glied y,, d,, ¢, nebst 
seinen Conjugirten in allen folgenden Colonnen fehlt. 

Nun ist aber die Anzahl aller Zahlen y,,---,; 0,,--- 90,3 &,°°>& 
genau gleich ». Da aber in jeder folgenden Colonne mindestens eine 
derselben fortfiallt, so kann in der letzten iiberhaupt nur ein einziges von 
diesen Elementen, oder gar keins vorhanden sein. Das letztere ist aber 
sicher nicht médglich, denn sonst waren ja die m conjugirten Zahlen 


(n{”, via 9”) dieser Colonne durch p” theilbar, mithin wire also die 


ganze Determinante | ny | und also auch die ihr dquivalente |e” | durch 
die beliebig hohe Potenz p” theilbar, d. h. sie miisste gleich Null sein; 
die » Elemente &), .--& wiiren also nicht rational unabhiingig. Also 
muss nothwendig der erste Fall eintreten, es ergiebt sich demnach der Satz: 

Jedes unabhingige System , wie’ gf”) kann in ein 


aiquivalentes 4 yore n”) transformrt werden, in dessen letzter 


Colonne alle Glieder y, 6, ¢ mit Ausnahme eines einzigen fehlen. 








fe 
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§ 8. 

Ich benutze die im vorigen Abschnitte angegebene einfache Trans- 
formation zuniichst, um zu zeigen, dass und wie man von einem beliebigen 
Systeme (&),.--&™) von unabhingigen ganzen algebraischen Zahlen ausgehend 
zu einem Fundamentalsysteme fiir die ganzen Zahlen des Kérpers K(a) 
kommen, und zugleich, und das ist das Wesentliche, die charakteristischen 
Kigenschaften jener Systeme auffinden kann. 

Formt man das System (&,---&) in der oben angegebenen Weise 
um, so erhilt man ein fiquivalentes System (4, --- 4) von ganzen Zahlen, 
fiir dessen letztes Element nebst seinen 4 ersten Conjugirten die folgen- 
den Congruenzen modulo p” bestehen: 


n;” = ay” (i=1,2,---4), 


wihrend alle (w+) folgenden Elemente ", pote n” durch p™ theilbar 
sind. Ich habe hier angenommen, dass y@) das eine Element ist, welches 
in der letzten Verticalreihe d. h. in der Entwickelung des letzten Ele- 
mentes 7”) allein auftritt. 

Ist nun die ganze Zahl a genau durch p” theilbar, ist also a = p’e 
wo e p nicht mehr enthilt, so kann man 9) durch 


(n) 
a q 
4” =-—~ 


Pp 
ersetzen, ohne dass das neue System (4, - - -4"-, 4) aufhért, ein rational 
unabhinyiges System ganzer algebraischer Zahlen zu sein; denn auch 7”) 
enthilt ja keinen Primtheiler von p in negativer Potenz und stimmt in 
Bezug auf alle iibrigen Primtheiler mit 7”) iiberein. In diesem neuen 


Systeme (n\, veg, i”) enthilt also die letzte Colonne ebenfalls nur 


das eine Element y®), aber multiplicirt mit e, d. h. mit einer Einheit 
modulo py, wahrend in allen friiheren Colonnen die Zahl y@) mit einem 
ganzzahligen Coefficienten multiplicirt ist, welcher also p mindestens 
ebenso oft enthilt, wie die Einheit ce. Man kann also jetzt von jedem 
der (n—1) ersten Elemente 7, ---"-” ein solches ganzzahliges Multi- 
plum des letzten 7) abziehen, dass jedes der neuen Elemente 


7“ = yn = gn 
die Zahl y®) nebst allen ihren conjugirten gar nicht mehr enthilt, dass 
also y@), und zwar mit einer Einheit multiplicirt, allein in der letzten 
Colonne auftritt. 


In dem so transformirten Systeme (9, --- 4"-, 4) enthalten nun 
die conjugirten Elemente der vorletzten Colonne nur eine einzige der 
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Zahlen y, 0, &; sei etwa 0 das einzige hier auftretende Element, 
d. h. es mégen von den » zu 7"~-" conjugirten Zahlen die 4 ersten und 
die v letzten durch p™” theilbar sein, wihrend fiir die uw mittleren: 


Tse =b, a (k= 1, 2,---u) 


sein mége. Dividiren wir dann 7~" wieder durch die héchste in dem 
Coefficienten b, enthaltene Potenz von p, so kénnen wir jetzt genau wie 
oben das Element 6 nebst allen seinen Conjugirten aus allen vorher- 
gehenden Colonnen fortschaffen, waihrend es in der letzten schon von 
selbst fehlt. Geht man in derselben Weise fort, so erhalt man zuletzt 
ein System von  unabhingigen ganzen algebraischen Zahlen des Kérpers 
K(o,) nebst ihren Conjugirten, in dessen Colonnen immer eins und nur 
eins der Elemente y, 0, ¢, multiplicirt mit einer ganzzahligen Einheit 
modulo p auftritt. Ordnet man jene Elemente so, dass zuerst alle Zahlen 
py, ++ y, dann 6%, --- 6, endlich «,--.- ) auftreten, und bezeichnet 
man jedesmal z. B. das Product aus y mit der zugehdérigen fiir das 
Weitere unwesentlichen ganzzahligen Hinheit e wiederum durch y’, so 
ergiebt sich das folgende wichtige Resultat: 

Es giebt stets ein System (&),---&™) von ganzen alge- 
braischen Zahlen eines beliebigen Kérpers K(q) fiir welche das 
zugehérige algebraische System (&)”) modulo p* congruent ist 
dem folgenden einfachen Systeme: 


fy... OO, Ours 


yo... ®, Qs. O, O as+ 0 


0... 0, a... 6, Pa 

(S)= : (mod. p”), 
O... 6, 6... 9, ee 
0---0, O--- 0, e...6 








| 0 50, O--- 0, aM... 6% 


v 


r—(y%), B= (0%), EF (eX) 


a 


Fundamentalsysteme modulo p fiir die Abbildungskérper K(y), 
K(8), K(e) sind. Fiir dieses System ist also: 











a 
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r, 0, 0 
S=|0, A, O} (mod. p¥) 
0, 0, E 


d. h. es zerfillt modulo p” in die drei Partialsysteme [, A, E 
entsprechend den zugehérigen Abbildungskérpern. 
Ein solches System §,..-& ist aber auch sicher ein Fundamental- 
system modulo p fiir den Kérper K(o,), denn eine Zahl: 


Bub oe tue.” 
ist nur dann durch p algebraisch theilbar, wenn alle ihre » Conjugirten 
den Galois’schen Primtheiler p ebenso oft enthalten, als dieser in p vor- 
kommt. Ist also p genau durch p” theilbar, und ersetzt man jene » con- 
jugirten Zahlen durch die ihnen modulo p¥ congruenten der Abbildungs- 
kérper, so erhilt man die drei Systeme von bezw. A, uw, v Congruenzen: 


uy + pu, ==0 (mod.p’), (g=1,2,---A) 
Wass % ferret 4 ,0= 0 (mod.p’), (h=1,2,---w) 
Sanat 4 vee fu, e ==0 (mod. p’), (i= 1,2,---v) 


aus denen unmittelbar hervorgeht, dass die » Coefficienten u, in der That 
alle durch p theilbar sein miissen. So ergiebt sich also leicht der ganz 
allgemeine Satz: 

Ein System (€®, -.- &) ist dann und nur dann ein Funda- 
mentalsystem fiir die ganzen Zahlen des zugehérigen Ko6rpers, 
wenn es fiir jede Primzahl p fquivalent ist einem anderen, 
welches modulo p¥ in die zu p gehérigen Partialsysteme 
r,A,---E zerfillt, wenn p irgend einen Galois’schen Prim- 
theiler von p fiir das betrachtete Gebiet bedeutet. 

Ganz dasselbe Verfahren fiihrt nun auch zur Lésung der folgenden 
Aufgabe, welche als ein Grundproblem der héheren Arithmetik bezeichnet 
werden kann: 

Es sei 

D = Pe Q’ R--- 8” 
ein beliebiger Divisor des Kérpers K(@,), P,@,---S, also Primfactoren 
innerhalb K(@,), welche natiirlich auch zu verschiedenen reellen Prim- 
zahlen p,q,--- gehéren kénnen, und g,6,---v bedeuten ganzzahlige 
Exponenten, welche positiv, oder negativ, oder aber auch Null sein kénnen. 
Die Gesammtheit aller Zahlen von K(a,) welche Multipla von D sind, 
bildet dann einen Theilbereich dieses K6rpers, das zw D gehdrige Ideal 
J(D). Wir stellen uns nun die Aufgabe, ein Fundamentalsystem fiir alle 
Multipla von D zu suchen, d. h. ein System: 
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4, 7”), eee 4” 
von » solche Zahlen von J(®) zu finden, dass alle Multipla von D und 


nur sie in der Form: 
u, 4 a eee 4 u,”™ 


mit ganzzahligen Coefficienten darstellbar sind. 

Ist speciell D1, so ist J(D)—J(1) der Bereich aller ganzen 
algebraischen Zahlen; die vorher geléste Aufgabe ist also ein Specialfall 
dieser allgemeineren. 

Es sei nun p irgend eine reelle Primzahl, p ~ P* QR’ ihre Zerlegung 
innerhalb K(@,) und es seien P?, Q’, R* die Potenzen jener Primfactoren, 
welche in D auftreten, wobei natiirlich auch einige von den Exponenten 
e,6,t Null sein kénnen, wenn der zugehérige Primfactor gar nicht in D 
vorkommt. Dann zeige ich, dass man ein beliebiges System (&, - - - &) 
von unabhingigen Zahlen stets so umformen kann, ‘dass es ein Funda- 
mentalsystem zunichst fiir das Product P?Q°’R* der zu p gehdrigen 
Primfactoren von D ist, wihrend es in Bezug auf jede andere Primzahl 
q,7,-*+ gar nicht geindert ist. 

Zu diesem Zwecke kann und will ich gleich voraussetzen, dass alle 
n Elemente &, --- & bereits zu J(D) gehéren, also Multipla von D sind, 
da man dies im entgegengesetzten Falle durch Multiplication derselben 
mit geeignet gewahlten reellen ganzen Zahlen stets erreichen kann. Ich 
betrachte dann wieder das zugehérige algebraische System: 


S= (5) (,h= 1, 2,-++m) 


g 
modulo p¥, wo p der vorher benutzte Primtheiler von p ist, und ersetze 
die n? Zahlen ty durch die ihnen congruenten der » Abbildungskérper 
K(y), K(é), K(e). Es seien dann: 


>) 4. a ye), ==) =() 
7 ett *s a | 3 é gts 


die 4-+-u-+v Elemente der Partialsysteme 0", o* und rc Ordnung 
fiir diese Abbildungskérper, welche fiir diese die Fundamentalsysteme fir 


die Multipla bezw. von P*, Q’, R* sind; dann besteht z. B. das erste 
Partialsystem aus den 4 Elementen: 


=0,1,---k—1 
1 Pd (iy'+e (? i 
(1) 171 email, 2 vsdpaail 
u. s. w. Ist dies der Fall, so sind die »? Zahlen () von S modulo p” 


homogen und linear mit ganzzahligen Coefficienten durch die Elemente 
(1) und ihre Conjugirten darstellbar, genau ebenso, wie bei dem vorher 
betrachteten Falle (= 1) alle Elemente durch die » Zahlen 


PD, «+ ys; GM, 6. AH; el... gr) 
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ganzzahlig darstellbar waren. Transformirt man also dieses System (”) 
wortlich ebenso wie dies in dem speciellen Falle  — 1 vorher geschah, 
so gelangt man auch wortlich zu demselben Resultate, und man erhiilt 
so den ganz allgemeinen Satz: 

In dem zu einem Divisor D gehérigen Ideale J(D) existirt 
stets ein System (&,.-.&) algebraischer Zahlen, dessen zu- 
gehoériges System S = (6) modulo p¥ dem folgenden Systeme 
aiquivalent ist: 


. oo @ 
S=[0 A, 0 (mod. p*). 
0 0 €, 


Hier ist p ein Galois’scher Primtheiler der Primzahl p, und 
es bedeutet z. B.: 
(" 78 
a 
e = “i 
7? cee 7” 


ein Partialsystem og‘ Ordnung des Abbildungskérpers K(y), 
u. s. w.; ein solches System (&),.--&”) ist umgekehrt auch 
sicher ein Fundamentalsystem fiir alle Multipla von 


Peg Rr. 
Macht man nun dieselbe Reduction fiir alle in D auftretenden Prim- 
zahlen gq, r,--- fiir welche das System noch kein Fundamentalsystem sein 


sollte, so erhalt man mach einer endlichen Anzahl solcher Umformungen 
ein System &, &@,... &), welches in Bezug auf jede Primzahl p ein 
Fundamentalsystem fiir J(D) ist, welches somit also ein absolutes Funda- 
mentalsystem fiir die Multipla von D ist. Da ferner jedes andere Funda- 
mentalsystem fiir D dem hier gefundenen offenbar iiquivalent ist, so ergiebt 
sich der folgende wichtige und meines Wissens noch nicht ausgesprochene 
Satz, welcher einmal die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir 
enthalt, dass ein System (&), ..- &™) tiberhaupt ein Fundamentalsystem 
fiir einen algebraischen Divisor ist, und der zweitens erlaubt den zu- 
gehérigen Divisor D aus seinem Fundamentalsysteme zu bestimmen. 
T) Kin System (&,.--&) ist dann und nur dann ein Funda- 
mentalsystem fiir ein Ideal, wenn es fiir einen beliebigen 
Galois’schen Primtheiler p modulo p” in Partialsysteme 


T,,4,,°°°E 
zerfallt, entsprechend der Zerlegung: 
Pp ~ Pe aa “oo R 


t 
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der zu p gehérigen Primzahl p in ihre Primfactoren fiir K(a,), 
und wenn dasselbe fiir jede andere Primzahl gq, r,--- der 
Fall ist. 
II) Ist ferner P irgend ein Primtheiler des Kérpers K(@,) und 9 co 
die Ordnung des zugehérigen Partialsystemes [, fiir das System 
(£), --- £), so ist 
>=] [Pe * 
(P) K 
der Divisor, fiir welchen (, - - - &) ein Fundamentalsystem ist, 
wenn das Product auf alle Primfactoren des Kérpers K(a,) N 
erstreckt wird. 
§ 9. - 

Durch den am Schlusse des letzten Abschnittes bewiesenen Satz kann al 
man die Richtigkeit einer grésseren Anzahl von Fundamentalsitzen der 
Idealtheorie direct in Evidenz setzen, deren Beweis sonst grosse und b 
manchmal nicht vollig itiberwundene Schwierigkeiten bot. So habe ich in 
zwei kleineren Notizen die Aequivalenz der Kérperdiscriminante und der . 
Discriminante der Fundamentalgleichung bewiesen, und die Theiler dieser 
Kérperdiscriminante vollstindig bestimmt*). 

Ich méchte noch kurz zeigen, wie einfach sich unter Anwendung der 
hier auseinander gesetzten Methoden die Lésung der folgenden allgemeineren 7 
bekannten aber bisher noch nicht vollstiindig gelisten Aufgabe gestaltet. K 

Ks sei: 
D = Peg... sv d 
ein beliebiger Divisor, (&,--- &) ein Fundamentalsystem fiir ° 
das Ideal J(D). Es soll der Werth der zugehérigen Discriminante: 
D(®) =|," 
gefunden werden. u 

Offenbar braucht man nur zu bestimmen, wie oft ein beliebiger 
Galois’scher Primtheiler p irgend einer reellen Primzahl p in D(®) auf- P 
tritt. Ist p~ P* QR’ die Zerlegung von p innerhalb K(o,) und sind 
wieder P?¢, Q°, R* die in D enthaltenen Potenzen jener Primfactoren, so , 
ist das System (6) iiquivalent einem andern, welches modulo p” einem 
zerfallenden Systeme von der Form: 

*) Ueber die Bestimmung der Discriminante eines algebraischen Kérpers“ und ' 
Ueber die Fundamentalgleichung und die ausserwesentlichen Discriminantentheiler 1 
eines algebraischen Kérpers“. Nachrichten der Gittinger Akademie v. J. 1897 (Sitzung ] 
am 30. October 1897). 
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r, 9 0 
0, A, O 
o, © my 
congruent ist. Also besteht fiir D(D) die folgende Congruenz: 
D(D) = |F,/-|A, |? |E.|? (mod. p*), 
wo die drei Factoren auf der rechten Seite bezw. gleich den Discriminanten 
D,(y), D,(9), D(e) der Partialsysteme 9", o** und c‘* Crdnung fiir die 
Kérper K(y), K(d) und K(e) sind. Es ist also: 
D(®) = D,(y) - D,(@) - D_{2) (mod. p™). 
Nun war aber nach dem am Schlusse von § 6 bewiesenen Satze: 
Dj(y) = N(P9)* Dy(y) = N(P9?» N(P™) 
wenn d wieder die in § 6 bestimmte Verzweigungszahl fiir P bedeutet, 
also besteht fiir jede reelle Primzahl P die Aequivalenz: 
D(®) ~ N(P¢Q’ R')?. N(P*-* G-* B/-*); 
bestimmt man also in derselben Weise die in D(®D) enthaltene Potenz 
einer jeden reellen Primzahl, so erkennt man sofort, dass D(D) in der 
folgenden einfachen Weise dargestellt werden kann: 


nor—sa(IT) (IT) 


wenn die Multiplicationen beide Male auf alle Primdivisoren P des 
Kérpers K(@) erstreckt werden und jedesmal P¢ die Potenz von P be- 


deutet, welche in D enthalten ist, wihrend d die Verzweigungsordnung 
von P ist. Also ist das erste Product J [ Pe =; setzt man ferner: 


[ [2° — Be 


(P) 


und nennt 8, den Verzweigungstheiler von K(@), so besteht derselbe aus 
allen und nur aus den Divisoren, deren Verzweigungsordnung grésser ist 
als Kins, und man erhilt das einfache Resultat: 


D(D) = + (N@) - NB.) = + N(D*B..)- 
Setzt man speciell D = 1, so ergiebt sich fiir die Kérperdiscriminante D(1) 
die Gleichung: 


D(1) = NB.) = | [o"™, 
welche allgemein giiltig ist, wihrend der Werth der Kérperdiscriminante 


bisher nur in dem sogenannten reguliiren Falle bekannt war, wenn fiir 
keinen Divisor P der Grad d durch die zugehérige Primzahl p theilbar ist. 











§ 10. 

Es sei jetzt wieder D ein beliebiger Divisor, (&, &,..-&) ein 
Fundamentalsystem fiir D, und es mége (ge, g,... e) das zu jenem 
,complementiire® System sein, d. h. dasjenige, welches man erhilt, wenn 
man fiir das zugehérige algebraische System 


@ .. g@™) 
1 1 


S=| : 
ad * ¢”) 


in gewohnlicher Weise das reciproke System bildet, dann aber in diesem 
Zeilen und Colonnen vertauscht. Man erhilt dann ein System: 


z) .. g@™) 
e 1 1 
S=|[ : 
gD... go 
deren Elemente ebenfalls ein System linear unabhingiger Zahlen des 
Kérpers K(@,) nebst ihren conjugirten sind, wie sich aus der Natur 
reciproker Systeme leicht ergiebt, und ebenso folgt leicht, dass zwei 


Systeme (£) und (”) dann und nur dann complementir sind, wenn 
zwischen ihren Elementen die »? Gleichungen: 


pee, OTP 
h=1 


=1, i==k 
bestehen, oder einfacher, wenn fiir unbestimmte w,, %, die eine Gleichung: 
(1) B 3 (u,§,” + ---pu, 8") (, EO 4b) =u, U, feu, a, 

A=1 
erfiillt ist. 

Ich will nun als letzte Anwendung der hier gefundenen Resultate 
den wichtigen auf einem ganz anderen Wege von Herrn Dedekind be- 
wiesenen Satz ableiten, dass das complementiire System eines Fundamental- 
systemes fiir einen Divisor D wieder ein Fundamentalsystem fiir einen 
anderen Divisor D ist, und hierauf die Beziehung angeben, welche zwischen 
zwei solchen Divisoren besteht. 

Zu diesem Zwecke brauche ich wegen des im § 8 bewiesenen Funda- 
mentalsatzes I nur zu zeigen, dass auch das System (8) fiir einen jeden 
Galois’schen Primtheiler p modulo p” in Partialsysteme zerfiallt; ist dies 
geschehen, so liefern die Ordnungszahlen jener Partialsysteme nach (II) 
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desselben Satzes sofort die Potenzen der einzelnen in D enthaltenen Prim- 
factoren. 

Es sei also wieder p eine beliebige reelle Primzahl, P, Q, R ihre 
Primfactoren innerhalb K(@,), und es mégen P?, Q°’, R* die Potenzen von 
P, Q, R sein, welche in D enthalten sind. Ist dann p einer der vorher 
betrachteten Galois’schen Primtheiler von p, so besteht nach dem soeben 
erwihnten Satze fiir das zu (&,---&”) gehdrige algebraische System die 
folgende Aequivalenz modulo p”: 


o 


0 0 € 


r, 0 0 
@ 
(E)~{0 A, 0} (mod. p¥), 


wo [,, A,, E, die Partialsysteme der 9", o" und tr Ordnung fiir die 
Abbildungskérper K(y), K(0), K(e) bedeuten. Ist dies aber der Fall, so 
ist bekanntlich das reciproke und somit auch das complementire System 
ebenfalls einem in gleicher Weise zerfallenden aquivalent, d. h. es be- 
steht die Aequivalenz: 


r 60 CO 
(E)~{ 0 AB 0 |} (mod. p, 
0 O €E 


wo jetzt z. B. das zu [, complementiire System bedeutet. Ich werde jetzt 
zeigen, dass jedes dieser complementiren Systeme F, A, E ein Partialsystem 
, A;, E- fiir jene Abbildungskérper ist. Ist dies bewiesen, so ist damit 
gezeigt, dass (e,...£) ein Fundamentalsystem fiir einen Divisor D ist, 
welcher P, Q und R bezw. in der 9%", 6%", r°" Potenz enthilt. 

Offenbar braucht dieser letzte Beweis nur fiir irgend eines von jenen 
Partialsystemen etwa fiir [, gefiihrt zu werden. Hs seien « und z die 
Entwickelungszahlen fiir einen der v = kd Abbildungskérper K(y), dann 
bilden die » = kd Zahlen 


(2) wo nbte So 
h=0,1,2,---d—1 


nebst ihren Conjugirten das Partialsystem [,, seine Elemente sind also 
die Coefficienten der Producte u,v, in dem entwickelten Ausdrucke: 


(3) (ty + uyoe +++ y_, at?) (vy ae + v, ett.» to, atte), 


Mit Hiilfe dieser Bemerkung kann man aber leicht das zu (2) complementiire 
System finden. — 
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In der That, seien wieder: 

p()=t+a_,f' ++-+a, =(t—a,) ---(t—«) =0 
v(t) = r +pC,, ate +--+ pC, = (c—m;”) see (c—x") = 0 


die beiden Gleichungen, denen « und z nebst ihren Conjugirten geniigen. 
Entwickelt man dann die Quotienten: 


(4) 


9 (0) w(t) 
— me = a 
(t —a@) @ (@) 7 (c— x) w' (x) x? 
nach Potenzen von ¢ und rt und sei dann: 
’ i J ‘ 
” re =A +ane L...-ge—nge-1, 
—_9@)__ Fe 4 Herne +... 4 ae+d—-Y_d-1, 


(t— x) p(x) x® 
so behaupte ich, dass das aus den beiden Systemen: 
(a, @,-..a@®-9) und (x, wet), ... xe@+e-1) 
componirte: 
a) e+ a 
h=0,1,---d—1 
zu dem Systeme (a’a¢+*)) complementir ist. Der Beweis dieses Satzes 
ergiebt sich sofort aus der Identitit: 


4 > Wot my eb tty_ at?) (vpxe +o, aettt...tv, ,aete-1) 


_ of HE) 
as (¢—e) @ (@) (¢—2) w(x) x? 

welche ihrerseits nur ein specieller Fall der Lagrange’schen Interpolations- 
formel ist; denn die ganze Function von ¢ und t auf der rechten Seite 


stimmt fiir die vy = kd Werthsysteme (t—a,, tx) mit der Summe 
auf der linken Seite iiberein, beide Seiten sind also identisch. Ersetzt 
man aber in der Summe links die beiden letzten Factoren jedesmal durch 
ihre Entwickelungen (5) und multiplicirt dann aus, so geht jene Glei- 
chung iiber in: 


> (Sones) (Se ewe) — Saner 
a,n g,h g',h gh 


und aus ihr ergeben sich durch Coefficientenvergleichung die folgenden 
v® Gleichungen: 


Dd exery @oraer) = (1, 


= (Mo eye +++ ty_ 1 B-*) (19-0, t+ +++ 04_1 77"), 








C0! 


ze) 
Za 
fo 


(7 


m 


de 


de 





en 








Ueber die Entwickelung der algebraischen Zahlen in Potenzreihen. 335 


je nachdem die beiden Indexsysteme (g, hk) und (g’, h’) gleich oder ver- 
schieden sind; diese Gleichungen sagen aber in der That aus, dass die 
beiden Systeme: 


anet*® pnd “9 xe+” 
complementiar sind. 

Dass dieses complementiire System (@ z@ +”) aber ein Partialsystem ist, 
zeigt man jetzt sehr leicht. Bekanntlich sind niimlich die algebraischen 
Zahlen (@, @,---a@®-") und (x@, we@+, ...a@+4-) in (5) durch die 
folgenden aus. (5) unmittelbar sich ergebenden Gleichungen bestimmt: 


k-g-1 k-g-2 one 
4 +4a,_,@ +} +464 








a9) = 
6) : “a 
d—-h-—1 > d—-h-—2 
zle+*) — ~ +pC,_.x abi os 
ap’ (x) a® 


beachtet man also, dass die Gleichungscoefficienten a,, C, ganze reelle 
bezw. ganze algebraische Zahlen des Rationalitiitsbereiches K(«) sind, so 
ergiebt sich zunichst, dass die Systeme: 


(7) (a, a, --- @®-Y) und (x, wetD,... ae@+e-1) 


bezw. iiquivalent sind den folgenden: 


i f2.. aes : IRE aw 

p (oe)? op’ (a)? gy («) w’ (at) 2? a (x) x8’ w' (x) x8)’ 
nun ist aber g’(«) durch p gar nicht theilbar, und y’(z) ist iiquivalent 
x‘~!, wo die ganze Zahl d die in § 6 definirte Verzweigungsordnung fir 
den Divisor P ist. Also sind die beiden Systeme (7a) fiir sich fiquivalent: 

(1, a,--- a") und (a-@+4-, q-@+4,...), 

und das aus ihnen componirte complementiire System ist demnach iiquivalent 
dem folgenden: 





a ae th 


g=0, oe 
Coke 5 , 
wo zur Abkiirzung: - 
e=— (+4d—1) 
gesetzt ist. 
Das zu [, reciproke System ist also in der That ein Partialsystem 
(>, dessen Ordnung g mit g durch die Gleichung: 
e+eo——@—1) 


verbunden ist. 


Dieselbe Beziehung besteht nun aber fiir jeden Divisor P. Bezeichnen 
wir also wie friiher durch: 


3, =| [P= 
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den zu dem Kérper K(@) gehérigen Verzweigungstheiler, so ergiebt sich 
aus den soeben durchgefiihrten Untersuchungen ein neuer und einfacher 

Beweis des folgenden wichtigen Satzes: 
Ist (&, &@, --- &) ein Fundamentalsystem fiir einen be- 
liebigen Divisor D, so ist das complementiire System (E, .-. £) 
ebenfalls ein Fundamentalsystem fiir einen anderen Divisor D 
und zwischen diesen beiden Divisoren besteht stets die Gleichung: 

on 1 
D D = 3, ? 


wenn §,, den Verzweigungstheiler jenes Kérpers bedeutet. 


Berlin, den 28. Juni 1900. 


————E 
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Charles Hermite. 


Von 


M. Noeruer in Erlangen. 


Das neue Jahrhundert hat zu seinem Beginn einen Mann verloren, 
der noch aus der grossen Zeit der Gauss, Jacobi und Cauchy als ihr 
geistiger Schiiler und unmittelbarer Fortsetzer zu uns heriiberragte, in 
dessen erste Schaffenszeit die Entwicklung neuer Grundideen der zahlen- 
theoretischen, der algebraischen und der analytischen Wissenschaft ge- 
fallen ist, und der selbst durch eine lange Reihe bedeutender Entdeckungen 
so sehr den Charakter seiner Zeit mitbestimmte, dass sich an seinen 
Namen und sein Werk neben den Traditionen der Vergangenheit auch 
Ausblicke auf die Forschung der Gegenwart bis in dieses Jahrhundert 
hinein, das er noch begriissen konnte, kniipfen. Wenn so die ausser- 
ordentliche Verehrung, die Ch. Hermite immer und iiberall genossen 
hat, zuniichst auf der idealen Bedeutung der wissenschaftlichen Giiter be- 
ruhte, als deren Reprisentant er erscheint, so hatte sie eine weitere feste 
Stiitze in der edeln Persénlichkeit, welche sich in dem Verstorbenen ver- 
kérperte. Auch in Deutschland, dessen mathematische Wissenschaft Her- 
mite seinem Heimatlande vermittelte und zu dessen Forschern er von je 
enge Beziehungen unterhielt, und in unseren Annalen, die mit manchen 
seiner Bestrebungen in nihere Fiihlung gekommen sind, findet die Trauer 
um den Heimgang lebhaften Widerhall. Schon bei den Nachrufen, die 
wir seinen ihm befreundeten Mitstrebern aus der Zeit der 50° Jahre, die 
damals mit ihm um die Wiege der neueren Algebra gestanden, Cayley, 
Sylvester, Brioschi, in diesen Blittern gewidmet*), haben wir eine Reihe 
von Einzelbeziehungen zwischen ihm und insbesondere den letzten beiden 
hervorheben und eingehend erdrtern miissen; spiegeln sich ja doch 
Hermite’s Ideen in dem ganzen Schaffen Brioschi’s wieder. Aber Hermite 
war weitaus der vielseitigste unter jenen Vorkiimpfern der algebraischen 


*) S. diese Annalen Bde. 46, 50. 


Mathematische Annalen. LY. 
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Richtung, er war von arithmetischen und analytischen Einfliissen durch- 
trinkt, in seinem Gesammtwirken spielt die algebraische Richtung zwar 
eine starke, aber doch nur eine Theilrolle. Um so nothwendiger er- 
scheint es, dass wir im Anschlusse an jene Aufsitze nun auf diesen Blittern 
die Einzelheiten zu einem Gesammtbilde von Hermite’s Wirken ergiinzen 
und seine Bedeutung und Art zu wiirdigen suchen, um unseren geistigen 
Zusammenhang mit jener ilteren Zeit uns voller zu vergegenwiirtigen. 
In Bezug auf einige damals eixehend besprochenen Einzelheiten, die wir 
nunmehr, trotz ihrer Bedeutung in Hermite’s Schaffen, nur noch knapp 
beriihren, verweisen wir auf jene Aufsitze*). 

Wir stellen vorerst die wenigen uns bekannten Lebensdaten kurz 
zusammen. 

Charles Hermite, in Dieuze, Lothringen, am 24. Dez. 1822 ge- 
boren, verbrachte seine ersten Jugendjahre innerhalb seiner Familie in 
Nancy und besuchte auch das dortige Lyceum. Noch bei seinem Jubi- 
lium gedenkt er in treuer Erinnerung dieser Stadt und seiner heimat- 
lichen Provinz, in die er spiiterhin oft zuriickgekehrt. Die Schulstudien 
fiihrte er dann an den Pariser Lyceen Henry IV und Louis-le-Grand 
weiter. Sein mathematischer Lehrer an letzterem Colleg war noch der- 
selbe Richard, der schon Galois in seinen Privatstudien ermuthigt hatte**). 
Auch fiir Hermite ist charakteristisch, dass er sich schon damals nicht 
an den Schulgang des durch seine Vorbereitung fiir die Ecole Poly- 
technique bekannten Lehrers hielt, sondern, wie spiter als Zégling dieser 
Anstalt, mehr an das Selbststudium classischer Werke: von Lagrange’s 
Traité de la résolution des équations numeriques und von Gauss’ Dis- 
quisitiones arithmeticae. So erhielt er 1842 zwar das 1. Accessit in 
»Mathématiques spéciales“ beim allgemeinen Concurs der Pariser Lyceen 
in der Sorbonne, nicht aber den Preis, obwohl, nach dem Zeugniss von 





*) Von der Hermite betreffenden Litteratur sei erwiihnt: 
1. ,,1822—1892. Jubilé de M. Hermite (24. Déc.).“ Paris, Gauthier-Villars 
1893. Mit Lichtbild. 
2. C. Jordan: ,,Notice sur M. Ch. Hermite.“ C. R. de l’Ac. des Sc., vom 
21. Jan. 1901, abgedruckt im Journal de Math., 5° S., Bd. 7. 
3. E. Picard: ,,L’Oeuvre scientifique de Ch. Hermite. Ann. de I’Kc. Norm. 
Sup., 3% §8., Bd. 18, 1901. 
[Eine eingehende und iibersichtliche Wiirdigung, in einer von 
Hrn. Picard als Nachfolger Hermite’s auf dessen Lehrstuhl an der Fac. 
des Sciences am 2. Marz 1901 gehaltenen Vorlesung. 26 SS.] 
4. Ein vorliufiges Verzeichniss der Publicationen Hermite’s in Loria’s Bollet. 
di Bibl. e Stor. dei sc. mat., Heft Jan.—Miirz, 1901. 
Dazu kommt eine Reihe kiirzerer Nachrufe. 
*) Cf. Liouville in der Einleitung zu Galois’ Schriften, Journal de Math. XI, 1846. 
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Hm. Darboux*), die — bis jetzt nicht verdffentlichten —_,,feinen 
Bemerkungen seiner Bewerbungsschrift noch heute das Ingenidseste 
und Originalste bleiben, was zum Descartes’schen Theorem hinzugefiigt 
worden ist“. 

Noch aus der Collegzeit von 1842 datirt die erste publicirte wissen- 
schaftliche Arbeit Hermite’s: ,,Considérations sur la résolution algébrique 
de ’équation du cinquieme degré“ (Nouv. Ann., t. I). Wie so viele hatten 
auch ihn zuerst die Gleichungen 5%" Grades angezogen; aber, ungleich 
Jacobi, nicht die Frage der Auflésung, sondern die der algebraischen 
Auflésbarkeit selbst. Unbekanut mit den Arbeiten Ruffini’s und Abel’s, 
vor der Publication der Arbeit von Galois, lehnt sich Hermite allein an 
den Zusatz XIII von Lagrange’s Abhandlung an, und er machte dem- 
entsprechend einen Versuch, zwischen der Méglichkeit, dass sich dessen 
Resolvente 6'*" Grades durch Gleichungen 2'" und 3%" Grades erniedrigen 
lasse, und dem fiir Lésung der Gleichung 5" Grades als néthig an- 
genommenen Ausziehen einer fiinften Wurzel auf einfache Weise einen 
Widerspruch herzustellen. 

Gegen Ende 1842 trat Hermite — nur als 68**™**) — in die Ecole 
Polytechnique ein; und sogleich vertiefte er sein Studium der Gleichungen 
an der Hand der Arbeiten Jacobi’s iiber elliptische und hyperelliptische 
Functionen, welch’ letztere, erst acht Jahre vorher von diesem definitiv 
in die Wissenschaft eingefiihrt (Crelle J. 13), damals die ganze mathe- 
matische Welt in tiefe Bewegung setzten. Gliicklicher Weise waren diese 
Arbeiten, in lateinischer oder franzésischer Sprache abgefasst, Hermite 
zuginglich; und er, der Zwanzigjihrige, nahm, 6ffentlich als erster nach 
Jacobi, in eklatantem Masse seinen Anteil. Durch Liouville aufgemuntert, 
richtete er schon Januar 1843 einen Brief iiber die Theilung der hyper- 
elliptischen Functionen an Jacobi, den dieser mit Worten der héchsten 
Anerkennung iiber die Entdeckung begriisste (C. R. Bd. 17, vom 10. Juli 
1843) und, sammt dem zweiten Briefe Hermite’s vom August 1844 und 
seiner Beantwortung, in den ersten von ihm selbst besorgten Band seiner 
Werke aufnahm***), Die in der zweiten Hilfte der 40° Jahre folgende 
reiche Production Hermite’s, die mit ihren Entdeckungen in der Theorie 
der elliptischen Functionen und in der Zahlentheorie durchaus in Be- 
ziehung zu Jacobi’schen Arbeiten steht, ist ebenfalls in Briefen an Jacobi 


*) ,Jubilé etc.* Es handelt sich um den von Hermite gefundenen Satz: dass 
eine Gleichung, von der vier aufeinanderfolgende Coefficienten eine arithmetische 
Progression bilden, complexe Wurzeln besitzen muss. Cf. Nouvelles Annales de Math., 
t. I, p. 385. 

**) Cf. Nouvelles Annales de Math., t. I, p. 263; 1842. 

*) Abgedruckt auch im 2. Bande der neuen Ausgabe von Jacobi’s Werken. 
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niedergelegt und von diesem im Crelle’schen Journal veréffentlicht *); wie 
denn Hermite sein ganzes Leben hindurch eine ausgedehnte Correspondenz 
unterhielt, in die er einen guten Theil seiner Forschungsresultate und Be- 
trachtungen freigebig niederzulegen pflegte: nur ein Theil davon ist 
publicirt. 

Es scheint nicht, dass sich Hermite wihrend seiner Studienzeit, oder 
spiter, an einen seiner Lehrer, als solchen, naher angeschlossen habe; 
wohl aber stand er Manchen, besonders Cauchy, in Gesinnung und freund- 
schaftlich sehr nahe. Von 1848 an, und die 50° Jahre hindurch, war 
er als Repetitor und Zulassungs-Examinator an der Ecole Polytechnique 
thitig. Diese letztere Zeit war zugleich weitaus die seiner héchsten 
Productivitaét, seiner folgenreichsten Forschungsperiode; in allen seinen 
Gebieten: der Zahlentheorie, der neueren Algebra und der Theorie der 
Gleichungen, der Theorie der Abel’schen und elliptischen Functionen, vor 
Allem in Fragen, welche aus mehreren dieser Disciplinen ressortirten, 
driingten sich damals bei ihm die neuen Ideen, die eine Reihe weiter 
Gebiete erschlossen. Sie dffneten ihm auch schon 1856 die Pforten der 
Académie des Sciences, wie weiterhin die der iibrigen Academien und ge- 
lehrten Gesellschaften. Aber seine lehramtliche Stellung verbesserte sich 
nur langsam. 1862 wurde fiir ihn an der Ecole Normale der Lehrstuhl 
eines Maitre de Conférences geschaffen, wobei ihm nur Gelegenheit zu 
elementaren Vorlesungen gegeben, aber doch schon vergénnt war, Schiiler 
um sich zu haben, die heute einen vordern Rang in der Wissenschaft ein- 
nehmen. 1863 erhielt er zugleich das verantwortungsvolle Amt eines 
Examinateur de sortie an der Kcole Polytechnique; und 1869 wurde er 
Nachfolger Duhamel’s an dieser Schule fiir Analysis, und an der Faculté 
des Sciences erst fiir Algebra, dann ebenfalls fiir Analysis. Ersteres Amt 
behielt er activ bis 1878, letzteres bis 1897 bei. 

Hier nun entfaltete er eine eminent anregende Lehrkraft: ohne die 
Spur eines Schulgangs, aus dem Vollen hervorgegangen, wandte sie sich 
an Geist und Herz des Studirenden zugleich, flésste ihm die Liebe zur 
Wissenschaft ein, und fiihrte ihn, vom Nichsten ausgehend, rasch und 
unmerklich auf Héhen voller Ausblicke. Hier, wie in seinen Arbeiten, 
brachte er auch die, selbst von den grossen Vertretern der franziésischen 
Mathematik bisher stark vernachliissigten Ideen der auslindischen, vor 
Allem der deutschen, Analytiker zur Geltung; ja zu Beginn der 60° Jahre 
konnte man unter den Vertretern der neuen algebraischen und analytischen 
Richtungen in Frankreich nur Hermite hervorheben, in dem die ganze 


*) Auch abgedruckt in dem durch Dirichlet hesorgten 2. Bande der alten Aus- 
gabe von Jacobi’s Werken. 
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jetzige mathematische Schule dieses Landes ihren Lehrer und Meister ver- 
ehrt. Es entstanden die beriihmten ,,Cours“, die weit iiber Frankreich 
hinaus zuriickwirkten. Auch der Anfang und das Ende der 70° Jahre 
brachten Hermite nochmals zwei eingreifende Forschungsperioden. Zwischen 
der engeren Zahl von grésseren zusammenhingenden Arbeiten zieht zu- 
gleich, bis zu den letzten Tagen des Jahrhunderts, eine ununterbrochene 
Kette von etwa 200 Publicationen hin, in den Academie- und allen mathe- 
matischen Zeitschriften, mit Einzelresultaten und zerstreuten Lichtblicken 
auf alle seine Arbeitsgebiete. Dazu kommt eine Reihe, in der Académie des 
Sciences gehaltener, beredter Nachrufe, von denen die, welche ihm als Freunde 
und Forscher Verbundene, wie Halphen, Kronecker, Cayley, Weierstrass _ 
und Brioschi, betreffen, nicht nur warme und schwungvolle Worte selbst- 
loser Anerkennung finden, sondern auch mit wenigen Strichen treffende 
Bilder der wissenschaftlichen Bedeutung der Gezeichneten liefern. 

Aus einer erweiterten Examinationsthitigkeit ging auch noch ein 
Interesse fiir und ein Einfluss auf den Unterricht an den Mittelschulen 
hervor. Wie er es am Schlusse seines Lebens in einem an die Redaction der 
neuen Serie des ,,Archivs der Mathematik und Physik“, Bd. I, 1901, gerichteten 
Briefe — der auch ein Zeugnis der Pietaét gegen seine deutschen Vor- 
ginger ist — ausspricht, hilt er es schon in diesen Schulen fiir méglich, 
das mathematische Interesse durch den Hinweis auf hohe, aber einfache 
Ideen der grossen Meister zu wecken, wie er denn die Anregung des 
Interesses weit tiber noch unverstandene Strenge stellt. Dieser Stand-— 
punkt ergab ihm auch fiir die ersten Jahre des Hochschulunterrichts sein 
Programm. 

Das Jahr 1892 brachte Hermite, an seinem 70%" Geburtstage, eine 
Huldigung, wie sie selten einem Gelehrten zu Theil wurde*). Sie galt 
zwar dem Forscher und Lehrer, aber sie ging zugleich aus der allgemeinen 
Verehrung hervor, welche er als Persénlichkeit genoss. Er hat ein langes 
arbeitsreiches Leben ganz der reinen Wissenschaft geweiht, der Erforschung 
neuer Wahrheiten und der Mittheilung ihrer Lehren. Und nicht nur ihrer 
Lehren: er wusste den sittlichen Geist in seine Schiiler zu pflanzen, e1 
spendete ihnen aus der Fiille seiner Gedanken, er war ihr treuester Freund. 
»Die Wissenschaft gibt“, sagt Hermite an seinem Jubeltage, ,,in Erwiderung 
der Anstrengungen, die sie auferlegt, Freundschaftsbeziehungen, als beste 
Belohnung“. Er verband mit den Gaben des Geistes gerade die Gaben, 
welche den Menschen liebenswerth machen und ihm Freunde erwerben. 
Keiner war pietitvoller gegen seine Meister, keiner mehr als er davon 
entfernt, fiir sich selbst Anspriiche zu stellen, da er seine eigenen 


*) §. die oben genannte Schrift ,,Jubilé etc.“ 
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Leistungen stets an den hohen Endzielen, die er im Auge gehabt, mass. 
Wie oft hat er fremde Entdeckungen, auch wenn sie von ihm selbst 
langst gehegte Gedanken aussprachen, freudig anerkannt, wie suchte er 
iiberall auch das kleinste Verdienst Anderer, wenn es einen Beitrag m 
einem héheren Ziel zu bilden schien, klarzustellen und hervorzuheben. 
Die ihm eigene unerschépfliche Héflichkeit und Zuvorkommenheit, wie 
sie sich in seinen Briefen kundgibt, war nichts Aeusserliches; es war die 
Form, unter der sich ein bescheidenes Wesen, ein hoher Sinn und ein 
inneres Wohlwollen bargen. 

Ch. Hermite verschied am 14. Januar 1901, unerwartet und schmerzlos. 
Vermihlt war er mit einer Schwester seines Freundes Joseph Bertrand; 
des anregenden Verkehrs in dem Gelehrtenheim der Rue de la Sorbonne 
werden sich zahlreiche Fachgenossen dankbar erinnern. Jetzt betrauert 
die Wittwe mit einer zahlreichen Familie: zwei Téchtern, zwei Schwieger- 
sdhnen, unter denen E. Picard, mit Enkeln und Urenkeln und mit vielen 
Niherstehenden, den Hintritt ihres Oberhauptes. — 


Die Arbeiten Hermite’s lassen sich zwar in bestimmte Richtungen 
gruppiren, die meist auch zeitlich auseinanderliegen, nicht aber direct 
nach dem gewoéhnlichen Schema der mathematischen Disciplinen unter- 
scheiden. Die grésseren Leistungen gehéren zumeist Grenzgebieten zwischen 

mindestens zwei dieser Disciplinen an, und sie haben, iiusserlich betrachtet, 

‘nur das gemeinsam, dass sie als arithmetische in demjenigen weiteren 
Sinn der Zahl zu kennzeichnen sind, der das stetige Gebiet mitumfasst, 
also neben der engeren Zahlentheorie Algebra und Analysis einschliesst, 
Geometrie und Mechanik aber noch ausschliesst*). 

In den ersten Arbeiten, bis Mitte der 40° Jahre, strémt ein miich- 
tiger Gedankenfluss von den Gleichungen aus auf die Theorie der Abel- 
schen und elliptischen Functionen iiber. Ende der 40° Jahre bis tief in 
die 50° Jahre hinein fiallt die lange Reihe der engeren arithmetischen 
Arbeiten, sogleich (1847) ausgezeichnet durch Einfiihrung von algebraischen 
Ideen iiber quadratische Formen, und dann, damit verbunden, durch die 
Einfiihrung von continuirlichen Variabeln. Der ganze Reichthum dieser 
selben Quelle enthiillt sich aber erst kurz darauf (1852—1854), als die 
allgemeinen Invariantenideen zur neueren Algebra der Formen daraus her- 
vorbrechen. Nur ein Jahr spiater (1855) geht die engere Arithmetik eine 
neue Verbindung mit der Theorie der Thetafunctionen ein, und es ent- 
steht die Arbeit, welche unter den Leistungen Hermite’s den gréssten 
Einfluss ausiiben sollte: die Grundlegung der Transformationstheorie in 


*) Cf. Kronecker, ,,Ueber den Zahlbegriff“, Crelle J. 101 (Werke II). 
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der Theorie der Abel’schen Transcendenten. Schon das Jahr 1858 bringt 
die Entdeckung, welche den Namen Hermite’s in die weitesten Kreise 
getragen hat: die Auflisung der allgemeinen Gleichung 5" Grades mittelst 
elliptischer Functionen, eine Frucht der Verbindung der Theorie der Sub- 
stitutionsgruppen und der Gleichungen mit der der elliptischen Functionen, 
zu deren weiterer Ausreifung auch noch die Formentheorie sich gesellte. 
Diese Arbeit, und die 1859 entstandene iiber die Modulargleichungen 
der elliptischen Functionen, einer Verbindung von Gleichungstheorie, 
elliptischen Fuanctionen und Arithmetik entsprossen, enthalten die Keime 
einer neuen Entwicklung, die zu den modernen Disciplinen der Modul- 
functionen und der automorphen Functionen hinfiihren sollte. Die in 
diesen 50% Jahren entfaltete Fruchtbarkeit ist eine geradezu erstaun- 
liche; wie denn diese Jahre, in denen auch Puiseux’s Arbeit erschienen 
ist und Weierstrass und Riemann der Functionentheorie neue Grundlagen 
gegeben haben, zu den wichtigsten der ganzen Geschichte der Mathe- 
matik gehéren. 

Der Anfang der 60° Jahre erzeugt, in Anwendung der Theorie der 
elliptischen Functionen auf die engere Zahlentheorie nach Jacobi’s Vor- 
gang, Resultate in Classenzahlrelationen. Es folgt scheinbar eine Pause, 
fusserlich angefiillt von Vorlesungen und kiirzeren Aufsiitzen tiber Reihen- 
entwicklungen von elliptischen und anderen Functionen. Da erscheinen 
plitzlich (1873) die Arbeiten iiber Approximation der Functionen, gipfelnd 
in dem grossen Abschlusse des Beweises der Transcendenz der Grundzahl e 
des natiirlichen Logarithmensystems: arithmetische Begriffsbildungen, auf 
die Analysis angewandt. 

Gegen Ende der 70° Jahre aber beginnt Hermite die ,,Anwendungen 
der elliptischen Functionen“ auf die Theorie der linearen Differential- 
gleichungen, die Liésung einer Verallgemeinerung der Lamé’schen Gleichung 
durch seine doppelt-periodischen Functionen 2‘* Gattung, womit er sich 
von den elliptischen Functionen aus auf ein Gebiet begab, das die neuere 
Analysis beherrscht, und auch Probleme der Mechanik léste. Die ganze 
iibrige Arbeitszeit war, im Anschlusse an seine Vorlesungen in der Faculté 
des Sciences, wesentlich den elliptischen Fumctionen, den bestimmten Inte- 
gralen und den eindeutigen Functionen einer Variabeln tiberhaupt gewidmet. — 





Im Jahre 1828 schreibt Jacobi, in seinen ,,Notices sur les fonctions 
elliptiques“, welche hauptsichlich die Transformation und Theilung be- 
handeln, an Crelle: ,,Vous voyez, Monsieur, que la théorie des fonctions 
elliptiques est un vaste objet de recherches qui dans le cours de ses deve- 
loppements embrasse presque toute l’algébre, la théorie des intégrales dé- 
finies et la science des nombres. Quel titre de gloire pour Jillustre 
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auteur du <Traité des fonctions elliptiques», que d’avoir eréé cette belle 
théorie et d’avoir allumé ce flambeau a la postérité.“ Diese Worte 
miissen in Hermite geziindet haben, sie deuten prophetisch auf sein Werk 
und umfassen ein grosses Stiick seines Zukunftsprogramms. 


Jacobi hatte (hier in Cr. J. Bde. 3, 4, wie schon in Cr. J. Bd. 2) 
den analytischen Ausdruck der Wurzeln der Gleichung des Grades n? fiir 
die »-Theilung der Argumente der elliptischen Functionen abgeleitet, 
indem er zur Umkehrung seiner Transformationsformeln den Charakter 
der doppelten Periodicitét benutzte, und er hatte dadurch auch die alge- 
braischen Ausdriicke der Wurzeln, die bei Abel noch von zwei successiven 
Gleichungen n Grades abhingen, auf einfache und eindeutige Weise als 
Summe von x» Wurzeln ( prim) von rationalen Ausdriicken erhalten. 
Publicirt aber hatte Jacobi nur den Beginn der Ausfiihrung, das Weitere 
ist erst spiiter (Ges. Werke, 1, 1881) aus dem Nachlass veréffentlicht. 
Wie hoch Jacobi die Grundlage, die Formel der inversen, irrationalen 
Transformation geschitzt, geht aus einem Briefe an Legendre vom 18. Jan. 
1829 hervor: ,,La découverte de cetie formule m’a couté beaucoup de 
peine, et c’est peut-étre pourquoi je voudrais la compter pour le résultat 
le plus important de tout ce que j'ai trouvé jusqu’ ici.“ 

Ferner hatte Jacobi in seiner Abhandlung von 1834 (Cr. J. 13) 
De functionibus duarum variabilium quadrupliciter periodicis . . .“, welche 
die Grundlage der Umkehrung der hyperelliptischen Integrale enthiilt, 
auch schon angedeutet, dass die »-Theilung fiir die hyperelliptischen Func- 
tionen von zwei Argumenten auf eine Gleichung des Grades n*‘ fiihre, die 
fiir »—2 durch blosse Quadratwurzeln lésbar sei, jedoch ohne Aus- 
fiihrung. 

Hier nun sollte, angeregt durch diese beiden Untersuchungen, der 
junge Hermite eingreifen. In seinem schon angefiihrten Briefe an Jacobi 
vom Jan. 1843 (auch in ©. R. t. 17 und im Cr. J. 32) gibt er mit 
einem Schlage die Verallgemeinerung der Jacobi’schen algebraischen Lésung 
der allgemeinen n-Theilungsgleichung von den elliptischen Functionen auf 
die hyperelliptischen von zwei Argumenten, und zwar fiir eine beliebige 
Zahl n: eine Arbeit, die schon eine tiefe Einsicht in die Periodicitiits- 
eigenschaften dieser Functionen und in das Abel’sche Theorem erforderte. 
Zu jener Zeit war von diesen Functionen ausser ihrer Definition noch 
nichts bekannt, und Abel’s schwierige Arbeit iiber sein Theorem war 
eben erst erschienen. Hermite ging auch noch auf die ,,specielle“ n-Theilung 
der Perioden ein, indem er Jacobi’s Bemerkung (Cr. J. 13), dass dieselbe 
fiir eine Primzahl » auf eine im Allgemeinen nicht lésbare Gleichung 


des Grades ™ 





— . — der Anzahl der Transformationen n‘** Ordnung — 
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und auf eine lésbare Gleichung des Grades at fiihre, bewies. In Bezug 


auf das Erstere schreibt ihm Jacobi (Juni 1843, C. R. 17): ,,Sie haben 
sich durch die Entdeckung dieser Theilung ein weites Feld fiir Unter- 
suchungen und neue Entdeckungen gedéffnet, welche der analytischen Kunst 
einen grossen Aufschwung geben werden“. 

Auch bei den niichsten Arbeiten steht das grosse Problem, welches 
Jacobi der Wissenschaft vorgelegt, die analytische Darstellung der Um- 
kehrungsfunctionen der Integralsummen, fiir Hermite als Leitstern da. 
Er dehnt in der Abhandlung ,,Sur la théorie des transcendantes a diffe- 
rentielles algebriques* (C. R. 18, 1844; auch im Journ. de Math. IX) 
auf Grund von Abel’s Abhandlung das Problem auf die Integrale iiber 
beliebige algebraische Differentialausdriicke aus; er versucht die Perioden 
einzufiihren, wohl schon als Integrale auf Schleifenwegen zwischen Ver- 
zweigungspunkten, aber ohne — 2 Jalire vor Cauchy’s Noten in C. R. 
t. 23 und 6 Jahre vor Puiseux’s ,,Recherches‘ — hier zum Abschluss 
kommen zu kénnen; er denkt auch an die linearen Differentialgleichungen 
fiir die Integrale 1°" Gattung als Functionen des Moduls. Wichtiger ist, 
dass er zum Zwecke des Fortschritts zuniichst fiir néthig hilt, in die 
Transformationstheorie der elliptischen Functionen, also in ein geléstes 
Problem, neue, und zwar functionentheoretische, Gesichtspunkte einzu- 
fiihren, um so den rationalen Ausdruck der neuen Variabeln y durch die 
urspriingliche «== sinamw und die algebraische Beziehung zwischen y 


und 2 zu gewinnen, wie auch die Transformation des Integrals dritter 
Gattung. 

Dieser Gesichtspunkt fiihrt Hermite kurz darauf (Brief an Jacobi 
vom August 1844; auch in Cr. J. 32 veréffentlicht) zu einer Entdeckung, 
welche ihm erlaubt hat, die Theorie der Thetafwnctionen einheitlich vor- 
erst der ganzen Theorie der elliptischen Functionen zu Grunde zu legen, 
und welche spiterhin auch fiir seine Transformationstheorie der Abel- 
schen Functionen, wie fiir die Thetarelationen iiberhaupt, in der That 
das Fundament werden sollte. Hermite fiihrt neue Functionen ein: die 
allgemeinsten holorhorphen Functionen von w mit den Periodicitiitseigen- 
schaften rationaler ganzer homogener Functionen n‘" Grades von 0(w) 
und H(w), die spiater sogenannten Thetafunctionen n* Ordnung, und er 
erkennt ihre Grundeigenschaft, dass sie sich aus 2m solchen Functionen 
linear und homogen zusammensetzen lassen. 

Diese scheinbar einfache, aber folgenreiche Entdeckung liefert ihm 
ohne Weiteres die Jacobi’schen inversen Formeln fiir die Transformation 
n* Ordnung. Sie gibt ihm aber auch den transcendenten Ausdruck der 
allgemeinsten doppelt-periodischen Function, die eine rationale Function 
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. dz . ‘ . : : 
von = sinamu und =~ ist, in der neuen Form eines Quotienten zweier 


Producte von Thetafunctionen von gleich vielen Factoren [,,Hermite’scher 
Satz“]: 

TT, H (% + a;) 

TT, H(w+ b)) 





mit der aus dem doppelt-periodischen Charakter geschlossenen Bedingung 
Za,=Zb, (mod. Perioden). 


Dies letztere ist nichts anderes als das Abel’sche allgemeine Additions- 
theorem fiir elliptische Functionen, oder wenn man will, der [,,Riemann- 
Roch’sche“] Satz fiir die Anzahl der linear unabhiingigen doppelt-perio- 
dischen Functionen, mit gegebenen Unendlichkeitspunkten. In dieser Ab- 
leitung, an Stelle derjenigen Abel’s, fand Jacobi (Cr. J: 32) das Originalste 
und Ingenidseste der Untersuchung Hermite’s. ,,Hermite hat“, sagt Jacobi 
in einem aus dem Nachlass veréffentlichten Aufsatz (Ges. Werke, II, 8. 516), 
ydem Abel’schen Werke eine neue Form gegeben, wie sie fast allen 
Arbeiten dieses grossen Genies zu wiinschen ist, wenn ihre tiefen Ge- 
danken klarer hervortreten sollen.“ Die Ableitung der ganzen elliptischen 
Transformationstheorie aus seinem Thetatheorem deutet Hermite nur 
erst an. 

Inzwischen hatte auch Liouville in Vorlesungen eine einfache Theorie 
der doppelt-periodischen Functionen entwickelt, die auf ihre Zerlegung 
in eine Summe von solchen mit nur je zwei Polen im Periodenparallelo- 
gramm gegriindet war. Hermite legte dann der Academie eine gréssere 
Arbeit vor, in der er an der Hand der Cauchy’schen Residuentheorie die 
Zerlegung der doppelt-periodischen Function mit einer endlichen Anzahl 
von Polen im Parallelogramm in ihre einfachsten transcendenten Elemente 
lehrt: in eine Summe von Functionen shots F also von Integralen 
2" Gattung mit nur je einem Unstetigkeitspunkte, und deren Differential- 
quotienten. Eine leichte Umrechnung fiihrt von da zur Darstellung als 
Summe von einfachen elliptischen Functionen, wie .——----.._ Die 

sin am (wu — a) 
nach den Berichten von Cauchy und Liouville (C. 8. 32) urspriinglich 
fiir die Mém. des Sav. Etrang. bestimmte Arbeit liegt jedenfalls den 
spiter als Anhang zu Lacroix’s Traité erschienenen vielgelesenen ,,Notes“ 
zu Grunde; und auf den Arbeiten von Cauchy, Liouville und Hermite in 
Gemeinsamkeit baut sich dann das systematische Werk von Briot und 
Bouquet auf. 

Hermite’s Untersuchung von 1844 iiber die elliptischen Functionen 
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hatte ihm offenbar als Vorbereitung fiir eine analoge Behandlung der 
héheren Transcendenten dienen sollen. Er hatte richtig vorausgefiihlt, 
dass es dabei zuniichst auf eine Verallgemeinerung der elliptischen Theta- 
function ankomme, wobei an Stelle der Productzerlegung, welche Jacobi 
benutzt hatte, die Periodicitiitseigenschaften zu Grunde zu legen seien. 
Aber in diesem Versuch war er weniger gliicklich. Er gelangt zwar (in 
dem Briefe von 1844) bis zu einer Form des Satzes fiir Vertauschung 
von Argument und Parameter und zu Additionstheoremen fiir die Integrale 
3 Gattung der Functionen von zwei Argumenten; und dieses Vorgehen 
hat auch Jacobi angeregt, alte Untersuchungen dariiber auf alle hyper- 
elliptischen Classen auszudehnen (Cr. J. 32). Aber selbst auf inductivem 
Wege gelingt es Hermite nicht, zu den Thetafunctionen mehrerer Ver- 
iinderlichen selbst vorzudringen. In der wirklichen analytischen Dar- 
stellung der neuen Umkehrungsfunctionen Jacobi’s sollten ihm, fiir die 
erste Classe der hyperelliptischen Functionen, inzwischen andere zuvor- 
kommen, angeregt durch die Preisfragen, welche schon vor 1840 von der 
Kopenhagener, 1840 durch Dirichlet von der Berliner, auf 1846 von der 
Pariser Akademie gestellt worden waren. 

Gépel hatte, ganz in der Stille an analytischen Gedanken arbeitend, 
die ihm friih einen tiefen vorausschauenden Blick in die Functionsbegriffe 
thun liessen, schon etwa seit 1840 die Grundidee seines Werkes gefasst, 
auch von dem Ausgangspunkt der elliptischen Functionen her, mit Ideen, 
die mit den von Hermite in den beiden genannten, 1846 publicirten 
Briefen ausgesprochenen so verwandt waren, dass er gerade durch diesen 
Umstand bewogen wurde, mit seinen Entwicklungen hervorzutreten (Cr. 
J. 25, 1847). Die von Hermite gesuchte Function stellt er in der That 
inductiv aus den Periodenverhiiltnissen her: als eine doppelt unendliche 
Summe von Exponentialgréssen, deren Exponent ein quadratischer, nicht 
homogener, Ausdruck in zwei Indices ist; und er entwickelt, durch Bildung 
des Products je zweier solcher Reihen, das er als Thetafunction mit trans- 
formirtem Modul auffasst, und unter Benutzung der Periodicitiitsverhilt- 
nisse, rechnend — wie Jacobi in Cr. J. 3 — Thetarelationen und daraus 
das Differentialproblem. In seiner Transformationsarbeit von 1855 hat 
dann Hermite den Weg Gépel’s, insbesondere dessen Relation 4‘ Grades, 
seinem bei den elliptischen Functionen entwickelten Princip der linearen 
Zusammensetzung von Thetafunctionen hdherer Ordnung eingeordnet. 

Auch Rosenhain war schon 1844 auf die neuen Functionen durch 
Induction gekommen, wenn auch nicht durch eine scheinbar so unver- 
mittelte Divination wie Gépel: er stieg von den 3-fach periodischen Func- 
tionen, die sich ihm bei der Umkehrung der Integralsummen 3** Gattung 
im elliptischen Falle ergeben hatten, zu den 4-fach periodischen Functionen 


348 M. Noeruer. 


auf, wie man von der Exponentialfunction zur elliptischen Thetareihe 
weitergeht. Der weitere Weg war wieder ein rechnerischer, diesmal, 
wiederum nach dem Vorbild Jacobi’s (Cr. J. 32), durch das Product von 
vier Thetafunctionen hindurch; und auch einige ganz specielle Fille der 
allgemeinen linearen Transformation der Thetafunctionen kommen dabei 
vor. Dass die 1846 von der Pariser Akademie preisgekrénte Arbeit erst 
1851 erschien, war fiir Hermite auch ein Hinderniss zu weiteren Versuchen 
in diesem Gebiete. 

Wenn Hermite die Gabe einer kiihn vorausnehmenden Induction, mit 
ihrem Gefolge von unabsehbaren Rechnungen, nicht eigen war, so zeigen 
die Arbeiten eines anderen Forschers, der um dieselbe Zeit von denselben 
Problemen angezogen worden war, voll die ausserordentlichen analytischen 
Schwierigkeiten, die in jener Zeit noch der directen Lésung entgegen- 
standen, und lassen verstehen, dass die Aufgabe zu friih an den jugend- 
lichen Hermite herangetreten war. Der Jacobi’sche Weg der unbestimmten 
Wiederholung der Transformation der Integrale verbot sich ohne vorherige 
Kenntniss der héheren Thetafunctionen von selbst; es blieb nur, wie bei 
Abel, die fortgesetzte Multiplication, und eine Verallgemeinerung des 
ganzen Jacobi’schen Operationscyklus, der, von der elliptischen Function 
ausgehend, zum Integral 2" Gattung und zur Thetafunction gelangt und 
auf diese wieder die Integrale 3‘ Gattung und die Bruchdarstellung der 
elliptischen Functionen selbst zuriickfiihrte. Es bedurfte eines in allen 
Gebieten der Functionentheorie voéllig neuen und sicheren Grund schaffen- 
den Geistes, wie es Weierstrass war, um auf solchem Wege voran und 
zum Ziel za kommen. Und auch ihm, der schon 1840 den Gang Abel's 
und Jacobi’s nochmals selbstindig an den elliptischen Functionen sich 
eréffnet und streng gemacht hatte, gelang es erst Ende der 40° Jahre 
durchzudringen, um 1853 eine erste systematische Uebersicht zusammen- 
zustellen, dann freilich gleich fiir die hyperelliptischen Classen von » 
Variabeln, zu denen der friihere Weg von den Theta’s aus, wegen Un- 
kenntniss der Modulbeziehungen fiir » > 2, nicht fiihren konnte. Was 
auch fiir Hermite das Haupthinderniss auf diesem Wege bilden sollte, hat 
Jacobi schon sehr friih (1846) erkannt*): den damaligen Mangel einer 
Betrachtung des Gesammtumfangs der Werthe der algebraischen Function 
und ihrer Integrale, auf allen Wegen durch das complexe Gebiet, und der 
darauf ruhenden Periodenrelationen. Hier eben musste erst, auf Cauchy 
gestiitzt, Puiseux und dann Weierstrass eingreifen, und nach ihnen Riemann 
seine Theorie der algebraischen Functionen aufbauen. 

Kinen kleineren Beitrag zu dieser Theorie hat auch Hermite geliefert, 


*) S. dessen nachgelassenen Aufsatz in Ges. Werke, II, p. 516. 
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indem er in einer kurzen Note von 1851 (C. R. 32), gleich nach der 
ersten Abhandlung Puiseux’, die Galois’sche Gruppentheorie auf die Ge- 
sammtheit der Substitutionen anwandte, welche die Wurzeln 1, --- u,, 
einer algebraischen Gleichung f(w, 2) = 0 durch die verschiedenen Wege 
von z erleiden, und die so inducirte Gruppe, die spiiter sogenannte 
»Monodromiegruppe“, in ihrer Bedeutung einfiihrte: als Calois’sche Gruppe 
im Z-Bereich; so z. B. fiir die allgemeine n-Theilungsgleichung bei 
elliptischen Functionen. 

Wiihrend ‘das Hermite als weites Ziel vorschwebende Gebiet der 
Abel’schen Functionen von anderen Seiten in Angriff genommen war, 
war es ihm spiiter (1855) doch vergénnt, einen der wichtigsten Zweige 
selbst zu schaffen: die Transformationstheorie. Zuniichst aber driingte 
ihn seine Ideenfiille auf ein anderes Feld, das arithmetische, auf das wir 
ihm nun zu felgen haben. 







































Auf jene ersten beiden Briefe an Jacobi folgen drei Jahre stillen 
Arbeitens, um dann einer arithmetisch-algebraischen Periode Platz zu geben. 
Sie wird wiederum eingeleitet durch vier iiberreiche Briefe an Jacobi, die 
1850 unter dem Titel ,,Sur différents objets de la théorie des nombres“ 
im Crelle’schen Journal (Bd. 40) erschienen und 1851 in den 2‘ Band 
von Jacobi’s Werken aufgenommen sind. Man wird die fehlende Datirung, 
nach Hinzelheiten des Inhalts, auf 1847 fiir die zwei ersten, auf 1848 fiir 
die zwei letzten Briefe (oder Anfang 1849 fiir den letzten) anzusetzen 
haben. Dazwischen fillt noch eine gréssere Ausarbeitung von Marz 1848 
in Crelle’s J. 36, und es folgt eine zusammenfassende Darstellung im Juli 
1850 (Cr. J. 41), mit weiteren Verallgemeinerungen 1853 (ib. 47) und 
1856 (ib. 53). 

Hermite wird zuniichst von der arithmetischen Methode angezogen, 
wie sie Jacobi in jener mehrfach angefiihrten Abhandlung, Crelle J. 13, 
angewandt, um die Unméglichkeit einer eindeutigen Function einer 
Variabeln mit mehr als zwei Perioden nachzuweisen. Er fasst die Methode 
als Verallgemeinerung des Kettenbruchalgorithmus auf, benutzt sie, um 
nachzuweisen, dass ,ein Ausdruck Aa + BB -+ y bei beliebigen reellen 
Gréssen A, B durch ganze Zahlen «, 8, y zu Null oder aber beliebig 
klein gemacht werden kann, und er stellt sich die Aufgabe, auch die aus 
Gleichungen dritten Grades stammenden algebraischen Zahlen analog zu 
charakterisiren, wie es seit Lagrange fiir die ganzzahligen Gleichungen 
2" Grades geschehen ist. Hierbei bestiitigt Hermite zunichst zwar den 
ersten Theil eines von Dirichlet gethanenen Ausspruches (1833; dessen 
Werke I, S: 197): ,,Es scheint eine Higenthiimlichkeit dieses Theils der 
Mathematik [der Theorie der Zahlen] zu sein, dass darin grosse Fort- 
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schritte fast immer durch die Bemiihungen hervorgerufen werden, wodurch 
man sich von der Richtigkeit einzelner auf dem Wege der Induction ge- 
fundener Sitze zu iiberzeugen sucht“; aber wenn Dirichlet fortfahrt: 
»Wwihrend in allen anderen Zweigen der Analysis bedeutende Resultate 
eine Folge neuer Gesichtspunkte zu sein pflegen“, so war er bekanntlich 
kurz darauf durch Einfiihrung seiner analytischen Gesichtspunkte selbst 
dazu gekommen, die Zahlentheorie aus der bisherigen isolirten Stellung 
zu erheben und sie auch beziiglich der Forschungsmethode den iibrigen 
analytischen Zweigen gleichzustellen. Und auch Hermite gelingt es sehr 
bald, zu einem neuen einheitlichen Gesichtspunkte und einer festen Methode, 
und damit zur Erledigung neuer Probleme, vorzudringen. 

Beim eifrigen Studium der Disquisitiones Arithmeticae wurde sein Geist 
vor Allem von dem rein algebraischen Charakter so vieler Definitionen und 
Entwicklungen beriihrt, der ganz unabhiingig dasteht von der Annahme 
der Ganzzahligkeit der Coefficienten und Variabeln in den dort behandelten 
biniren und terniren quadratischen Formen. ,,[n diesem immensen Unter- 
suchungsgebiet, das uns von Gauss erdffnet ist“, schreibt er im dritten 
der Briefe, ,scheinen mir die Algebra und die Theorie der Zahlen zu einer 
und derselben Ordnung der analytischen Begriffe verschmelzen zu sollen“. 
Und dieses von Gauss vorbereitete miichtige Instrument der quadratischen 
Formen fiir seine allgemeinen Fragen zu verwerthen, war die neue Idee 
Hermite’s. Dazu gesellte sich aber ein zweiter Gedanke, welcher diese 
Idee erst fruchtbar machte, indem er die Fragen der unbestimmten Ana- 
lysis auf elementare Principien zuriickfiihrte: die Einfiihrung willkiirlicher, 
continuirlicher Parameter in die, seinen Problemen zu adjungirenden, wesent- 
lich positiven quadratischen Formen. 

So fiihrt Hermite die gewéhnliche, aus der Kettenbruchentwicklung 


folgende Anniherung an eine Zahl A durch Briiche = zuriick auf die 
Betrachtung der biniiren Form 

(x _ Ax) + — 
mit dem willkiirlichen positiven Parameter A, und mit der Determinante 


1 ‘ . ° P ‘ 
= —-- Man weiss, dass man die Form, also auch jeden ihrer beiden 











A 
, ee 4 < 
Theile, durch ganze Zahlen « = m, x’ = m’ kleiner als y... 3 D= Vex 
. 4/4 |m | 2 ‘ 
machen kann, und hat somit m < /—, |—— |< -- Nimmt man 
3 m m? V3 


hier diejenigen Zahlen m, m’, welche die Form bei gegebenem A zu einem 
Minimum machen, so wird, fiir 2<m, auch (m’'—Am)*? < (2’— Az)’; 
und man erhilt so, wenn man A stetig von 0 bis + co wachsen lisst, 
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als sprungweise sich andernde zahlentheoretische Functionen der stetigen 


Grésse A eine Reihe von Briichen =, welche die nach Lagrange charakte- 


ristische Higenschaft der successiven Niaherungsbriiche der Kettenbruch- 
entwicklung von A haben, also die Gesammtheit dieser Briiche gerade 
wiedergeben. 

Analog wird die oben beriihrte erweiterte Frage nach der gleich- 


a - . . me m m” 
zeitigen Anniherung von zwei Zahlen A, B durch zwei Briiche ay Und ~~ 


behandelt, mittelst Untersuchung der Minima der definiten terniiren Form 
f = (e—Aa) + (2”— Ba + 5, 


wo A wieder ein stetiger positiver Parameter; einer Form, die, nach den 


Disquis., immer unter be VD = 5a bleibt. Directer wird die An- 


niherung an Null von Aw+ BB+ y auf die successiven Minima der 
zu f im Gauss’schen Sinne ,,adjuncten“ Form 

(Aa’+ Ba” + x)? + ete 
bei stetig wachsendem A zuriickgefiihrt. 

Zur Anwendung dieses Gedankengangs auf héhere Fragen hatte sich 
Hermite erst den Weg zu bereiten, indem er die definiten quadratischen 
Formen von beliebig vielen Variabeln, nach dem Vorbilde von Gauss fiir 
zwei und drei Variable, durch ganzzahlige lineare Transformationen von der 
Determinante 1 auf ihre einfachsten Formen zu reduciren, diese Formen 
also in nicht-iiquivalente Classen einzutheilen hatte. Die algebraische Aus- 
dehnung der Theorie der adjuncten Formen bildet hier das Hauptmittel 
der Untersuchung (2' und 3" Brief); sie dienen zur succesiven Auf- 
stellung der Grenzbedingungen fiir die Coefficienten der Reducirten, die 
wenigstens so weit eingeschriinkt werden, dass héchstens endlich viele 
Reducirte zu einer Classe gehéren; und die Grenzbedingungen liefern das 
Minimum der Form bei gegebener Determinante. So ergiebt sich also 
auch die Endlichkett der Anzahl der nicht-iquivalenten Classen von defi- 
niten quadratischen ganzzahligen Formen. 

Als erste gréssere Anwendung erhilt Hermite Fundamentalsitze der 
Theorie der allgemeinsten algebraischen ganzen Zahlen (1** Brief). Fiir 
eine ganzzahlige Gleichung vn‘ Grades 


F(a) = a" + Aa-!+.--.-+L=0, 


mit den reellen Wurzeln «;,, werden, mittelst » Unbestimmter 2,--+,%,_ 4, 
die » Functionen 
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n—1 
p(«;) => oe, 2, 
k=0 
aufgestellt und danach das Product 


f = Norm [9(«,)] 
und die definite quadratische Form 


f= a 4,9" («;) 


mit den willkiirlichen stetigen positiven Parametern A;, mit einander 
verglichen. [Wenn die Wurzeln «, nicht alle reell sind, so tritt nur je 
an Stelle zweier Quadrate ein auf zwei imaginir-conjugirte Wurzeln be- 
ziigliches Product.] Ganzzahlige Werthe der Gréssen x,, die f’ bei ge- 
gebenen A, zu einem Minimum machen, bewirken auch fiir f ein Minimum, 
das sich aber als unabhingig von den A,, nur abhingig von der Diseri- 
minante D von F(x) erweist. So ergeben die verschiedenen sprungweisen 
Minima von /’ schon den Satz: dass eine durch f darzustellende ganze 
Zahl sich fiir eine unendliche Anzahl verschiedener Werthsysteme der 2, 
periodisch wiederholen muss. Indem spiiter die lineare Substitution der 
&,, welche f’ bei gegebenen A;, in seine Reducirte iiberfiihrt, auch auf f 
angewandt wird, ergiebt sich, bei stetiger Variation der A;, aus f nur 
eine begrenzte Zahl transformirter reducirter Formen, die sich gruppen- 
weise wiederholen; aus den Begrenzungen der Reducirten von f’ aber der 
Fundamentalsatz: dass alle einem Werth der Discriminante D entsprechen- 
den Normformen f nur eine begrenzte Anzahl von Classen bilden. 

In der Abhandlung in Crelle J. 36, bei der von vornherein in 9, f, f” 
die Gréssen 2,,---, 2,_, gleich 0 gesetzt sind, zeigt sich endlich, dass 
es, bei einer gegebenen Determinante D’ — auf deren invariantentheoretische 
Definition wir noch zuriickzukommen haben —, nur eine endliche Anzahl 
von Classen nicht-iquivalenter binirer Formen n‘™ Grades, F(x), giebt. 

Hermite zog bei diesen Untersuchungen vor Allem das Ziel an, das 
sich ihm eréffnete: die Charakterisirung der aus allen ganzzahligen Glei- 
chungen stammenden lrrationalitiiten, der ,algebraischen Zahlen“, und ihre 
Classificirung. Der periodische Charakter, welche das Wiederauftreten 
derselben Reducirten bei den successiven Aenderungen der Parameter 4; 
an sich trigt, war ja eine Verallgemeinerung derselben Erscheinung bei 
der Kettenbruchentwicklung einer Quadratwurzel. Und Hermite bescheidete 
sich, wenn es ihm nur vergénnt war, einem grossen Ziel einige Schritte 
entgegengegangen zu sein. Indessen gelangen ihm hier noch weitere 
wesentliche Schritte. 
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So sind mit den genannten Untersuchungen auf der einen Seite, fiir 
n=2, auch die indefiniten biniiren quadratischen Formen, mit ihrer 
Periode reducirter Formen in jeder Classe, erledigt. Auf der andern Seite, 
bei beliebigem », erhilt man fiir die Gleichung Norm [g(«;)] = 1 alle 
Lésungen, d. h. alle zu F(x) =O gehérigen complexen Einheiten. Und 
hierbei findet Hermite (3°" Brief) den fiir diese Einheiten g(a) grund- 
legenden Satz, dass sie sich, wie bei dem Specialfall der Pell’schen Glei- 
chung, aus einer endlichen Anzahl solcher, und einer Einheitswurzel, als 
Producte von positiven und negativen Potenzen derselben, ergeben. Es 
war ihm damals von Arbeiten iiber complexe Zahlen nur die kurze Note 
Jacobi’s von 1839 bekannt, aber unbekannt, dass Dirichlet nicht nur den- 
selben Satz, den er seit 1840 in den Comptes Rendus vorbereitet hatte, 
schon 1846 gefunden, sondern auch die Anzahl der Einheiten eines solchen 
Fundamentalsystems, welche Hermite in seinem 4‘ Briefe angiebt, fiir alle 
Fille genau zu h —1 bestimmt hatte, wenn 4 die Anzahl der reellen und 
der Paare conjugirter Wurzeln von F(x#) 0 bedeutet; und unbekannt, 
dass auch Kronecker in seiner Dissertation von 1845 fiir die aus Wurzeln 
der Kinheit gebildeten complexen Zahlen, auf eine Untersuchung Kummer’s 
gestiitzt, den Satz schon aus einer Minimumsbetrachtung abgeleitet hatte. 
Uebrigens liegt ein 1883 von Kronecker gegebener Beweis des Dirichlet’- 
schen Satzes nicht weit von dem Hermite’s ab, indem es sich hier, wie 
auch bei den Fragen von Hermite, Riemann und Weierstrass nach der 
méglichen Anzahl der Periodensysteme von Functionen, immer um die 
niherungsweise ganzzahlige Auflésung eines Systems linearer Gleichungen, 
mit Angabe des Grades der Anniiherung, handelt. 

Dass Hermite auch das mit dem Normproblem engverwandte Problem 
der allgemeinen Formen, welche in lineare Factoren zerlegbar sind, analog 
erledigt (Brief 3), bedarf kaum der Erwihnung. 

Die wichtigste Anwendung ist von Hermite 1853 ausgefiihrt worden 
(drei Abhandlungen in Crelle J. 47): es gelang ihm die Zuriickfiihrung 
auch der allgemeinen éndefiniten quadratischen Formen mit beliebig vielen, 
insbesondere drei, Veriinderlichen auf seine definiten Formen. Das Princip 
ist, dass aus einer indefiniten Form F(a, y, 2), deren Determinante D und 


: . aD ae 
deren adjuncte Form aa w +--+ == G(u, v, w) ist, in 
FP’ = F + 2(ux+vy+ wey’, 
fiir G(u,v,w)—=—D, definite Formen F” hergeleitet werden kiénnen, die noch 


von willkiirlichen stetigen Parametern u:v:w abhiingen, und deren continuir- 
liche Reduction zugleich die von F' liefert. Die besonderen Schwierig- 
keiten, welche den indefiniten Formen innewohnen, zeigen sich beim Aequi- 
valenzproblem: eine solche Form liisst sich durch unendlich-viele ganzzahlige 
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Substitutionen mit der Determinante 1, durch die sog. ,,jihnlichen“ Sub- 
stitutionen, in sich selbst transformiren. Diese fiihrt Hermite auf eine 
endliche Anzahl von erzeugenden Substitutionen zuriick, aber — im 
Gegensatz zu dem, was in der sonst analogen Theorie der zerlegbaren 
Formen eintritt — von nicht vertauschbaren. Die Betrachtung der Formen 
F’ ergiebt dann auch hier den Satz, dass alle ganzzahligen quadratischen 
Formen, die zu derselben Discriminante und zu demselben ,,Typus“ — 
d. h. denselben Anzahlen positiver und negativer Quadrate in ihrer Normal- 
form — gehéren, in eine endliche Anzahl von Classen zerfallen. Hiermit 
waren die allgemeinen Umrisse dieses neuen Gebiets fixirt. 

Ferner betrachtet Hermite auch bilineare Formen mit conjugirt-imagi- 
niiren Variabeln und Coefficienten : 


f= > 4;,0;,2, (i,k=1,2,---n; X, conj. zu 2,3 a; conj. 2u a,,), 


bei linearer Transformation der x; und conjugirt-imaginiirer Transformation 
der z,. Diese speciellen (,,Hermite’schen“) quadratischen Formen von 2n 
Variabeln behandelt er arithmetisch genau in dem Sinne, wie seine quadra- 
tischen Formen von m Variabeln, indem er sie in Typen unterscheidet 
und reducirt (ibid.). So erhilt er wieder, was sein eigentlicher Ausgangs- 
punkt war: die Darstellung einer ungeraden Zahl durch vier Quadrate und 
die successiven Anniiherungen an irgend eine imaginiire Zahl durch imagi- 
nire Briiche (s. den 3°" der friiher angefiihrten vier Briefe). Aber er 
gelangt mit diesem Hiilfsmittel auch dazu (Cr. J. 53 und C. R. 44), sein 
Theorem iiber die Gleichungen »' Grades, wie das iiber die zerlegbaren 
Formen, auf solche mit imaginéren ganzen Coefficienten auszudehnen. 
Wenn wir auf diese Ergebnisse zuriicksehen, welche Hermite aus seiner 
neuen Methode der Adjunction quadratischer definirter Formen mit willkiir- 
lichen stetigen Parametern gewonnen hat, so driingt sich die Frage auf, warum 
diese Methode unter seinen Hiinden*) nicht auch weiterhin ihre urspriingliche 
Fruchtbarkeit in demselben Masse bewihrt hat. Heute ersieht man den 
Grund: wihrend Hermite auch in der Zahlentheorie ganz algebraisch dachte, 
entstand in derselben Zeit, in der er in dieser Theorie zu arbeiten anfing, 
auf dem Boden der arithmetischen Begriffe der Theilbarkeits- und Congruenz- 
beziehungen, also an Dirichlet anschliessend und unter den Hiinden 
Kummer’s (Cr. J. 35), zuniichst der neue und wesentliche Begriff der 
idealen Primtheiler, und endlich, tiber die aus Perioden von Kinheits- 
wurzeln gebildeten ganzen Zahlen hinausgehend, durch Dedekind und 


*) Die durch diese Methode angeregten und sie fortfiihrenden Untersuchungen 
Minkowski’s in dessen ,,Geometrie der Zahlen“ (1896) benutzen noch Dirichlet’sche 
und weitere Principien. 
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Kronecker die arithmetischen Begriffe und Theorien der algebraischen 
Zahlkérper und noch aligemeinerer algebraischer Kérper. So blieb in 
Hermite’s Auffassung der arithmetischen Grundbegriffe fiir seine héheren 
Zahlbereiche, die nur ganzzahlige Functionen einer ganzen algebraischen 
Zahl kannten, von vornherein eine Liicke, die ihn an der Erreichung der 
vollen Allgemeinheit fiir seine Theorien hinderte. Trotzdem hat er zu 
einer weiteren Grundlage einer Theorie solcher Kérper im Kronecker’schen 
Sinne durch den auch von ihm gefundenen Satz iiber das endliche Funda- 
mentalsystem fiir die complexen EKinheiten, und fiir die zerlegbaren Formen 
iiberhaupt, einen Beitrag geliefert. Dass ihm damals aber die zukiinftige 
Bedeutung dieser Dinge nicht fremd war, beweist sein Ausspruch (Cr. J. 40, 
3 Brief): ,,C’est la un résultat qui ouvre la voie 4 un nouvel ordre de 
recherches destinées, si je ne m’abuse étrangement, a jeter un grand jour 
sur la nature si inconnue des irrationnelles algébriques.“ 

Den Umstand iibrigens, dass die Adjunction der quadratischen Formen 
iiberhaupt, auch der Hermite’schea, in vielen Theorien eine grosse Rolle 
spielt, werden wir noch an einigen Stellen zu beriihren haben. 


Aus dem algebraischen Geiste Hermite’s, wie er sich an diesen arith- 
metischen Untersuchungen entwickelte, ist eine Reihe von bedeutenden 
Errungenschaften fiir die Algebra hervorgegangen, darunter solche, die fiir 
einen Zweig dieser Wissenschaft, die mnewere Formentheorie, grundlegend 
geworden sind. 

Hierher gehért vor Allem die algebraische Theorie der quadratischen 
Formen iiberhaupt. In ihrer Behandlung giebt Hermite (Cr. J. 47) die 
unendlich vielen reellen Transformationen einer terniiren Form in sich — 
in Erweiterung von Cayley’s Untersuchung fiir Summen von Quadraten — 
in schon ziemlich vollkommener Gestalt, indem er die einzelne Substitution 
je einer linearen Form zuordnet, die zugleich mit der terniren Form un- 
veriindert bleibt. Zu bemerken ist nur*), dass Hermite hier noch nicht 
alle Transformationen erhiilt; aber er hat fiir die eigentlichen Transfor- 
mationen (von Determinante -++ 1) einer nicht-speciellen terniren Form 
1874 (Cr. J. 78) die Liicke auf einfache Weise ausgefiillt. Ferner hat er 
1856 (Cr. J. 53) einen Beweis des Triigheitsgesetzes gegeben, wenigstens 
bei nicht verschwindender Determinante der Form. Auf die Frage, wie 
weit etwa Hermite auch an der ersten Aufstellung dieses Gesetzes be- 
theiligt ist, braucht hier nicht weiter eingegangen zu werden, da sie in 
meinem Aufsatz iiber Sylvester**) ausreichend erértert ist; nur mége 
*) Cf. Bachmann in Cr. J. 76. 

**) Diese Annalen, Bd. 50. 
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hinzugefiigt sein, dass fiir terniire Formen der Satz schon in Nr. 271 der 
Disquisitiones arithmeticae ziemlich deutlich enthalten ist*). 

Auch iiber das erst von Jacobi, dann auch von Hermite angegebene 
Princip, die Sturm’schen Kriterien fiir die Realitéit der Wurzeln einer 
Gleichung aus Betrachtung an quadratischen Formen, welche der Gleichung 
adjungirt werden, zu erschliessen — ein Princip, das jenes Gesetz zur 
Voraussetzung hat —, wurde in dem eben angefiihrten Aufsatz Bericht 
erstattet. Hermite erhalt nicht nur, durch Adjunction von Quadratsummen 
aus ahnlichen Functionen der Wurzeln, die unendlich vielen Gestalten, 
in welche die Sturm’schen Kriterien gefasst werden kénnen (publicirt in 
C. R. t. 36, Febr. 1853), sondern auch (ib.) die Ausdehnung auf zwei 
simultane Gleichungen, nachdem er sie schon vorher (C. R. 35) auf dem 
Sylvester-Cayley’schen Wege gegeben hatte, sowie auch, mit Hiilfe seiner 
Formen mit conjugirten Variabeln, die Ausdehnung auf Gleichungen mit 
imaginaren Coefficienten (Cr. J. 52). Es gelingt Hermite hierbei auch, 
durch rationale Transformation «— g(a) der Gleichung f(x) = 0, den 
Cauchy’schen Satz iiber die Zahl der Wurzeln innerhalb eines complexen 
Gebiets abzuleiten, wenn auch nur fiir den Fall einer Begrenzung durch 
rationale Curven: also diese Erweiterung des Sturm’schen Satzes ohne 
Stetigkeitsuntersuchung zu erhalten. Es fiihrt diese Methode zu einem 
Theil von Kronecker’s ,,Charakteristikentheorie von Functionen“. Auch 
Hermite’s Satz (Cr. J. 41), dass die verallgemeinerte Siculargleichung, in 
welcher die Elemente a,; conjugirt-imaginiir zu a,, sind, nur reelle Wurzeln 
hat, gehért in das hier besprochene Gebiet. — 

Die Nothwendigkeit, zur arithmetischen Reduction der ‘biniiren Formen 
n*" Grades die Begriffe der ,,Determinante“ und der ,,adjuncten Form“, 
welche Gauss fiir binare und terniire quadratische Formen geliefert hatte, 
und den Classenbegriff der Zahlentheorie iiberhaupt, algebraisch zu erweitern, 
hat Hermite’s Entdeckungskraft auf’s héchste angeregt; es wirkte dieselbe 
Ursache und in derselben Richtung, wie einige Jahre vorher bei Hisen- 
stein**). Aber Hermite’s Resultate sind hier véllig original. 

Hermite hatte (in der o. c. Abhandlung, Cr. J. 36, 1848) bei gleich- 
zeitiger Reduction einer biniren Form n‘ Grades 


F(z, y) — Ax” + A,x"~ty + ‘ides + A,y" 
(mit » reellen Wurzeln a,,--- «, 


und einer zugeordneten definiten quadratischen Form 

*) Dass Gauss das Gesetz gekannt und 1846/47 vorgetragen hat, ergiebt sich 
auch aus einer Bemerkung Riemann’s in einer Vorlesung, die demniichst publicirt 
werden soll. 


**) §. Crelle’s Journ., 27. 
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f—> A,(a—a,y)? (A;>0) 


Begrenzungen fiir die Coefficienten der Reducirten von F' erhalten, die 
nur von 


n 


oe 
D= Aa, 


n 


abhingen, wo ~ 


A= > @—a),4, 
43 


die Determinante von f ist; so fiir das Product der iiusseren Coefficienten 
Ag, Aj, der Reducirten von F’: 
+e 1\"4\? 
40a) < (5) (5) 2 

Der positive Ausdruck D nimmt aber, als Function der Parameter A,, 
fiir gewisse Werthe A; der A, einen Minimalwerth D’ an, der fiir alle 
linear transformirte Aequivalente von F(#,y) immer derselbe werden 
muss. So erkennt Hermite also in D’ eine Invariante der bindéren Form 
F(a, y), und aus demselben Grunde in 


f= _ Aj (x — ay)? 


eine quadratische Covariante von F(x, y) (fiir letzteres s. die Abhandlung 
von 1850 in Crelle J. 41 iiber Einfiihrung der continuirlichen Parameter). 
Nur sind D’ und f”’ irrational, rational nur fiir » 3, wobei D’ die 
Discriminante von J’ ist; wiihrend schon fiir n=4 D’=A3(a,—«,)*(a,—«,)* 
die Wurzel der cubischen Resolvente, f’? eines der drei in dem Biischel 
F+ AH(F) |H(F) die Hesse’sche von F'| enthaltenen vollstindigen 
Quadrate wird. 

Die Bezeichnungsweise war im Anschluss an Cayley und Sylvester 
gewihlt, die seit einigen Jahren mitten in der Entwicklung der Funda- 
mentalprobleme der Theorie der biniiren Formen niedrigeren Grades be- 
griffen waren und mit denen Hermite seit dieser Zeit (etwa 1851) in 
engen Verkehr getreten war. Die friihere Bezeichnung ,,formes adjointes“ 
deutet auf eine zweite Erzeugungsweise fiir invariante Bildungen hin, 
welche Hermite schon 1848 (Cr. J. 40, 3** Brief) ersann, und welche, 
giiltig fiir Grundformen beliebigen Grades, unabhiingig von der Realitit 
der Wurzeln, und mit beliebig vielen Veriinderlichen, weit tiber das be- 
schrinkte Feld der ersten Erzeugungsweise hinausging und sich iiberdies 
viel leichter handhaben liess. 
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Hermite hatte, in Verallgemeinerung der Theorie der quadratischen 
Grundformen, erkannt, dass aus der Discriminante einer Form n'** Grades 
F(a,,-+-+%,,) eine Reihe von ,,adjungirten Formen“, nach spiiterem Sprach- 
gebrauch von ,,Contravarianten“, dadurch zu erhalten ist, dass man die 
Coefficienten von F' durch die entsprechenden Coefficienten von 

FH Au ty +++ thy Ln)" 

ersetzt: die Factoren der Potenzen von 4 bilden jene Reihe. Von diesem 
»livectantenprocess“, wie ihn Sylvester nannte*), ersah Hermite (Cr. J. 40) 
noch einen andern, einige Jahre spiter von Sylvester wiedergefundenen, 
Fall: dass man in einer binairen Form die Variabeln — a, 2, durch die 
ersten Differentialquotienten nach x,, x, einer Covariante ersetzt. In der 
Abhandlung im Cambridge and Dublin Math. J. Bd. 9, 1854 dehnte er 
dann dieses Verfahren auf Ersetzen der Potenzen und Producte von 
—,, 2, durch die entsprechenden héheren Differentialquotienten einer 
Covariante aus, d. h. er erhielt den ,,Ueberschiebungsprocess“ Cayley’s. 

Wahrend sich nun so die zu einer Form 3" Grades gehérigen 
Bildungen, die schon Eisenstein besass, direct ergaben, wurde Hermite 
bei der Ableitung der, ihm durch Cayley iibrigens bereits bekannten, 
Relation zwischen den fiinf Bildungen einer biniren biquadratischen Form 
aus einer von ihm berechneten Resolventenrelation (Cr. J. 52, 1854) auf 
ein neues allgemeines Resultat gefiihrt: die Ableitung von Covarianten, 
oder von Relationen zwischen solchen, aus dem ersten Coefficienten, dem 
»Quellgliede“. Hermite ersetzt diesen ersten Coefficienten durch seinen 
transformirten, nimmt zwei der Substitutionscoefficienten als die neuen 
Variabeln und hat damit unmittelbar die neue Covariante. Cayley freilich 
hatte um dieselbe Zeit (Cr. J. 47) schon sein aus der partiellen Differential- 
gleichung fiir die Covarianten gezogenes allgemeineres Verfahren ver- 
éffentlicht. Aber der einfache Gedanke Hermite’s musste 1875 von Faa 
di Bruno, sogar in einer weniger allgemeinen Form, erst wieder entdeckt 
werden, um Eingang zu finden. 

Die wichtigsten Entdeckungen Hermite’s auf dem neuen Gebiete sind 
in seiner vorhin citirten, an neuen Gesichtspunkten und Resultaten ausser- 
ordentlich reichen, Abhandlung im Cambridge and Dublin Math. J. ,,Sur la 
théorie des fonctions homogénes & deux indéterminées“ niedergelegt. Hier 
ist der Ausgangspunkt sein Reciprocitdtsgesetz, dass jeder Covariante 9, 
re* (irades und von der Ordnung p in den Coefficienten einer biniiren 
Form m" Grades f, eine Covariante o’, r*" Grades und von der Ordnung 
m in den Coefficienten einer biniren Form p*" Grades f’ entspricht. 
Dieses Gesetz wird von Hermite durch eine symbolische Darstellung a” 





*) Cambr. and Dubl. Math. J., Bd. 7. 
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einer Form m‘*" Grades gewonnen, welche weniger mit der Cayley’schen, 
als mit der von Aronhold ausgehenden Symbolik véllig tibereinstimmt; 
man mag kurz sagen, dass man q’ aus @ erhiilt, indem man » zuniichst 
durch die Wurzeln « von f ausdriickt (oder auch direct als Covariante 
einer in m Factoren zerfallenden Form f auffasst) und dann Aggregate 
wie (e,—0)', (%,—«,%)* bezw. durch auf f’ = a}? beziigliche Symbole 
(a’b’)', aZ* ersetzt. 

In der abziihlenden Richtung, welche spiiterhin Cayley und Sylvester 
eingeschlagen haben, kommt das Gesetz zur Geltung. Hermite, und 
Anderen, diente es, um von der bekannten Theorie der biniren quadratischen 
Formen aus eine Menge neuer Invarianten und Covarianten zu entdecken, 
vor Allem eine in den Coefficienten und in den Variabeln quadratische 
Covariante g, der Form f von ungeradem Grade m. Diese Covariante, 
sowie die mit Hiilfe seines Ueberschiebungsprocesses daraus abgeleiteten 
linearen Covarianten, bilden die Grundlage, welche Hermite erlaubte, an sein 
eigentliches Ziel heranzutreten: die Behandlung der Gleichungen 5%" Grades. 

Indess geniigte die so erhaltene beschriinkte Anzahl von zu f gehérigen 
Bildungen Hermite noch nicht. Er suchte eine Methode, welche ihm 
einen Einblick in das gesammte System bieten konnte, das sich aus einer 
Grundform ableiten liesse, und er fand sie in einer gliicklichen Anwendung 
des oben beriihrten Processes der ersten Ueberschiebung: in seiner Theorie 
der associirten Formen (ibid. und Cr. J. 52). Hermite ersetzt hier die 
Variabeln x,, 2, einer Covariante g von f bezw. durch 


, 1 Oh ~ , 1 Oh » 
x, X,— v Diy X3,  %X,+ ” Oa, x, 


wo h irgend eine Covariante v*" Grades von f ist, und hat nun in den 
Coefficienten der so entstehenden Form g’(X,, X,) eine Reihe von Co- 
varianten von f, die, im Falle f selbst fiir g genommen wird, als ,das zu 
h associirte System von /“ [Schwesterformen zu h] bezeichnet wird: alle 
die unendlich-vielen invarianten zu f gehérigen Bildungen werden, bis auf 
eine Potenz von h, ganze rationale Functionen dieser Formenreihe. Auch 
die einfache Herstellung dieses Ausdrucks, und die Berechnung des zu f 
associirten Systems, hat Hermite gezeigt. 

In den Anwendungen auf die Formenzusammenhinge fiir die Grund- 
formen niedrigeren Grades hat diese Theorie unter den Hiinden Hermite’s, 
und dann Brioschi’s*), eine entscheidende Rolle gespielt. Der Erstere 
hat insbesondere auf die gleichzeitige Benutzung der beiden, zu f oder zur 
Hesse’schen H(f'), associirten Systeme, seinen Beweis fiir die Endlichkeit 
des Formensystems einer biniren biquadratischen Grundform  gestiitzt 


*) §. meinen Aufsatz tiber F. Brioschi, diese Annalen Bd. 50. 
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(Cr. J. 52), wihrend der Satz selbst ohne Beweis schon von Cayley aus 
gesprochen war (Cr. J. 50). 

Die Theorie der bindren Grundform 5° Grades, f;,, ist ees der um- 
fassendsten Werke Hermite’s. Fiir diese Form hat er, mit Hiilfe der 
schon erwiihnten quadratischen und linearen Covarianten, invariante Dar- 
stellungen erfunden (Cambr. and Dubl. Math. J. 9), welche er theilweise 
als kanonische, theilweise als typische bezeichnet; und unter letzterem 
Namen sind sie, unter Weiterfiihrung der Theorien und Ausdehnung 
auch auf Grundformen geraden Grades*), in die neuere Algebra als wesent- 
licher Bestandtheil eingegangen. Sie unterscheiden sich von der in der 
Theorie der associirten Formen auftretenden Darstellung dadurch, dass 
nun die transformirte Gestalt von f nur Invarianten, statt Covarianten, 
als Coefficienten hat, hiingen aber, wenn man dort h gleich der quadra- 
tischen Covariante g, von f; setzt, eng mit jener zusammen. So werden 
einmal als neue Variable die beiden Factoren dieser Covariante gm, benutzt, 
wobei in die Coefficienten die Invarianten J,, J,, J,, der Ordnungen 


4, 8, 12, sowie VJ,, rational eintreten, und zwar, von einer Potenz von 
J, als Factor abgesehen, in nur zwei absolut invarianten Combinationen. 
An diese Untersuchung kniipft sich eine unvermuthete Entdeckung Hermite’s: 
die einer Invariante J,,, 18"°" Ordnung in den Coefficienten von /;, der ersten 
windschiefen Invariante, und mit der Eigenschaft, dass erst ihr Quadrat 
eine rationale ganze Function von J,, J,, Jj, wird, wiihrend alle iibrigen 
Invarianten, zuniichst bis auf eine ganze Potenz von J,, rationale ganze 
Functionen dieser vier Invarianten werden. Zur typischen Darstellung von f, 
benutzt Hermite als neue Variable zwei lineare Covarianten von der 5‘ und 
7" Ordnung, in welcher sich m, als Summe zweier Quadrate ergiebt; und 
auch hier folgt der eben angefiihrte Satz iiber den Ausdruck aller Invarian- 
ten von f,, nur dass eine Potenz von J, als Nenner auftritt. Der Vergleich 
beider Ausdriicke fiihrt Hermite endlich zum Schluss, dass sich alle In- 
varianten schon als ganze Functionen der vier Fundamentalinvarianten 
darstellen lassen; ein Satz, den er spiiter (C. R. Bd. 61, 1865) auch aus dem 
functionentheoretisch ganzen Charakter der Invarianten abgeleitet hat. 
Doch waren alle diese umfassenden Gedanken und Untersuchungen 
in der Formentheorie fiir Hermite nur Vorbereitungen fiir die Gleichungs- 
theorie. Es handelt sich fiir ihn um Aufstellung von invarianten Kriterien 
fiir das Verhalten der Wurzeln einer Gleichung 5 Grades _beziiglich 
Realitét. Dass die typische Form von f, aus reellen Substitutionen 
resultirt, zeigt die Méglichkeit solcher Ausdriicke; aber bei der compli- 
cirten Gestalt jener Form stellte die wirkliche Herstellung noch grosse 





*) Clebsch, Biniire Formen, 1872. 
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Anforderungen an den Forscher, die er durch continuirliches Variiren 
der Parameter J,, J,, J,. unter der Bedingung J,, = 0, und Untersuchen 
der dadurch bedingten Verzweigung von.J, iiberwand. Zuniichst freilich 
erhielt er nur hinreichende Bedingungen*); aber gerade dieser Umstand 
trieb ihn spiiterhin zu neuen grossen Anstrengungen auf dem Gebiet der 
Invariantentheorie, und nun in ganz directem Zusammenhang mit dem 
Ziel, das sich ihm inzwischen darbot: der Lésung der Gleichungen 4*° 
und 5%" Grades. 

Er stellte sich die Aufgabe, méglichst einfache Resolventen einer Glei- 
chung f= 0 [im uneigentlichen Sinne, namlich unter Adjunction ,,acces- 
sorischer“ Irrationalititen], mit invarianten Coefficienten und mit besonderen 
Invarianteneigenschaften, aufzustellen; und fiir diesen Zweck ersann er 
verschiedene neue Formen der T'schirnhausen-Transformation. 

Die erste Gestalt, welche Hermite der Transformation giebt (C. R. 
Bd. 46, 1858), ist diejenige, welche aus 


a __ f®—f@) 
f,(#) = 0, 2= ae 


hervorgeht, indem man die Potenzen ¢ durch Parameter ¢;(i==0,1,---m— 1) 
ersetzt und die in den ¢, lineare Relation hinzunimmt, welche das zweite Glied 
der transformirten Gleichung in z zu Null macht. Die iibrigen Coefficienten 
werden dann Covarianten von /,,, aber in den »—1 Variabeln 4,---t,_., 
die sich wie die Poteuzen von x transformiren. Die Theorie wird benutzt, 
um, den Gleichungen bei der Transformation dritter Ordnung der elliptischen 
Functionen entsprechend, im Falle n = 4 die Gleichung f,(7) = 0 in eine 
solche zu transformiren, deren quadratische Invariante verschwindet. Und 
die invariantentheoretische Untersuchung solcher Formen in den ¢, hat 
fiir » = 5 spiiterhin unter den Hianden von F. Klein, wenn auch von 
anderem Ausgangspunkte aus und das binire Gebiet iiberschreitend, eine 
Grundlage von dessen Theorie einer Reduction der Gleichung 5‘ Grades 
gebildet. 

Die zweite Gestalt (C. R. Bd. 61, 1865) erreicht den Zweck durch 


eine Transformation 
f,(@)=0, «=F 


wo P und @Q Covarianten gleichen Grades von f,,(7) sind. 

Hierher gehért schon, dass er (Cr. J. 52), vermége der Relation 
zwischen den Bildungen einer allgemeinen biquadratischen Form /,, das 
elliptische Integral mit //f, vermittelst einer derartigen Transformation 
s= we in eine invariante (Weierstrass’sche) Gestalt iibergefiihrt hatte; 

4 


*) S. meinen Aufsatz tiber J. J. Sylvester; diese Annalen Bd. 50, S. 150. 
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sowie die spiitere Transformation dritter Ordnung 2 = ¢ , wo P, Q Polaren 
von f, sind (Cr. J. 60). 
Nun wihlt Hermite, an die Partialbrucheigenschaften von rat 


anschliessend, fiir » >4 die Transformationsformel [z,, x, biniire Variable]: 


n—1 
(a, ©, — a, %,) > t, g® , (a, , X_) 
&=1 


f,(%,%)=0, #= > ae 


a | 
anew =— @ 
oa tt Gey 





ein von den a,, a, unabhiingiger Ausdruck, in dem die gy , n—1 Co- 
varianten (n—2)**" Grades der Grundform n‘" Grades, f,,(a,, 2), sind, die 
t, aber » — 1 willkiirliche Parameter, die etwa benutzt werden, um, neben 
dem zweiten, eine Reihe von weiteren Gliedern der transformirten Glei- 
chung F(z) = 0, als Formen in den ¢,, zu Null zu machen. In Bezug 
auf die allgemeine Gleichung 5‘ Grades dient Hermite diese Methode, 
um dieselbe in eine 3-gliedrige, und auch in andere Formen iiberzufiihren; 
und dabei erlangt er auch, indem er die Invarianten als Functionen der 
Wurzeln discutirt, die Verbindung mit den Resolventenbetrachtungen 
Kronecker’s. Endlich ergiebt ihm dieser Weg die Revision seiner in- 
varianten Realititskriterien fiir die Wurzeln von f;(z) = 0; nur gelingt 
ihm die Umsetzung der Sturm’schen Functionen in Covariantengestalt (er 
findet solche in zwei Reihen von Verinderlichen) nicht so einfach, als 
kurz darauf Schramm*). 

Auch auf die terndren cubischen Formen hat Hermite seine Methode 
ausgedehnt. Diese Formen interessirten ihn schon wegen ihres Zusammen- 
hangs mit den elliptischen Functionen und mit speciellen biniren Formen 
und Gleichungen 4°" Grades. Er hat zu diesem Zweck sie zuerst zwar 
in der Hesse’schen kanonischen Form betrachtet, zum Studium ihrer Contra- 
varianten (Journ. de Math., ser. 2, Bd. 3, 1858); das auf die allgemeine 
Form beziigliche elliptische Integral jedoch ebenfalls (Cr. J. 63, 1863) in 
die binire invariante Gestalt iibergefiihrt. Die kurze Note ,,Sur le résultant 
de trois formes quadratiques ternaires“ (Cr. J. 57, 1860) ist aber durch 
methodische und sachliche Fortschritte wichtig: sie giebt die Benutzung 
der Quellglieder fiir das terniire Gebiet und die Ausdehnung des Evectanten- 
processes auf dieses Gebiet; und ihr Inhalt geht weit iiber den an Aron- 
hold, Sylvester und Cayley ankniipfenden Gegenstand des Titels hinaus, 
da eine zusammenhiingende Invariantentheorie des Netzes von drei quadra- 
tischen terniiren Formen g; geliefert wird. Indem sie drei lineare Contra- 
invarianten des Netzes aufstellt und zur typischen Darstellung der 9; 


*) Annali di Mat., ser. 2, t. 1, 3. 
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benutzt, fiihrt sie direct zu einer cubischen Form U, deren Derivirte die 
g; werden. Zur Vollstindigkeit der Theorie des Netzes fehlt nur noch 
der Beweis, dass nur eine derartige Form-U existirt, und die Betrachtung 
des dem Netze zugehérigen Gewebes. Aber dafiir giebt die Note noch 
einen Ausblick auf eine analoge Theorie fiir zwei biniare cubische Formen; 
und dauernd hat sich an sie die Bezeichnung der ,,Hermite’schen Curve 
des Netzes“ gekniipft. So kurz solche Noten Hermite’s sind, sie pflegen, 
wie die vorliegende, wesentliche Gedanken in aphoristischer Weise aus- 
zusprechen und liefern dadurch oft Grundlagen von Theorien, deren Ent- 
wicklung der Forscher seinen Nachfolgern iiberlassen hat. 

Es ist charakteristisch fiir Hermite, dass hinter diesen bedeutenden 
rein-algebraischen Zielen und Anwendungen der urspriingliche Ausgangs- 
punkt seiner invariantentheoretischen Betrachtungen: die Verwendung fiir 
die Avithmetik, ganz zuriicktritt. Er ging, sogleich nachdem er die neuen 
Begriffe principiell entwickelt hatte, an den Versuch, sie ausgiebiger fiir 
die héhere (,,transcendente“) Zahlentheorie zu verwerthen (Cr. J. 52, 1854): 
fiir die wirkliche Aufstellung aller Reducirten der ganzzahligen biniren 
Formen »" Grades, bei gegebenen Werthen ihres Invariantensystems, wie 
fiir das Aequivalenzproblem. Auch ihm war hierbei das Princip Eisen- 
stein’s, dass die nicht-iquivalenten Classen von Formen dritten Grades den 
nicht-iquivalenten Classen von quadratischen Formen (als Covarianten 
jener) eindeutig entsprechen miissen, das leitende; und es geniigt ihm zur 
Untertheilung der cubischen und biquadratischen Classen in ,,Ordnungen“ 
(im Gauss’schen Sinne), und zum Vergleich der, je nach der zu Grunde 
gelegten Covariante verschiedenen, Untertheilungen. Fiir die Ableitung 
der cubischen Classen selbst werden aus diesem Princip sie bestimmende 
Ungleichungen aufgestellt (C. R. Bd. 48, 1859). Und wenn auch bei diesen 
Verfahrungsweisen wirkliche Classenzahlausdriicke nicht zu erhalten sind, 
so ist es doch bedauerlich, dass Hermite auf seine wiederholt ausgesprochene 
Absicht, von Seiten der Invariantentheorie aus auf diese und andere arith- 
metische Fragen, insbesondere die Aequivalenztheorien, weiter einzugehen, 
nicht zuriickgekommen ist; und so hat er auch hier ein Untersuchungs- 
feld offen gelassen. ' 


Auf dem weiten Umweg iiber die quadratischen und bilinearen Formen, 
und deren Transformationen in sich, wurde Hermite im Jahr 1855 zu den 
Bestrebungen der ersten Arbeitszeit zuriickgefiihrt: zu den Abel’schen 
Functionen von zwei Variabeln, und zwar zum Transformationsproblem. 
Von zwei Seiten her waren zur Behandlung dieses Problems inzwischen 
die Vorbereitungen geférdert. Einmal waren die zugehérigen sechzehn 
Thetafunctionen von zwei Argumenten ermittelt, und es war auf dieselben 
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das Umkehrproblem gestiitzt worden. Auf der andern Seite konnte Hermite 
daran denken, auf Grund seiner Untersuchungen iiber bilineare Formen 
gerade an einem Punkt anzusetzen, in dem das Problem eine Schwierig- 
keit bot: niimlich dass, im Falle der periodischen Functionen von zwei 
Variabeln mit vier simultanen Periodensystemen, die Coefficienten in der 
linearen Substitution zwischen vier alten und vier neuen Periodicitiits- 
moduln eines Integrals erster Gattung nicht mehr willkiirliche ganze 
Zahlen, von der Determinante i* fiir eine Transformation k'** Ordnung, 
sind, sondern dass sie noch die linke Seite einer bilinearen alternirenden 
Relation, welche zwischen den zweimal vier Moduln der beiden hier existiren- 
den Integrale erster Gattung von Rosenhain und Weierstrass nachgewiesen 
war, in sich transformiren miissen (bis auf den Factor i). 

Jetzt definirt Hermite das Transformationsproblem so, dass die neuen 
Variabeln als solche rationale Functionen der urspriinglichen bestimmt 
werden sollen, welche die Integralsummen, aus denen die linke Seite des 
Jacobi’schen Umkehrproblems besteht, analog gebildeten in neuen Variabeln 
proportional machen. Die Noten: ,,Sur la théorie de la transformation 
des fonctions Abeliénnes“ (C. R. t. 40), eine der geschlossensten Dar- 
stellungen, welche Hermite geliefert hat, sind der Lésung dieses Problems 
gewidmet. 

Jacobi, und ihm selbst (s. oben, S. 344), war die Anzahl der Trans- 
formationen /** Ordnung der ultraelliptischen Functionen liingst bekannt, 
nun aber war es ihm mdglich, sie arithmetisch vollstindiger zu discutiren. 
Er reducirt, fiir eine Primzahl /, die Gesammtheit der quaterniiren Trans- 
formationen i" Ordnung, indem er die vermége einer einmaligen Trans- 
formation erster Ordnung in einander iiberfiihrbaren als iiquivalent be- 
trachtet |,,Eisenstein’s Aequivalenz nach links“], auf vier Typen, aus 
welchen sich die Repriisentanten der nicht-iquivalenten Classen unmittelbar 
ergeben; auch trennt er nach dem Modul 2 die Transformationen erster 
Ordnung selbst noch von einander. Zu den Typen bildet er die ,,supple- 
mentiren“, welche, mit jenen zusammengesetzt, zur Multiplication fiihren. 
Wiihrend sich Hermite selbst friiher schon mit den biniiren Substitutionen 
und der Zusammensetzung der Determinante vom Werth 1 beschiiftigt 
hatte (Journ. de Math. XIV), schliesst er also jetzt an die arithmetischen 
Reductionsbegriffe an, welche Eisenstein fiir die biniiren (Cr. J. 28) und 
terniren (Berliner Monatsber. 1852 und Journ. d. Math. XVII) Substitu- 
tionen gegeben hatte. Man weiss, dass Kronecker spiiterhin (Berliner 
Monatsber. 1866) auch fiir die Gesammtheit der hier in Betracht kom- 
menden Transformationen von der Determinante 1 den Grundgedanken der 
Zusammensetzung aus einfacheren durch Aufstellung seiner ,,elementaren“ 
Transformationen weiter verfolgt hat, die nur aus Vertauschung oder 
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Addition zweier Variabeln bestehen; wie denn derselbe auch Hermite’s 
Betrachtung auf nicht-symmetrische Zahlsysteme erweitert hat. 

Hermite’s Transformationstheorie geht von den Thetafunctionen aus, 
und griindet sich, unter Erweiterung der Periodicitiitsgleichungen dieser 
Functionen, auf den Begriff allgemeiner héherer Thetafunctionen, auf welche 
der Satz von der linearen Zusammensetzung aus einer endlichen Anzahl 
analoger Functionen — sein Ausgangspunkt in der Theorie der elliptischen 
Functionen — ausgedehnt wird. Sein Princip ist: dass vermége einer 
Transformation -/** Ordnung eine Thetafunction 0,(X, Y) mit den neuen 
Moduln G, G’, H, in welcher die neuen Veriinderlichen X, Y bestimmte 
lineare Functionen der alten Veriinderlichen x, y sind, nach Multiplication 
mit einer Exponentialgrésse, deren Exponent eine einfache quadratische 
Function von 2, y ist, zu einer Thetafunction k*** Ordnung der alten Ver- 
iinderlichen 2, y, mit den alten Moduln g, g’, h wird; denn sie erfiillt 
dieselben Periodicitiitsrelationen, wie diese. Insbesondere zeigt Hermite, 
dass man jenes Product fiir ungerades & schon als ganze Function i** 
Dimension von solchen vier gewéhnlichen Thetafunctionen d,.(v, y), mit 
den Moduln g, g’, h, darstellen kann, deren vier Charakteristiken 6, ein 
»Gdpel’sches* System bilden (von der Summe 0 und zu je zweien ,,syzy- 
getisch“); ja dass so durch dasselbe Gipel’sche System vier Functionen 
Q,,,(X , Y) dargestellt werden kinnen, welche selbst ein Gépel’sches System 
bilden. Zwischen solchen vier Functionen herrscht noch die von Gipel 
angegebene biquadratische Relation; und auch deren Existenz wird von 
Hermite aus seinem Princip bewiesen (fiir k = 2), wie auch die quadra- 
tischen Relationen. Da weiter der vorhin genannte Exponentialfactor von 
den vier Zahlen, welche nach dem Modul 2 genommen die Charakteristik « 
der Function 0,(X, Y) unter den 16 gleichberechtigten bestimmen, unab- 
hiingig ist, so erhilt man auch Quotienten der neuen Thetafunctionen 
durch Quotienten der alten ausgedriickt, d. h. den Ausdruck von neuen vier- 
fach-periodischen Functionen durch die urspriinglichen, also die voll- 
stiindige algebraische Lisung des Transformationsproblems. 

Die Ausfiihrungen Hermite’s erstrecken sich auf die Angabe der 
Transformation der Moduln und der Charakteristikenzahlen, auf die Con- 
vergenz der neuen Thetareihe, auf die Form der Relationen. In Herstellung 
der Theta- und algebraischen Relationen, und der Modulargleichungen, 
blieb aber noch ein weites Feld offen, das sogleich von Brioschi (C. R. 1858) 
und weiterhin, nachdem Weierstrass die fiir die Nullwerthe der Argumente 
verschwindenden Thetafunctionen bestimmt hatte, fiir alle hyperelliptischen 
Classen zuniichst von Kénigsberger bearbeitet worden ist (Cr. J.). 

Als fiir Hermite’s Denkweise bezeichnend sei dabei noch auf zwei 
Punkte besonders hingewiesen. 
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Der eine betrifft die Einfiihrung einer gewissen speciellen quaterniren 
quadratischen Form, deren Coefficienten reelle Functionen der reellen und 
imaginaren Theile der Moduln der Thetafunction sind. Sie tritt bei Unter- 
suchung der Convergenz der transformirten Thetafunction auf und hat die 
Kigenschaften, einmal: durch die speciellen Substitutionen, welche zu einer 
Transformation k** Ordnung gehéren, in eine Form iiberzugehen, welche, 
bis auf einen Factor, aus den neuen vier Veriinderlichen und den trans- 
formirten Moduln genau so zusammengesetzt ist, wie die urspriingliche 
aus den alten Veriinderlichen und Moduln; sodann: dass ihre adjuncte 
Form mit ihr, bis auf einfache Vertauschung je zweier Variabeln unter 
Zeicheniinderung, zusammenfillt. Man hitte hier also eine Theorie specieller 
quadratischer Formen, unter einer Gruppe specieller Substitutionen, eine 
Theorie, die sich, wie friiher bei den Formen mit conjugirt-imaginiiren 
Variabeln, derjenigen der biniren Formen anschmiegt und zu einem ver- 
einfachten arithmetischen Reductionsverfahren Veranlassung giibe. Diese 
hier nur angedeutete Theorie hat Brioschi (Cr. J. 52) durch Betrachtung 
windschiefer Determinanten gleich fiir 2” Variable aufgenommen, und 
nach ihm Laguerre. 

In zweiter Linie sei hervorgehoben, dass Hermite aus der Trans- 
formation der Charakteristikenzahlen und aus Weierstrass’ Indicesbezeich- 
nung fiir die Abel’schen Functionen (Cr. J. 47) die Elemente eines Calculs 
fiir die 16 Charakteristikenzahlen ableitet. So kann er insbesondere die 
Charakteristiken eines Gépel’schen Quadrupels auf allgemeine und einfache 
Weise definiren. Dies war der Anfang einer combinatorischen und einer 
Gruppentheorie der Charakteristiken, und zugleich ein erster Versuch zu 
einer Zusammenfassung der grossen Formelcomplexe bei den Theta- 
relationen. 

Die in den Noten von 1855 niedergelegten Untersuchungen sind’ die 
dauernde Grundlage nicht nur der Transformationstheorie der Abel’schen 
Functionen aller Arten, sondern auch der Theorie der Thetafunctionen iiber- 
haupt geworden; ein ausgedehnter Theil der Theorie der Substitutions- 
gruppen, die der ,Abel’schen Gruppen“ (C. Jordan), ist durch sie veran- 
lasst; und die nun folgenden Arbeiten iiber Lisung der Gleichung 5° 
Grades und iiber die Modulargleichungen der elliptischen Functionen sind 
auf ihrem Boden erwachsen. Vorher sei noch angefiihrt, dass Hermite 
bei der directen Anwendung der Theorie auf die elliptischen Functionen 
noch ein weiteres Verdienst zukommt. Er hat (C. R. 46 und Journ. de 
Math. ser. 2, Bd. 3, 1858) die Transformation der vier Thetafunctionen 
mittelst allgemeinster Transformation erster Ordnung (Theorie der ,,unend- 
lich-vielen Formen der Thetafunction“) vollstindig ausgefiihrt, und zwar 
in einem einzigen Ausdruck, der explicit ist in den Moduln und in den 








Ty 
st 
is' 


St 


q | 
vo 


un 

















Charles Hermite. 367 
Transformationszahlen: ein Problem, bei dem besonders die explicite Be- 
stimmung des betreffenden Zahlenfactors, der eine 8'° Wurzel der Einheit 
ist, Schwierigkeiten bot, die aber durch Zuriickftihrung auf Gauss’sche 
Summen bewiltigt wurden. 


In den Jahren 1858 und 1859 wandte sich Hermite algebraischen 
Untersuchungen im Transformationsgebiet der elliptischen Functionen zu. 
Es entstand die beriihmte Note ,Sur la résolution de Véquation du cin- 
quieme degré (C. R. t. 46, v. 15, Miirz 1858), damn die beiden iiber die 
Auflésung der Gleichung 4°" Grades durch elliptische Functionen (ibid.), und 
endlich die grosse Arbeit iiber die Modulargleichungen (ibid. t. 48, 49); 
1859), Arbeiten, welche auch, pietiitvoll dem Andenken Cauchy’s gewidmet, 
vereint in Separatausgabe erschienen sind. 

In dem Aufsatz iiber Brioschi*) wurde iiber den Inhalt der ersten 
Note, und iiber die weitere Geschichte des Gegenstandes so eingehend 
berichtet, dass an dieser Stelle nur kurz darauf verwiesen zu werden 
braucht. Auch iiber die invarianten Gedanken, welche Hermite bei Ge- 
legenheit der Aufstellung von Resolventen der Gleichung 4°" und 5%" 
Grades in den genannten Noten von 1858, wie weiterhin in den C. R. 
t. 61, 62 (1865, 66) entwickelt hat, wurde schon oben (S. 361) berichtet. 

Aber die, theoretisch betrachtet, grésste Férderung, welche der Forscher 
selbst, und in noch héherem Grade die spiitere Wissenschaft aus diesen 
Untersuchungen gezogen hat, liegt weniger in Hermite’s algebraischem 
Ziel der Aufstellung niedriger Resolventen, bei dem sich die Auflésung 
der Gleichung 5'** Grades wie nebenher ergab, als in dem von ihm dabei 
eingefiihrten und der Methode zu Grunde gelegten transcendenten Begriffe: 
der Modulfunction. Es sind die transcendenten eindeutigen Functionen des 
Periodenverhiltnisses , welche bei der Gesammtgruppe aller ganzzahligen 
gebrochen-linearen Substitutionen von w, von der Determinante 1, nur 
eine endliche Anzahl von Werthen annehmen. 

Die Einfiihrung von w, an Stelle des Jacobi’schen q = e'*”, dient 
Hermite dazu, um auch eine Grésse, wie « = {x = g(a), die noch von 
einer 8'** Wurzel aus g'abhingt, eindeutig zu definiren, und um die Wurzeln 
v = V/A = g(a’) der Modulargleichungen analytisch eindeutig von einander 
zu trennen, mit einfacheren Substitutionen zwischen w’ und @, als dies bei 
q der Fall ist. Hermite liefert fiir die sechs mod. 2 verschiedenen Classen 
von linearen Transformationen die zugehérigen Transformationen von p(@) 
und von x = (a), ebenso des Jacobi entnommenen 1(@) = Vp(@)-(o) 
(C. R. t. 46), und er hat spiiter (C. R. t. 57, 1863) einen Beweis der Um- 


*) Diese Annalen Bd. 50, 8. 483—486. 
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formungen von g(@) mittelst Transformation 2°" Ordnung der Theta- 
function angedeutet. Die Tafeln sind dann von Kénigsberger (,,Die Trans- 
formation etc.“, Teubner 1868 und Math. Ann. Bd. 3) aus der allgemeinen 
Hermite’schen Transformationsformel, von Schliifli (Cr. J. 72) aus der 
Differentialgleichung fiir die Periodicitiitsmoduln abgeleitet worden. 

In der Arbeit iiber die Modulargleichungen findet Hermite, der sich 
schon 1847 (s. dessen zweiten Brief an Jacobi, Cr. J. 40) mit dem Beweis 
des Galois’schen Satzes von der Erniedrigung der Modulargleichungen fiir 
die Transformationsordnungen » = 5, 7, 11 beschiiftigt hatte, zuniichst 
dessen Gruppe, bei adjungirter Discriminante, wieder; und er zeigt dabei 
insbesondere, dass zu dieser Adjunction fiir eine Primzahl » nur die von 

~ a— 1 
(—1) 2? n» néthig ist. Durch Aufstellung specieller Functionen z, der 
Wurzeln (wie Kronecker 1858 und Betti 1859) zeigt er dann die Er- 
niedrigung der drei Fiille auf den Grad », und liefert auch allgemeine 
Ausdriicke fiir deren Substitutionssystem (fiir = 7 noch einfachere in 
C. R. t. 57). Die Modulargleichungen fiir die z, selbst werden nur der 
Form nach angedeutet, schon etwas ausfiihrlicher in Annali di Mat. II, 
1859; aber der Weg ist spiiterhin, zunichst von Kénigsberger, weiter ver- 

folgt worden. 

Den grundlegenden und wichtigsten Theil des Aufsatzes bildet eben 
die Untersuchung iiber die Zusammensetzung der Discriminante der Modular- 
gleichung zwischen w und v, eine Untersuchung, die wieder tief in die 
Arithmetik der biniiren quadratischen Formen zuriickfiihrte. Hermite 
erkennt, dass die Discriminante D, abgesehen von Potenzen von w und 
1 — u®, ein vollstiindiges Quadrat einer ganzen rationalen Function wird; 
und dass die Gesammtheit der Werthe von u, welche D zu Null machen, 
iibereinstimmt mit der Gesammtheit der entsprechenden Doppelwurzeln v 
der Modulargleichung. Dieses Gréssensystem fiihrt daher zu linear ge- 
brochenen Ueberfiihrungen von @ in sich selbst, also zu dem Verschwin- 
den von biniiren ganzzahligen quadratischen Formen Q(@); wie iibrigens 
schon daraus folgt, dass die zu zwei zusammenfallenden Wurzeln v ge- 
hérigen linearen Combinationen von  einander iiquivalent werden. Diese 
Formen Q(@) sind definite, und zwar gehért zu jeder Transformationszahl 
n eine endliche Anzahl von Formendeterminanten — A, nach arithmetischen, 
von der Theilung der Zahlen » und A in Factoren abhiingigen, Gesetzen; 
jede der nicht-iquivalenten Classen von der Determinante — A zerfiillt 
dann noch, mod, 2, in Typen von Formen von der Art, dass die Gesammt- 


heit der Formen eines Typus die Grésse « =x nicht mehr iindern. So 
ergeben sich aus den Repriisentanten Q(@) der verschiedenen Typen, die 


den zu » gehdrigen Determinanten — A entsprechen, in Zusammenord- 
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nung nach ,,Geschlechtern* (Gauss), alle Factoren der Discriminante D. 
Es werden hierbei Summen von Classenanzahlen quadratischer Formen 
bei Primzahl » mit dem Grad von D — bei beliebigem ungeradem n, 
ohne quadratischen Theiler, mit héheren Theilerfunctionen von » — in Ver- 
bindung gesetzt. 

Hermite stiess in diesen Untersuchungen mit Kronecker zusammen, 
der, den Spuren Abel’s folgend, 1857 von Seiten der complexen Multipli- 
cation der elliptischen Functionen her auf dieselben beliebigen definiten 
quadratischen Formen Q(@) gekommen war, deren Auflésung eben die 
spéeciellen Moduln (a) liefert, fiir welche eine solche Multiplication statt- 
findet: Weber’s transcendente ,,Classeninvarianten“ fiir die ganze Classe 
fiquivalenter Formen Q(@) von der Determinante — A. Hermite gelingt 
es, durch Gegeniiberstellung seiner und der Kronecker’schen Methode, neue 
Verbindungen der Classenzahl-Relationen Kronecker’s zu erhalten; aber 
letzterer strebt einer tieferen Erfassung der speciellen Classeninvarianten 
als algebraischer Zahlen zu. 

Wenn Hermite seinen Begriff der Modulfunction aus der allgemeinen 
Theorie der elliptischen Functionen ableitete, so war er sich doch bewusst, 
dass hier ein Grundbegriff einer neuen analytischen Function vorliege, der 
einer von jener Disciplin unabhingigen functionentheoretischen Definition 
und Durchbildung bediirfe, um unmittelbar die merkwiirdigen analytischen 
und arithmetischen Eigenschaften der Function erkennen zu lassen und 
um seinerseits wieder auf die Theorie der elliptischen Functionen neu- 
gestaltend einwirken zu kénnen. Er hat dies in seinen ,,Notes sur les 
fonctions elliptiques* (Anhang zu Lacroix’s Calcul) schon 1861 vollstiindig 
deutlich ausgesprochen; aber er selbst hat zuniichst nur die angefiihrten 
gruppentheoretischen Gesichtspunkte in die keimende Theorie herein- 
gezogen. Die Anregung wirkte jedoch um so tiefer. 

In der That entstand schon 1865 unter den Hiinden von St. Smith 
die gruppentheoretische Grundlage der ganzen spiteren Stufeneintheilung 
der Moduln: die Zugehérigkeit von Moduln wie 7x, Vx zu einer Congruenz- 
Untergruppe der oben genannten Gesammtgruppe [ von Substitutionen 
fiir @ (Reports of the British Association), mit dem Satze, dass alle Sub- 
stitutionen von @, welche g(@) in sich transformiren, der Gruppe [ an- 
gehéren; ein Satz, mit welchem ein Jahrzehnt spiter auch Hermite selbst 
wieder in die oben entstehende Theorie eingriff (Anmerkung zu Fuchs’ 
Abh. in Cr. J. 83) und der ebenfalls zur Definition der Modulfunctionen 
aus der Gruppe [ und ihren Untergruppen dringen musste. Ein weiterer 
Schritt geschah wiederum durch St. Smith: die geometrische Versinn- 
lichung dieser Gruppen in der Ebene durch die ,,Modultheilungen“, Drei- 
eckstheilungen nach dem Vorbilde der schon von Schwarz fiir die Function 
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y*(@) gegebenen (Cr. J. 74, 1872). In seiner Arbeit von 1874 (publ. 1877 
in den Acc. dei Lincei) stellt ihm jeder Punkt m der oberen Halbebene 
eine quadratische definite Form in 2, y: Norm (x—y), vor, die ent- 
sprechenden Punkte der Theilung fiquivalente Formen; und es geniigen 
einfach anschauliche Verfahren, um die Reductionsbedingungen und fiir 
ganzzahlige Formen die Endlichkeit der Classenzahl festzustellen. Damit 
war auch Dedekind’s ,,Hauptfeld“, das spitere ,,fundamentalpolygon“ ge- 
wonnen. Zu gleicher Zeit hat auch Selling (Cr. J. 77, 1874) mit seiner 
Gebietstheilungs- und Gruppentheorie der indefiniten biniren und terniren 
Formen hier wesentlichen Einfluss geiibt. Die entscheidenden neuen Ge- 
sichtspunkte in die Theorie brachte einmal im Allgemeinen die Einfiihrung 
der, in der Theorie der linearen Differentialgleichungen von Fuchs ent- 
wickelten Begriffe, insbesondere aber die Anwendung der Riemann’schen 
Begriffe auf die Definition von Functionen durch die neue Gebietstheilung. 
Und hierbei hat, angeregt durch Hermite’s Bemerkung, Dedekind (Cr. J. 
83, 1877) das grosse Verdienst, eine directe und systematische Begriindung 
einer Theorie der Modulfunctionen gegeben zu haben. Dedekind hatte 
aber noch eine andere Anregung durch Beschiftigung mit dem von ihm 
gerade vorher (1876) bearbeiteten Fragmente Riemann’s (dessen Werke 
XXV—XXVII); denn dort finden sich schon Grenzfille der Modulfunctionen, 
wenn @ an eine reelle rationale Zahl heranriickt, mit Erliuterungen, welche 
in der That Hermite’s Betrachtungen vor 1858 iiber die lineare Trans- 
formation der Thetafunctionen in einem schwierigen Punkte fortfiihren. 
Dass Gauss (nach seinem Nachlass, Bd. 8 von Gauss’ Werken) gerade 
beziiglich der Modulfunctionen Jacobi und Abel dauernd vorausgeblieben 
und heute als der Vorliufer Riemann’s anzusehen ist, hat in die Ent- 
wicklung nicht eingegriffen. An die von Dedekind explicit eingefiihrte 
einfachste Modulfunction, die absolute Invariante J (= val (@)) der biniiren 
biquadratischen Form des elliptischen Integrals, als Hauptmodul der Ge- 
sammtgruppe [ — eine Function, die schon in den Rechnungen Hermite’s 
eine Rolle spielte und die auch Klein aus der Schwarz’schen Arbeit ab- 
leitete —, kniipfte dann die von Klein ausgehende allseitige Entwicklung 
der Theorie an, die unter Anderen auch die einfachsten Formen der Modular- 
gleichungen fiir » = 7 und 11 lieferte. 

Dass auch die Modulfunctionen selbst nur das erste Glied einer Reihe 
von héheren Functionen, der ,automorphen Functionen“, und damit eines 
wichtigen, noch in der Entstehung begriffenen Theiles der Nach-Hermite’- 
schen Analysis, werden sollten, beweist die Tragweite der ersten Anregung 
Hermite’s. 

Wenn die heutige Weiterentwicklung der Transformationstheorie der 
elliptischen Functionen und der zahlentheoretischen Anwendungen haupt- 
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sichlich der Theorie der Modulfunctionen zu verdanken sind, so ist Hermite 
gleich nach den bis jetzt charakterisirten Arbeiten auf einen andern Weg 
der Verbindung der elliptischen Functionen mit der Zahlentheorie zuriick- 
gekommen, der zwar auch die genannten recurrirenden Classenanzahl- 
Relationen liefert, aber bei Weitem nicht so ausgiebig ist, wie der erstere 
Weg. Er schliesst an die Jacobi’sche Methode an (Cr. J. 3 und ,,Funda- 
menta“), Zahlen in eine Summe von vier Quadraten zu zerlegen durch 
Verwandlung der vierten Potenz einer g-Reihe in eine andere q-Reihe. 
Angeregt durch Liouville, der aus einigen weiteren solchen Reihen analoge 
Schliisse gezogen hatte, verallgemeinert Hermite 1861 (C. R. 53, 55; 
Journ. de Math. VII, 1862) die Methode: indem er elliptische Functionen, 
wie Be (seine spiiteren ,doppelt-periodischen Functionen dritter Art“), 
durch trigonometrische Reihen darstellt, und eine Anzahl solcher mit 
einander multiplicirt und integrirt, erhilt er q-Reihen, die als Exponenten 
von q einerseits reducirte definite quadratische Formen, andrerseits, bei 
Ordnen dieser Reihen, die Determinanten (absolut genommen) dieser 
Formen enthalten, wobei dann als Coefficient je eine Classenzahl der 
Determinante auftritt. In spiiterer Zeit (Cr. J. 99, 100 [1885] oder Acta 
Mathem. Bd. 5, 1884) ist Hermite in Fortsetzung dieser Betrachtungen zu 
allgemeineren Resultaten gelangt, so zu Relationen zwischen Anzahlen 
von Zerlegungen in drei oder fiinf Quadrate und Theilersummen, und zu 
asymptotischen Werthen dieser Theilerfunctionen. 

Wihrend der Weg Kronecker’s auf einer tieferen Beziehung zwischen 
zwei scheinbar entfernten Gebieten, wie Zahlentheorie und Theorie der 
elliptischen Functionen, die als Invarianten von quadratischen Formen- 
classen auftreten, beruht, und gerade dadurch ein unerwartetes Licht auf 
den Gang der Wissenschaft iiberhaupt und die Momente geworfen wird, 
welche sie im Verborgenen férdern*), so ist auch bei Hermite’s Aus- 
bildung des Jacobi’schen Weges beachtenswerth, wie methodisch er die 
Entwicklungen der elliptischen Functionen mit seiner Theorie der reducirten 
quadratischen Formen in Verbindung setzt und die Classenzahl-Relationen 
arithmetisch, wenn nicht entstehen, so doch in Evidenz treten lisst. 


Schlag auf Schlag waren die grossen Arbeiten der 50° Jahre auf 
einander gefolgt. In den 60% Jahren nahm nun Hermite Gedankenver- 
bindungen aus der friihesten Zeit auf, erst leise ansetzend, Jahre hindurch 
sogar scheinbar pausirend, bis er sich 1873 nochmals zu einem Hoéhepunkt 
erhob. Es sind die Probleme der Néherungsausdriicke fiir Zahlen und 
Functionen, die ihn nun beschiiftigen. 


*) Cf. Hermite’s Nachruf auf Kronecker in C. R. von Jan. 1892. 
24* 
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Zunichst treten Fragen der Interpolation an den Forscher heran. 
Schon 1859 (C.'R. t. 48) hatte er zur Beantwortung von Tschebyscheff’s 
Frage nach der méglichst genauen Anniherung einer Function an mehr 
als m Stellen durch ein Polynom (n— 1)" Grades nach der Methode der 
kleinsten Quadrate, bei gegebenen durch Werthe einer ganzen Function 
bestimmten Gewichten, die Lagrange’sche Interpolationsformel verallge- 
meinert, indem er wieder eine quadratische Form adjungirte. Auch jetzt 
trat ihm eine Frage Tschebyscheffs entgegen: wie man die von Gauss 
in der mechanischen Quadratur angestellten Interpolationsuntersuchungen 
auf Functionen von mehr als einer Variabeln verallgemeinern kénne. 

_ Nach Gauss (,,Methodus nove") wird der Werth eines Integrals 


fo w(x)dx durch ein Integral f y(x)dx, wo g(x) ein zu bestimmendes 


Polynom (nm — 1)" Grades ist, " dadurch am vortheilhaftesten, bis auf 
Glieder der Dimension 2” — 1 incl. berechnet, dass man die Ueberein- 
stimmung an solchen » Stellen x, bewirkt, welche eine Gleichung N, (x) =0 
erfiillen, deren linke Seite den » Bedingungen 
+1 

feN,@az=0 (vy =0,1, ---, m—1) 

=@ 
geniigt. Es ist dann x der n® Naherungsbruch der Kettenbruch- 


Z,( 
x (« 
entwicklung fiir 6 = log — a+ in welcher die Theilnenner vom 1” Grade 


om ? 
in x sind; und die Mendis R, = N,,« — Z,, nach fallenden Potenzen 
von £ gnitens, beginnt mit der Potenz 2-"~-'. Nach den Integral- 
relationen, oder nach den mit der Kettenbruchentwicklung verbundenen 
recurrirenden Relationen, stimmen die Naherungsnenner N,(x) mit den 
Laplace-Legendre’schen Polynomen (Kugelfunctionen) P(x) iiberein; wie 
Jacobi (Cr. J. 2) und nach ihm Heine in seinem eben erschienenen_,,Hand- 
buche der Kugelfunctionen“, das Hermite lebhaft anregte, gezeigt hatten. 

Hermite’s Versuch einer Verallgemeinerung auf Functionen von mehreren 
Variabeln kniipft nur an die Entstehung der Kugelfunctionen P™(z) als 
Coefficienten einer Reihenentwicklung an. Die neuen Polynome werden 
durch Entwicklungen von Functionen der Art e~?@+%¥+ nach Potenzen 
von h, k erhalten, wo (x, y) eine definite positive quadratische Form 
bedeutet (C. R. t. 58); sodann (C. R. t. 60) von solchen der Art 
(1 — 2ax — 2by + a*+ b*) ? nach Potenzen von a, b. Die Eigen- 
schaften dieser Polynome sind denen von P(x) so analog, dass Ent- 
wicklungen von Functionen mehrerer Variabeln nach denselben ebenfalls 
einfach und der Discussion zugiinglich werden. Indessen deutet Hermite 








kei 
rat 


gec 


tun 


~ um 


des 
Na 
Un 
ein 
Min 
sta 
an 

X, 
mo 
gal 
bri 
fiir 
Re 








Sa a Se ad 


Coe VF Ft F—h(UcCOlllhC<C DCO 








Charles Hermite. 


373 


keine Interpolationsanwendungen an; und auch die anschliessende Litte- 
ratur (Appell etc.) hat nur die — noch allgemeinerer hyper- 
geometrischer Reihen im Auge. 

Uebrigens ist Hermite spiiterhin (Cr. J. 84; 1877) nochmals auf die 
Interpolation fiir Functionen von einer Vostedutichen zuriickgekommen. 
Er erweiterte Lagrange’s Formel dahin, dass die gesuchte ganze Function 
(n — 1)" Grades von «# nicht an » Stellen einfach, sondern an weniger 
Stellen, aber zugleich mit einer Reihe von Tesievntishasatienten, mit 
den Werthen der gegebenen Function und ihren Ableitungen iiberein- 
stimmt. Insbesondere werden sehr einfache Formeln fiir geniherte Quadra- 
tur bei héherer Osculation an zwei Stellen aufgestellt. 

Die Jahre von 1866 bis gegen 1873 hin bezeichnen eine Zeit stiller 
Sammlung. Aber die wenigen publicirten Seiten in diesem Zeitraum 
deuten doch auf Hermite’s Beschiiftigung hin: Reihenentwicklungen ellip- 
tischer und anderer Integrale, mit Bestimmung der Coefficienten als 
Niherungs-Ziihler und -Nenner von Kettenbriichen; Processe unbestimmter 
Integrationen, dann Grenzwerthe und Unstetigkeiten von bestimmten Inte- 
gralen. Das eine steht in Zusammenhang mit den damals vorbereiteten 
Cours an der Ecole Polytechnique, das andere zeigt Hermite’s Be- 
miihungen an, sich auch die Errungenschaften der deutschen functionen- 
theoretischen Richtungen anzueignen. Es war eine Vorbereitungszeit fiir 
die ganze weitere analytische Thitigkeit. 

Die im Juni 1873 von Hermite aufgenommenen Niherungsbetrach- 
tungen beschriinken sich nun auf Functionen von einer Veriinderlichen 
und kniipfen gerade an die bei der oben angefiihrten Verallgemeinerung 
des Polynoms P(x) vernachliissigte Seite, an dessen Entstehung als 
Niherungsnenner einer Kettenbruchentwicklung. Wie nach seinen friihsten 
Untersuchungen ein Ausdruck aa + bB + y, bei gegebenen a, b, durch 
eine zweifach unendliche Reihe von ganzen Zahlen a, B, y successive 
Minima erhalten konnte, die eine beliebige Anniherung an Null ge- 
statteten, so sollen jetzt (Cr. J. 76) zweifach unendlich viele Anniherungen 
an Null eines Ausdrucks X sing + Yeosx + Z mittelst Polynome 
X, Y, Z in a, bis auf eine mit dem Grad dieser Polynome vertrigliche, 
méglichst hohe Potenz in w, bestimmt werden. Fiir Z = 0 war die Auf- 
gabe liingst behandelt: sie fiihrt auf Nenner und Zihler der Naherungs- 
briiche des Lambert’schen Kettenbruchs fiir tg 2; und die Restreihe A, 
fir X sina + Ycosz wird eine Bessel’sche Function. Hermite leitet das 
Resultat nochmals einfach her, durch partielle Integration von 


gett 


foe cos xt: dt; 


“nla” 
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das allgemeine Problem aber wird durch successive Integration der Gleichung 
dieses speciellen Problems erledigt. 

Die fiir Hermite’s weiteren Gedankengang wichtigsten Momente sind 
hier: einmal, dass er den Restausdruck bei der Anniiherung an Null von 
Ausdriicken wie X sinz + Yecosx-+ Z durch einen einfachen Integral- 
ausdruck wiedergiebt, dessen Gréssendimension sich leicht erforschen lasst; 
sodann, dass er aus zwei successiven Anniherungen rationale Niherungs- 
briiche fiir sinz und cosz selbst herleitet. Letzteres, oder auch die par- 
tielle Integration von Ausdriicken der Art 


1 
| tP(1—t8)"e-** dt, 
0 


gibt ihm zugleich eine Reihe von Naherungsbriichen fiir die Exponential- 


function e*. Auch driickt er die grésstmégliche Annaherung einer linearen 


Function Ps e“* X, durch Polynome X; von x mittelst eines bestimmten 
i=1 
n-fachen Integrals aus. 

Diese Resultate konnten Hermite ermuthigen, dem grossen Ziele 
einer Untersuchung des Charakters von Zahlen, wie e und 2, naher zu 
treten. Lambert hatte schon 1761 mittelst seiner Kettenbriiche die Irra- 
tionalitit von a,” und e” (m rational) gezeigt; und iiber dessen Resul- 
tate war eigentlich nur Liouville hinausgekommen, als er 1840 (Journ. 
d. Math. V) an Reihen gezeigt hatte, dass e und e* keiner algebraischen 
Gleichung 2‘ Grades geniigen und 1844 (C. R. t. 18) an der Hand der 
Kettenbruchentwicklungen von Wurzeln ganzzahliger algebraischer Glei- 
chungen die Existenz von nicht-algebraischen Zahlen erwiesen hatte. Auf 
das Lambert’sche Resultat fiir e” kam auch Hermite spiiter (Cours an der 
Fac. des Sc., 9° Vorlesung) nochmals auf einfache Weise, durch Differen- 
tiation der e*-Reihe. Die bisherigen Resultate machten den Transcen- 
denten Charakter der Zahlen e und a immer wahrscheinlicher; und in der 
That ergab nun Hermite’s oben angedeutete Anniiherung von Xsinz-+ Yeosy, 


fiir «= -, ohne Weiteres wenigstens die Irrationalitat von 2*, aus dem 


bekannten Widerspruch, dass sonst eine ganze von Null verschiedene Zahl 
beliebig klein gemacht werden kénnte. Aber die Erledigung der allgemeinen 
Frage, ob w eine transcendente Zahl sei, widerstand dem Versuch eines 
directen Angriffes (Cr. J. t. 76, Brief an Borchardt vom 31. Aug. 1873). 

Und zur selben Zeit gelingt es Hermite, seine Analyse so weit durch- 
zubilden, dass er fiir die Zahl e bis zur vélligen Lésung der Frage vor- 
dringen kann (,Sur la fonction exponentielle“, C. R. t. 77, Juli und 
August 1873). 
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Das leitende Princip ist die Frage nach den gleichzeitigen Annihe- 


rungen, bis zu héchstméglichen Potenzen von 2, einer Reihe von Ex- 
® (x) : 
o@) » mit 
demselben Nenner und bei gegebenen Graden der Polynome 9, ®;. Zwar 
liessen sich solche Briiche aus der Betrachtung einer Reihe von An- 


niherungen an Null der oben erwihnten linearen Function der Gréssen 


ponentialfunctionen e*” (i= 1, 2,---,) durch rationale Briiche 


ae 


e“* ermitteln; aber zur Discussion der Niherung greift Hermite die Auf- 
gabe direct an, und hierbei ist wieder ein wesentliches Mittel die Dar- 
stellung der Niherungen durch Potenzen der Variabeln « mit bestimmten 
Integralen, deren asymptotische Werthe beliebig klein werden, und die 
sich iiberdies auch unbestimmt auswerthen lassen. 

Dies sind Ausdriicke der Art 


bes 


e* f e~** F(#) dt, 
od ao 
wo F(t) ein Product von Factoren (¢—a,)“' [x =0,1,---, n] ist. Die 
®, ®, selbst entstehen dann aus dem Polynom §(¢), das bei der 
unbestimmten Integration des Integrals erscheint, dadurch dass man 
t= d),@,°--,@, setzt. Eine ganzzahlige Gleichung fiir ¢ 


N+ Sen—o, 
é=1 


wo auch die a; ganze Zahlen sind, wiirde dann, durch Einsetzen einer 


Anzahl geniigend hoher Naherungssysteme fiir die ¢“, nur zu einer Reihe 
von Relationen der Art 


NP + S'N,P®=0 
i=1 


fiihren kénnen, wo auch die P™, P ganze Zahlen sind, und aus n+ 1 
solchen Gleichungen miisste immer die Determinante aus den P™, P,® 
verschwinden. Die Untersuchung ist also darauf zuriickgefiihrt, die Un- 
méglichkeit dieses Verschwindens zu zeigen, wozu eben die besonderen 
Ausdriicke der Niherungen auf verschiedene Weisen, besonders auch durch 
recurrirende Beziehungen, benutzt werden. 

Hermite’s Untersuchung hat auch allen spiiteren Arbeiten iiber den 
Gegenstand die Anregung gegeben. Die 1885 von Weierstrass gelieferte 
Vereinfachung des Beweises der Transcendenz von e beruht wesentlich 
nur darauf, dass statt des Products F(t) die Polynomausdriicke betrachtet 
werden, wobei sich die Integrale in iibersichtlicherer Gestalt auswerthen 
lassen; wihrend die weiteren, von Hilbert, Hurwitz, Gordan ausgegangenen 
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Modificationen das Product als solches bestehen lassen, aber die Be- 
trachtung der Determinante durch eine Congruenzbetrachtung ersetzen 
und dabei noch, wie der Letztere mittelst Benutzung der e-Reihe, die 
Integrale vermeiden. Wie einfach 1882 Lindemann den Uebergang von 
e auf e5, wo & algebraisch ist, und von da auf m geleistet, ist in Aller 
Erinnerung. 

Das Interesse des Forschers an den Anniherungen war nicht durch 
seine grosse Anwendung von 1873 erschépft; er wandte sich sogleich 
anderen damit in Verbindung stehenden Gedankenverbindungen zu: der 
Erweiterung der Eigenschaft der Kugelfunction P(x), einer linearen 
Differentialgleichung 2‘* Ordnung zu geniigen (Cr. J. 79; 1874). So 
hingen die gleichzeitigen Niherungen von » Functionen durch rationale 
Briiche mit linearen homogenen Differentialgleichungen (nm +- 1)" Ordnung 
®, (a) 

o@) der » Fune- 
tionen log = * (i=1,2,---,m), diesmal bei Ordnen nach absteigenden 


zusammen. Dies wird insbesondere fiir die Naherungen 


Potenzen von x, durchgefiihrt, wobei die Differentialgleichung (n-+ 1)** Ord- 


a 


nung nicht nur durch ®(a), sondern auch durch die f a dt, befriedigt 
wird; und die Anniiherung an Null der linearen Function 


a @. 
a X, log =, 


durch Polynome X hingt mit der adjungirten Differentialgleichung zusammen. 

Hermite geht dem Zusammenhang mit der Fuchs’schen Theorie, der 
hier zu Tage tritt und ihm wohlbekannt war, nicht niher nach. Da- 
gegen ist er auch spiterhin wiederholt auf die mehr arithmetische Seite 
der Anniiherungen zuriickgekommen. So 1879 (Cr. J. 88) auf gewisse 
annihernde Lésungen der Gleichung x —ay—b=—0O, die er auf zwei 
successive Niherungen an @ zuriickfiihrte, mit engerer Begrenzung fiir 
das Minimum von «— ay — b, als bei Tschebyscheff, eine Begrenzung, 
die von Hurwitz (diese Ann. Bd. 54) im allgemeinen Falle noch etwas 
weiter verengt wurde. So noch 1893 (Annali di Mat. t. 21) auf die An- 





naherung an Null einer linearen Function Ps S, X; von Potenzreihen 
t=1 

S;(x) durch Polynome X,(x), bei der die Function als Residuensumme 

eines Integrals erhalten und auf die recurrirende Berechnung der Polynom- 

systeme besonderer Werth gelegt wird, also auf Algorithmen, welche die 

Auflésung von Systemen linearer Gleichungen umgehen sollen. Durch 
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diese ganze Arbeitsthitigkeit Hermite’s geht die Idee von der Bedeutung, 
welche die Anniherungstheorien in der Darstellung der Functionen einst 
fiir die Functionentheorie gewinnen kénnten; und darin wurzelt auch 
seine hohe Verehrung fiir Tschebyscheff, als Anreger und Férderer der 
Richtung. Er hat auch selbst in seinen Schiilern noch eine reiche Ernte 
aus diesen Betrachtungen aufgehen sehen. Hier sei nur darauf hin- 
gewiesen, dass Laguerre — hier, wie in anderen Gebieten ein Fortsetzer 
von Hermite, welcher auch der Herausgabe der Sammlung der Ab- 
handlungen jenes sich mit unterzog — die Anniherungen mit Jacobi’s 
(Cr. J. 53) Entwicklungen einer Function nach ganzen Potenzen eines 
Polynoms, in denen dieselben Integrale auftreten wie bei Hermite, in 


Verbindung gesetzt hat, so die Anniherung an Null von Za e* X; mit 
i=1 

der Entwicklung von e’* nach Potenzen des oben genannten Polynoms 

F(t) (s. Cr. J. 88). 


Aus der Beschiftigung mit der linearen Differentialgleichung fiir die 
Kugelfunction P(x) entwickelte Hermite, sogleich nach seinen For- 
schungen in den Approximationstheorien, noch einen anderen fruchtbaren 
Gesichtspunkt, von dem aus er zugleich zu einer Erweiterung der Theorie 
der elliptischen Functionen gelangte. Ihn zog die Lameé’sche lineare Diffe- 
rentialgleichung 2" Ordnung an, auf welche Lamé schon gegen 1840 durch 
physikalische Probleme, unter Einfiihrung seiner elliptischen Coordinaten 
in die Potentialtheorie, gekommen war. Es ist eine Gleichung der Art 

te = [n(n + 1) x? sin?am w + h]z, 
wobei » eine ganze positive Zahl ist und h gewisse specielle, vom Modul x 
abhiingige Werthe besitzt. Was Hermite interessiren musste, war einmal 
die Thatsache, dass sie fiir «—~x sin amu und linx 1 in die Gleichung 
fiir die Kugelfunction P(x) ausartet; sodann, dass, fiir beliebigen Modul x, 
neben einer ersten Lésung (x), die ein Polynom in @ ist, eine zweite 
Lisung F(x) existirt, die, wie Liouville und Heine schon 1845 gezeigt 
hatten, in ihrem transcendenten Theile nur elliptische Integrale 1°" und 
2" Gattung, mit E(x) multiplicirt, enthilt — analog wie fiir limx—1 
eine Lésung Q(x) den Ausdruck P™ (a) - log et% enthalt; ja dass nach 
Heine, mit dem Hermite um diese Zeit in engerer Verbindung stand, 
auch eine Beziehung zwischen E(x), bezw. F(x), und dem Nenner, 


bezw. dem Reste, des Naiherungsbruches der Kettenbruchentwicklung eines 


ganzen elliptischen Integrales 3°" Gattung besteht (Cr. J. 60). 
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Hermite’s Untersuchungen beziehen sich auf die verallgemeinerte Lamé- 
sche Gleichung, in der h eine beliebige Constante ist; und sein Haupt- 
resultat besteht darin, dass hier, von jenen speciellen Werthen von h ab- 
gesehen, immer zwei eindeutige,- durch elliptische Functionen als_,,perio- 
dische Functionen zweiter Art“ ausdriickbare Lisungeu der Differential- 
gleichung existiren. 

Als Ausgangspunkt, von dem aus Hermite zu diesem Resultate ge- 
langt, erscheint ein doppelter. In einem Brief an Brioschi (Amnali di 
Mat., ser. 2, t. 9, vom 17. Dec. 1877) theilt er einen Weg zur vollstiin- 
digen Integration der Gleichung mit, welcher direct auf die beiden ge- 
nannten Lésungen fiihrt und welchen er schon in dem II‘ Theil seiner 
Cours an der Ecole Polytechnique von 1872 (lithographirt 1873 verbreitet) 
gegeben hatte. Indem er die lineare Differentialgleichung 3‘ Ordnung fiir 
das Product zweier Lésungen aufstellt*), erkennt er durch »-malige Diffe- 
rentiation dieser Gleichung, dass sie durch ein Polynom n*" Grades be- 
friedigt wird, was in bekannter Weise die vollstindige Liésung der ge- 
gebenen Gleichung liefert. Dieser Weg steht also schon in niichster Be- 
ziehung zu dem von Fuchs 1875 in seiner Untersuchung iiber die linearen 
Differentialgleichungen mit algebraischen Integralen eingeschlagenen (Cr. J. 
t. 81). 

Die hier erscheinenden Lésungen, F'(w) und F(— u) — elliptische 
Thetaquotienten, multiplicirt mit einer Exponentialfunction, deren Expo- 
nent proportional « ist — sind dieselben Functionen, welche bei der 
Jacobi’schen Lisung des Problems der Rotation eines festen Kérpers um 
einen Punkt, ohne iussere Kriifte, auftreten: von der constanten Winkel- 
geschwindigkeit um die zur invariablen Ebene senkrechte Axe herriihrend, 
muss hier in die beweglichen Winkelgréssen ein der Zeit proportionales 
Glied eingehen. Dieser mechanische Umstand bildete den andern Aus- 
gangspunkt Hermite’s und fiihrte ihn fiir den aus zwei der Winkelgréssen 
a, a@ in bekannter Weise zusammengesetzten Ausdruck a -+-ia’ zu einer 
verallgemeinerten Lamé’schen Gleichung. 

In welcher Ordnung die beiderseitigen Anregungen in Hermite’s Geist 
durch einander wirkten, mag hier unentschieden bleiben. Neben dem 
Rotationsproblem war es bald auch das des sphiirischen Pendels, welches 
ihn in ahnlichem Sinne wiederum zur Beschiiftigung mit den elliptischen 
Functionen reizte (Cr. J. 85, 1877), wie auch der Umstand, dass Gylden 
in seinen astronomischen Bahnniherungen auf die Lamé’sche Gleichung 
- gekommen war. Wiihrend die mechanischen Fragen ihn zu Untersuchungen 
iiber Entwicklungen in Potenzreihen von Producten von elliptischen Func- 


*) Cf. Liouville im Journ. de Math. t. 4, 1839. 
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tionen und tiber die asymptotischen Werthe der Coefficienten in diesen 
Reihen fiihrten (Cr. J. 81 etc.), wandte er auch sein Theorem iiber Zerlegung 
in Elemente fiir doppelt-periodische Functionen erster Art auf geometrische 
Fragen tiber Curven 3** Ordnung an (Cr. J. 82, 84); und auch die fune- 
tionentheoretischen Gesichtspunkte Cauchy’s in Differentialgleichungen und 
Residuentheorie beschiftigten ihn um diese Zeit vielfach. In der Dar- 
stellung dieser erneuten weiten Thitigkeit in dem Felde der elliptischen 
Functionen (,Sur quelques applications des fonctions elliptiques“, C. R. 
Bde. 85—93, Oct. 1877—1881; gesammelt erschienen 1885 in einem 
ersten, dem Andenken Borchardt’s gewidmeten Hefte, wihrend ein zweites 
Heft nicht erschienen ist) geht Hermite von einer Theorie der doppelt- 
periodischen Functionen 2“* Art aus, d. h. von eindeutigen Functionen 
der Verinderlichen w, die im Periodenparallelogramm nur eine endliche 
Anzahl von Polen haben und die sich bei Vermehrung von u um die 
beiden Perioden je nur um einen constanten Factor iindern. Sie wiichst 
zu einer vollstiindigen Theorie dieser Functionengattung aus. Es wird 
die Zerlegung auch dieser Functionen in Elemente gelehrt, nimlich in 
Ausdriicke der Art 
d*-' rH(u+-o—a 
wiles oO") 

die im Parallelogramm nur je einen Pol a" Ordnung u =a haben; fiir 
die einfachsten Functionen dieser Art werden lineare Differentialgleichungen 


durch das Zerlegungsprincip und Residuenrechnung hergeleitet — eben 
die erweiterten Lamé’schen Gileichungen fiir » = 1, 2, wiahrend die 


Lésungen der speciellen Gleichungen durch Grenziibergang in h erhalten 
werden. Eine symmetrische Behandlung des Rotationsproblems wird durch 
die gleichzeitige Betrachtung von vier einfachsten Functionen 2‘* Art, 
mit demselben Nenner und um halbe Perioden verschiedenen Argumenten 
der Zihler, geliefert. Die Bewegung des sphirischen Pendels wird auf eine 
unipolare Lésung einer verallgemeinerten Lamé’schen Gleichung zuriick- 
gefiihrt, wihrend in dem Problem der Gleichgewichtsfigur einer elastischen 
Feder, bei beliebigen fiusseren Kriiften, nur Reihenentwicklungen geliefert 
werden. Den Abschluss der Untersuchungen bildet eine Ausdehnung der 
Theorie auf beliebige positive Zahlen n> 2, wobei ein Fundamental- 
system von zwei doppelt-periodischen Functionen 2% Art mit einem Pol 
héherer Ordnung existirt. Dem Uebergang auf den Fall lim x =1 hat 
Hermite noch ein besonderes Studium gewidmet (Cr. J. 89, 1879). 
Wenn sich diese Untersuchungen auch den allgemeinen Betrachtungen 
der neueren Theorie der Differentialgleichungen unterordnen, so zeichnet 
sie doch ein besonderes Merkmal aus: dass die Entwicklungen, auch 
wenn die Ausfiihrung auf complicirte Gleichungssysteme fiihrt, durch 
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algebraische und analytische Hiilfsmittel iiberall vollstiindig und explicit 
erledigt werden. Die allgemeineren Fragen aber nach solchen linearen 
Differentialgleichungen, welche eine eindeutige doppelt-periodische Func- 
tion 2" Art als Lésung haben, und die analytischen Modificationen der 
Lésungen in speciellen Fallen, sind von Picard und Mittag-Leffler aus 
Hermite’s Arbeit aufgenommen und aus dem Cauchy’schen Gebiet heraus 
auf den neueren Fuchs’schen Standpunkt, der von Hermite nur gelegent- 
lich zur Rechnung betreten wird, erhoben worden. Immerhin sind die 
Untersuchungen Hermite’s als ein Vorliiufer von Poincaré’s Integration 
aller linearen Differentialgleichungen mit algebraischen Coefficienten durch 
eindeutige Functionen anzusehen. 

So schliessen sich diese Anwendungen mit denen der Niherungs- 
betrachtungen und denen der Modulfunctionen zu dem reichen Kranze 
von Untersuchungen zusammen, mit denen Hermite die Beziehungen der 
_ Theorie zu einer Reihe von speciellen Gebieten, so dem der elliptischen 
Functionen, auf wirksame Weise geférdert hat. 


Um dieselbe Zeit beginnt Hermite auch einzelnen /functionentheore- 
tischen Fragen niher zu treten. Es sind in erster Linie die bestimmten 
Integrale iiberhaupt, im Besonderen die Euler’schen Integrale, die Bernoulli- 
schen Polynome und Zahlen, dann die Unstetigkeiten von analytischen Aus- 
driicken lings Linien, Betrachtungen, denen Hermite die letzten 25 Jahre 
seiner Lebensarbeit hauptsichlich widmete, in seinem Cours und in zahl- 
reichen kiirzeren Publicationen. 

Hier ist zunichst ein zahlentheoretisches Resultat zu erwihnen: eine 
Recursionsformel fiir die ganzzahligen Bestandtheile der in der Staudt- 
schen Form geschriebenen Bernoulli’schen Zahlen (Cr. J. 84), eine spiiter 
(ibid. 96) von Lipschitz fortgefiihrte Untersuchung. Die Theorie der 
Bernoulli’schen Polynome wird nach allen Richtungen seit 1874 (Cr. J. 
79) erértert, besonders aus dem Raabe’schen Integralausdruck heraus mit 
Integration durch das imaginiire Gebiet, oder durch Umformung der er- 
zeugenden Function; es wird der Verlauf der Polynome im reellen Gebiet 
gefunden, und eine neve Restbestimmung bei Entwicklung einer Function 
nach solchen Polynomen vorgenommen (ibid. t. 24 etc.). 

Von einem bedeutenden Teil der Untersuchungen dieser Periode, 
denen in der Theorie der Gammafunctionen bei complexem Argument, 
findet sich eine zusammenfassende Darstellung in den an der Sorbonne 
gehaltenen ,,Cours“. Hervorzuheben ist: eine genaue Bestimmung der 
Restglieder der semiconvergenten Reihen durch bestimmte Integrale; das 
Studium des Ganges von [(x) fiir negative 2 und des asymptotischen 
Werthes von log [ (x) fiir grosse x; vielfach neue Umformungen bekannter 
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Integralausdriicke und Verallgemeinerung der bekannten semiconvergenten 
Reihen. Hermite verwendet neben der Residuentheorie auch die Weier- 
strass’schen und Mittag-Leffler’schen Theoreme, wie er denn zu dieser 
Zeit sich in die in der Wissenschaft neu auftretenden Gedanken noch frisch 
und rasch hineinfindet, um sich von ihnen zu eigenen kiirzeren, aber in 
sich abgeschlossenen, Betrachtungen, zu feinen Anwendungen auf Con- 
vergenz-, Restbestimmungen und Aehnliches, inspiriren zu lassen. 

Insbesondere sucht Hermite, sich noch in Weierstrass’ Begriffsbildungen 
iiber eindeutige analytische Functionen, und dessen Darstellungen von solchen 
Functionen bei gegebenen Unstetigkeitsstellen verschiedener Arten einzuleben. 
Sein Ziel ist, diese Auffassung, mit Hiilfe von Riemann’s geometrischen 
Mitteln, seinem auf Cauchy ruhenden Standpunkt einzuordnen. 

Die Unstetigkeiten bestimmter Integrale mit reellem Integrationsweg, 
als Functionen eines complexen Parameters betrachtet, hatten Hermite 
seit lange interessirt. Nun sucht er denselben, und damit den Unstetig- 
keiten lings Linien iiberhaupt, in seinen seit 1881/82 gehaltenen ,,Cours“ 
zu didaktischen Zwecken niiher zu treten. So definirt er log(1-+ 2) durch 


oat 
1+ 2t’ 
Z-Ebene, bis auf die reellen Werthe von z——1 bis 2 =— ov, die 
das Integral unendlich machen und die durch einen geradlinigen Schnitt 
von — 1 bis — oo (,,Coupure“) ausgeschlossen werden. Auf diese Weise 
erhilt er also wohl eindeutig einen Zweig der unendlich vieldeutigen 
Function log (1 + 2), und somit das, was Riemann mit seinen Querschnitten 
bei mehrdeutigen Functionen bezweckt; aber da die Frage der analytischen 
Fortsetzbarkeit der Function iiber den Schnitt hinweg in dieser elemen- 
taren Betrachtung nicht untersucht wird, so tritt gerade dieser Riemann- 
sche Sinn noch nicht hervor, sondern nur die Bedeutung des Schnittes 
als einer Grenze fiir den definirenden Ausdruck. Man erkennt dies auch 
daran, dass fiir den Cauchy’schen Integralausdruck F(z) = == ; Aad » ge 
nommen iiber eine einfach geschlossene Curve C, der im Inneren und 
Aeusseren der Curve zwei ganz verschiedene analytische Functionen dar- 
stellt, C als ,,Coupure“ bezeichnet wird; und wenn Hermite hier éfters 
von der ,Function F(z)“ spricht, so meint er eben nur den Integral- 
ausdruck. 


1 
das auf reellem Wege genommene Integral in der ganzen 
9 


Gelegentlich wird jedoch, so bei der Gammafunction [(x), ein nur 
fiir Werthe des Parameters mit positivem reellem Theile giiltiger Integral- 
ausdruck durch Zerlegung und Reihenentwicklung mit Prym explicit iiber 
die imaginiire Axe hinweg eindeutig analytisch fortgesetzt; und auch die 
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geradlinige Fiihrung der Schnitte wird spiiterhin zu ihrer ganzen mig- 
lichen Mannigfaltigkeit erweitert. Immerhin treten noch Widerspriiche 


‘ - . : 2K 
auf, so bei dem Versuch einer Ausdehnung der Bestimmung von sinam — §, 


mittelst der trigonometrischen Reihe, auf die ganze w-Ebene (Cr. J. 92). 

Hervorzuheben ist aber die reiche Fiille, in welcher Hermite seine 
Sprungtheorien anzuwenden weiss, um aus ganz anderen Theilen der 
Analysis bekannte Beziehungen wiederzufinden. Was sonst durch Residuen- 
theorie geleistet wird, entwickelt er durch Ermittlung der Spriinge an 
den durch G(t,z) 0 bestimmten Schnitten fiir den Integralausdruck 


J ory dt, wo F, G@ holomorphe Functionen von ¢, z sind; bekannte 
Relationen zwischen [-Functionen werden aus den Unstetigkeiten der 
Integrale fiir log[(z) hergeleitet; und die Zerlegungssiitze der doppelt- 
periodischen Functionen, das Verhalten der vollstiindigen elliptischen Inte- 
grale als Functionen des algebraischen Moduls, oder Jacobi’sche Modular- 
relationen werden ohne Integration durch das imaginiire Gebiet erhalten. 

Fiir den Mittag-Leffler’schen Satz giebt Hermite (in Cr. J. 91 und in 
den ,,Cours“) eine Modification des Weierstrass’schen Beweises, aber unter 
beschrinkenden Voraussetzungen; in Cr. J. 92 fiir die Zusataglieder in 
den Reihen dieses Satzes, die mannigfach abinderbar sind, bequeme 
Formen. 

Man erkennt, dass auch in dem allgemeinen Gebiet der analytischen 
Functionen immer specielle Darstellungsweisen solcher Functionen, welche 
sich allseitig im Einzelbilde discutiren liessen, das Medium waren, in dem sich 
Hermite bewegte. Noch ganz am Ende seines Lebens (Briefe an Pincherle, 
Annali di Mat., ser. 3, t. 5) sehen wir ihn mit der Verallgemeinerung der 
Riemann’schen €-Function, ihrer Ausdehnung auf die ganze Ebene, und 
mit interpolatorischen Darstellungen dieser und anderer Functionen be- 
schiftigt; die Arbeit an den elliptischen Functionen, an neuen Additions- 
formeln, Reihen- und Partialbruchentwicklungen und Moduleigenschaften, 
hat ihn mitten in allen iibrigen Betrachtungen unabliissig bis zu Ende 
begleitet. Seine letzte Note, ,Sur une éyuation transcendante“, vom 
17. Dee. 1900 (Archiv der Math. u. Phys., 3 Reihe, 1" Band) behandelt 
ein bei Kugelfunctionen und anderen Functionen 6fters von ihm beriihrtes 
Gebiet: die Bestimmung der reellen Wurzeln transcendenter Gleichungen. 

Nachdem wir hier iiber den Inhalt des ,,Cours, professé a la Faculté des 
Sciences“, der seit 1882 wiederholt lithographirt erschienen ist, berichtet, 
eriibrigt noch eine eingehendere Charakterisirung dieser und der anderen 
zusammenfassenden Schriften, als es bereits in der Einleitung geschehen 
ist. Diese Vorlesungen, sowie die elementareren an der Kecole Poly- 
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technique, von denen ein Band, ,,Cours d’Analyse“, 1873 durch den Druck 
verdffentlicht ist, stellen nicht in der Art der Lehrbiicher ein systematisches 
Ganzes vor, das Vollstindigkeit oder eine umfassende Einfiihrung in die 
gewohnlichen Methoden bezweckte. Hermite wihlt einzelne Capitel aus 
und durchtriinkt sie, so elementar sie scheinen mégen, mit den hohen 
Methoden, an denen er schépferisch gewirkt, und mit dem Geiste der 
vielseitigen Fiille in Beispielen und analytischen Umformungen und der 
allseitigen Ausblicke, der ihn belebt. So tritt der Gesammtplan gegeniiber 
den ingeniésen Einzelheiten zuniichst zuriick. Aber die Kinheit dieses 
Ganges liegt eben darin, dass die leitenden Gedanken schon in die An- 
fange der Infinitesimalbetrachtungen eingefiihrt werden, um die Mannig- 
faltigkeit der gew6hnlichen Methoden in héherem Sinne zusammenzufassen. 
So wird im ,Cours d’Analyse“ die Zerlegung von einfach-periodischen 
Functionen in Elemente ganz in dem Sinne seiner friiheren héheren 
Arbeiten vorgetragen, und es wird der rationalen Reduction von Inte- 
gralen aller Arten auf einfachere, mittelst Kettenbruch-Verfahren, viel 
Aufmerksamkeit gewidmet. Gerade in der Betrachtung eines grossen 
Kreises specieller Probleme von einem modernen Standpunkt aus liegt 
der Kinfluss begriindet, welchen die héheren, stetig weiter bearbeiteten 
Vorlesungen auf die Cultur der Mathematik ausgeiibt haben. 

Zu den Vorlesungen treten, von didaktischen Schriften, noch die 
yNotes sur la théorie des fonctions elliptiques“; zuerst 1861 in Lacroix’s 
Traité, 6° Auflage, veréffentlicht, dann immer wieder abgedruckt. Sie 
liefern einen zwar knappen, aber iibersichtlichen Ueberblick iiber die 
Theorie, von Hermite’s urspriinglichem Standpunkt der doppelten Perio- 
dicitit aus bis zu neueren Auffassungen hin. Es wire zu wiinschen, dass 
diese Schrift, welche schon in der Uebertragung durch Natani seit 1863 
Jahre hindurch Anregung gegeben hat, in ihrer jetzigen Gestalt, in 
welcher sie noch einige einleitende Theile der Transformationstheorie mit 
mannigfachen Ausblicken in sich aufgenommen hat, durch eine neue Ueber- 
tragung auch in Deutschland wiederum zur Wirkung gebracht wiirde. 


Riickblickend sehen wir ein wissenschaftliches Lebenswerk vor unseren 
Augen liegen, so reich und vielseitig, wie es nur Wenige vollbracht 
haben. Durch alle Gebiete der Analysis bewegt es sich hindurch, immer 
weitere Kreise werden gezogen, immer neue Anschauungen und Methoden 
werden gestaltet, und iiberall entstehen Leistungen, welche bleibende 
Errungenschaften der Analysis, theilweise grundlegend fiir ganze Zweige, 
geworden sind. So dringt sich denn die Frage auf, ob sich in dieser 
vielgestaltigen Gedankenthitigkeit ein Mittelpunkt auffinden lasst, von 
dem sie ausstrahlt und der sie beherrscht. 
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In der einleitenden Uebersicht wurden der Gang der Arbeitsreihen 
des Forschers und deren Zwischenstellungen hinsichtlich der gewohnten 
Eintheilungen in Gebiete gezeichnet. Was am meisten auffallt, ist, dass 
die algebraische Seite die ganze Hauptarbeitsepoche, die bis in den An- 
fang der 60° Jahre reicht, durchdringt und leitet, auch bei arithmetischer 
oder functionentheoretischer Richtung. Sicher ist Hermite’s vorherrschen- 
der Zug sein algebraischer Sinn. Aber derselbe nimmt nie eine einseitig 
formalistische Gestaltung an, wie man sie bei Cayley, Sylvester, Brioschi 
éfters beobachten kann. Symbolische Processe hat er, obwohl er ihre 
Kraft kannte, nie als solche verfolgt, seine algebraischen Methoden waren 
ihm nie Selbstzweck, sondern nur Mittel, in dunkle Gebiete vorzudringen. 
Immer steht ein grosses Problem als Richtstern vor ihm, es regt ihm 
neue Fragestellungen an, und von hier aus erst werden algebraische 
Methoden neu geschaffen oder umgeschaffen, die dann weit iiber ihren 
speciellen Zweck zu wirken berufen sind. Interessiren ihn auch alle 
Fragen der Zahlentheorie und der Analysis, so triigt er doch iiberall 
seine algebraischen Gedanken hinein: in die Arithmetik seine definiten 
Formen und continuirlichen Parameter, in die elliptischen Functionen 
neue Gleichungsfragen und seine Transformationskunst; erst in der In- 
variantentheorie der Formen und Gleichungen selbst aber offenbart er die 
volle Michtigkeit seiner geistigen Kraft. 

Wenn man den Functionentheoretiker daran erkennt, dass im Miitel- 
punkt seines Gedankenkreises die Grundbegriffe der analytischen Abhiingig- 
keit stehen, dass er auf die Grundlagen der Analysis zuriickgreift und sie 
vertieft oder festigt, so war Hermite kein solcher. Sein Feld war nicht 
die principielle Grundlegung von allgemeinen Begriffen, und am wenigsten 
von solchen, die von der analytischen Ausdrucksweise absehen: er arbeitete 
mit bekannten Functionsausdriicken. Hier freilich hat er Erfolge zu ver- 
zeichnen, die um so bedeutender erscheinen miissen, als sie vor der 
deutschen functionentheoretischen Entwicklung errungen sind; es sei nur 
an die Zerlegung der doppelt-periodischen Functionen und der héheren 
Thetafunctionen in Elemente, oder an die Grundlegung der Transforma- 
tionstheorie der Abel’schen Functionen erinnert. 

Ja auch die systematische Ausgestaltung einer umfassenden Theorie 
lag nicht in seiner Art: so hat sich Hermite in der letztgenannten Theorie 
auf die Aufsteilung der principiellen Punkte beschriinkt, die aber, wie 
friiher gesagt, den Ausgangspunkt aller Entwicklungen in diesem Gebiete 
bilden. In der Aufstellung solcher principieller Gesichtspunkte und in 
der Herleitung jeweils entsprechender Methoden war Hermite Meister. 
Und zwar sind es durchaus Transformationsprincipien, in welchen man 
das tiefste Wesen der Hermite’schen Analyse zusammenfassen kann, und 
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deren Herrschaft die innere Einheit seines ganzen Schaffens bildet. Nur 
muss man die Schaffung und Handhabung algorithmischer Methoden, des 
eigentlichen Werkzeugs Hermite’s, diesem Begriffe unterordnen. 

Nicht als ob Hermite, wie Lie, diesé Principien selbst zum Gegen- 
stand seines Forschens gemacht hitte; oder als ob er, wie eine Reihe von 
Algebraikern und Geometern, von vornherein von einigen hestimmten 
Transformationsgruppen ausgegangen wire: eine solche Systematik lag 
ihm ganz fern. Aber seine algebraisch-arithmetische Reductioustheorie 
ist ein Transformationsproblem; seine Formen- und Gleichungstheorien 
fiihren zu der Invariantentheorie der line aren Transformationen; die Gruppe 
der linear-gebrochenen Substitutionen und die Transformationstheorie bilden 
Ausgangspunkt und Gegenstand seiner Forschungen in den elliptischen und 
Abel’schen Functionen; seine Anniherungsmethoden sind explicite specielle 
Darstellungen von Functionen; und seine Integration der erweiterten 
Lamé’schen Gleichung beruht ebenfalls ausschliesslich auf expliciten Um- 
formungen. Seine analytische Kunst der Umformungen zeigt sich dabei 
wiirdig der seines Meisters Jacobi; und die immer neuen Methoden, und 
die daraus gezogene unbegrenzte Menge von Einzelresultaten — darunter 
einige, wie die Lésung der Gleichung 5°" Grades und der Beweis der 
Transcendenz von e, von leuchtender Bedeutung —, scheinen wie von 
selbst dieser Kunst zu entspringen. Aber gerade bei dieser Fiille von 
Einzelbildern ist es nur zu leicht zu iibersehen, dass Hermite immer 
von grossen methodischen Gesichtspunkten geleitet war und dass bei der 
Weiterentwicklung der Wissenschaft gerade diese vorzugsweise ihren 
stillen, aber befruchtenden Einfluss gezeitigt haben. 


Mittenwald, September 1901. 
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Theorie der Systeme Pfaff’scher Gleichungen. 
Von 


Epvarp von WEBER in Miinchen. 


§ 1. 
Die Fragestellung. 

1. Das ,,Pfaff’sche Problem“ in seiner urspriinglichen Fassung ist die 
Aufgabe, erstens die Bedingungen dafiir anzugeben, dass eine vorgelegte 
Pfaff’sche Gleichung: 

dx, _ a, dx, + a, Ax, + mat + @,1AL__ 3 
sich auf eine reducirte Form 
df,= F, df, + didi + F,fys 
mit einer gegebenen Zahl t von Termen bringen lasse, sodann die all- 
gemeinste derartige reducirte Form wirklich herzustellen. Die Verall- 


gemeinerung dieses Problems fiir Systeme Pfaff’scher Gleichungen lautet 
dann folgendermassen: 


Welches sind die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, 
dass ein gegebenes n — m-gliedriges Pfaff’sches System in n Variabeln: 


(2) din ss =) ay (m +++ a) da, (h=1,---n—m) 
1 


sich auf eine reducirte Form mit t Differentialelementen 

(8) Goan = Fd, +--° + Fi, 4f, 
(h=1,2,---n—m; tr=—n—m-+o) 

bringen lasse, worin t eine beliebig vorgegebene Zahl der Reihe 
n—m-+-1,n—m- 2,---n— 2*) 


*) Die Annahme t=» —-m fiihrt auf die Bedingung der unbeschriinkten Inte- 
grabilitiit, die Annahme r=» —1 auf eine stets mégliche triviale Aufgabe; denn 
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bedeutet, und die Functionen f,,---f, von einander unabhiingig sind? Weiterhin 
erhebt sich die Frage nach der allgemeinsten reducirten Form dieser Art, 
m. a. W. nach dem Charakter des partiellen Differentialproblems, von dem 
in jedem einzelnen Fall die Herstellung der reducirten Form ($) abhiingt. 


2. Wihrend die Theorie des Pfaff’schen Problems heutzutage als 
abgeschlossen gelten kann*), lag seine Verallgemeinerung bis vor kurzem 
vollig im Dunkeln; die Litteratur blieb auf die Betrachtung naheliegender, 
aber ganz oberflichlicher Analogien zum Pfaff’schen Problem beschriinkt**). 

Unsere Aufgabe lisst sich als Specialfall der allgemeinen Theorie der 
Differentialsysteme auffassen, wie sich auch umgekehrt die letztere, von 
einem andern Standpunkt aus betrachtet, der ersteren als Specialfall ein- 
ordnet***), Das neue Hilfsmittel jedoch, das wir bei unseren Unter- 
suchungen verwenden und mit der Theorie der Differentialsysteme in 
mannigfache Beziehung setzen werden, ist die Theorie der Liniencomplexe 
und -Congruenzen im m — 1-dimensionalen Raum, also der Schaaren von 
alternirenden Bilinearformen mit m Variabelnpaaren. Schon hiernach lisst 
sich vermuthen, dass die Zahl m, d.h. der Ueberschuss der Variabelnzahl 
in dem Pfaff’schen System (2) iiber die Anzahl der Gleichungen, in ge- 
wissem Sinn als ein Mass fiir die Schwierigkeit unserer Aufgabe angesehen 
werden kann; wir wollen daher diese Zahl als die ,,Stufe“ des Pfaff’schen 
Systems (2) bezeichnen. 

In drei friiheren Abhandlungen}) habe ich die erwihnten Methoden 
ihren Hauptziigen nach skizzirt, und die Lésung unseres Problems fiir die 
man braucht, um eine Darstellung mit » —1 Termen zu finden, nur eine Schaar von 
oo"~! Integralcurven“* des Systems (%) zu ermitteln, derart dass durch jeden Punkt 
des Raums R,,(#, .- *@,) eine solche Curve hindurchgeht. 

*) Vgl. mein Buch: ,, Vorlesungen tiber das Pfaff’sche Problem wnd die Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung“, Leipzig 1900. 

**) Herr C. Russjan (,,Sistema urawnenij Pfaff’a‘t, Schriften der k. neurussischen 
Universitit Odessa 1899) glaubt die Liésung des allgemeinen Problems gefunden zu 
haben; doch sind seine Resultate unrichtig, und die eigentlichen Schwierigkeiten der 
Theorie werden darin gar nicht beriihrt; vgl. hieriiber meine Note, Miinch. Ber. XXX, 
p- 299 (1900) und die ausfiihrlichere Darlegung: ,,Remarques sur un Mémoire de 
M. Roussiane“, Schriften der k. neuruss. Univ. Odessa 1901. 


*“*) Vgl. meinen Artikel in der ,,Encyclopiidie der math. Wissenschaften II A, 5 
Nr. 8, p. 307. 

+) I. ,,Ueber die Reducirbarkeit eines Pfaff’schen Systems auf eine gegebene 
Zahl von Termen“, Sitzungsberichte der kgl. bayer. Akademie der Wiss. Bd. XXX, 
pag. 273 (1900). 

Il. ,,Liniencomplexe im R, und Systeme Pfaff’scher Gleichungen', ebenda pag. 393. 

Ill. ,,Liniengeometrie und Pfaff’sche Systeme“, Berichte der kgl. sichs. Gesell- 
schaft der Wiss. zu Leipzig 1900, p. 179. 

Diese Arbeiten werden im Folgenden mit ,,I‘, ,,[I und ,,,[II* citirt. 


25* 
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kleinsten in Betracht kommenden Stufenzahlen m = 3,4,5, sowie fiir 
zwei besonders wichtige Kategorien sechster Stufe theils explicite an- 
gegeben, theils auf Pfaff’sche Systeme kleinerer Stufenzahl zuriickzufiihren 
gelehrt. 

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist erstens, diese ganze Unter- 
suchungsrichtung im Zusammenhang darzustellen und weiterzubilden, 
sodann die Lisung unserer Aufgabe fiir m= 6 ausfiihrlich darzulegen. 
Das besondere Interesse, das gerade diese Stufenzahl in Anspruch nehmen 
darf, riihrt daher, dass bei ihr zum ersten mal alle wesentlichen Begriffs- 
bildungen und Siitze der allgemeinen Theorie zur Geltung kommen. 


§ 2. 
Die Congruenzmannigfaltigkeiten. 


3. Die Forderung, dass sich das Pfaff’sche System & in der Form 
% darstellen lasse, ist mit der andern fiquivalent, dass die r Pfaff’schen 
Gleichungen 





a = > a, dz, (h=1,---m—™m); 
(1) : 


| df, = 0,---df, =0 (6=1r —n+m) 


ein unbeschrinkt integrables System bilden. Gebraucht man die Ab- 
kiirzungen: 
_¢, a. of 
Af = Da. + Aa, Oana? 
i 1 8 
Opn == Aya, — Aya, = — Gin3 
Nx =>I An Ginny 
1 
so sind nach Frobenius (J. f. Math. 82, p. 267) die Gleichungen (1) dann 
und nur dann unbeschrankt integrabel, wenn die 26 + 2-reihigen Haupt- 
unterdeterminanten des alternirenden Schemas: 





| 0, As id Ax ms Ah og Ai f, 

(2) | Anas Ans st ag 0, Awl roe Aunts 
Ai fi, Ash; ‘Tian Anh» QO --- O 
{ Auf, Af, ia Ano 0 — 0 
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fiir jedes beliebige Werthsystem 
(3) Gyo 


n? 


Fee | 


Null sind, oder etwas anders ausgedriickt, wenn die »—m Bilinearformen 


(4) 3 Steustin (h=1,---m—m) 


vermége der 6 Relationenpaare: 
(5) BA tees bn Ant, = 0 (s=1,---6); 
(6) MAG e+ + Mm Ant, = 9 (s=1,---6) 


alle identisch verschwinden. Bei der Formulirung dieser Bedingungen 
kann man statt f,,---/, irgend o der Functionen f,,-- +f, verwenden. 
Als eine erste nothwendige Bedingung fiir die Méglichkeit einer Dar- 
stellung 8 ergiebt sich sonach die folgende: der Rang 2r der alterniren- 
den Matrix 
(7) Il Aix l (i, k=1,2,---m), 
d. h. die Ordnung der héchsten, nicht fiir jedes Werthsystem (3) ver- 
schwindenden Hauptminoren dieses Schemas darf héchstens gleich 26 sein. 
Die Zahl 2r nennen wir den ,,Rang“ des Pfaff’schen Systems Y. 
Die Anzahl der linear unabhingigen unter den Bilinearformen (4), 
also den Rang der » — m-zeiligen Matrix 


n—m 


eee eee ae ae ee 
| | 
(8) | Giga» “isn *** Routsiad 











bezeichnen wir mit K, und nennen sie den ,,Charakter“ des Systems %*). 
Dann kénnen wir, um die Ideen zu fixiren, annehmen, dass die Bilinear- 
formen 


(9) > D> earbins ~? > D> axkin 


linear unabhingig sind. 

Die Zahlen 27 und K sind natiirlich Jnvarianten des Systems 
gegentiber allen Punkttransformationen des R,,(«,, -- - x,). 

4. Wir verstehen unter &,,---&, und ebenso unter 7,,---7,, homogene 
Punktcoordinaten des m—1-dimensionalen Raums R,,_,; mit uw, bezeichnen 
wir eine k-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit dieses Raums, d. h. den 
Inbegriff aller Punkte, die ein System von m—k—1 unabhiingigen 


*) Diese Bezeichnung ist verschieden von derjenigen, die ich in einer friiheren 
Arbeit (Leipz. Ber. 1898, p. 208) gebraucht habe. 








390 E. v. WeseEr. 


linearen homogenen Gleichungen iu den &; erfiillen. Eine wu, ist darnach 
durch &-++-1 linear unabhingige auf ihr gelegene Punkte eindeutig be- 
stimmt. Fiir eine u, gebrauchen wir das Wort ,.Gerade“, fiir eine w,,_, 
das Wort ,,Ebene“. 

Betrachten wir fiir den Augenblick die «;,, als Constante, so definirt 
jede der K bilinearen Gleichungen: 
(©) A £248: % = 9 (h = 1,-+-K) 

1 1 

einen ,,linearen Complex“; eine Gerade der Eigenschaft, dass zwei auf ihr 
gelegene Punkte &, 7 — und infolgedessen irgend zwei ihrer Punkte — 
eine dieser bilinearen Gleichungen erfiillen, heisst eine ,Gerade des zu- 
gehérigen Complexes“; die gemeinsamen Geraden der K Complexe nennen 
wir ,,die K-gliedrige Congruenz ©“. : 

Wir sagen ferner: Eine u,, die durch die Gleichungen 
(10) tabs boost tema =O (= A,---m—1—1) 
definirt sei, ,geniigt“ einem linearen Complex, oder ist eine ,,Complex-u,“, 
wenn jede auf ihr gelegene Gerade dem Complex angehért. Geniigt die yu, 
allen Complexen ©, so nennen wir sie eine ,,l-dimensionale Congruenz- 
mannigfaltigkeit* oder kurz eine ,,Congruenz-u,“ von ©. Eine solche u, ist 
durch jede der beiden folgenden Eigenschaften charakterisirt: 1) Irgend 
1-+ 1 auf ihr gelegene linear unabhingige Punkte 


fae BO (s=1,2,---1+1) 


>> tint & =0 (s,¢—=1,---0+1) 
2) Vermége des Gleichungssystems (10) und der dazu congruenten 
Relationen sind alle Bilinearformen (9) identisch Null. 


5. Setzen wir : 
m—o=nN—t=—y», 


erfiillen die Relationen 


so miissen, falls das System & eine Darstellung 8 gestatten soll, nach 
Nr. 3 die Relationen (5) eine v—1-dimensionale Mannigfaltigkeit der 
Congruenz © definiren; und umgekehrt, repriisentiren die Gleichungen 


(2) rab: +++ + Ume&m = 0 (k =1,2,---6) 


eine Congruenz-u,_, von ©, und befriedigen die w;, noch die weitere Be- . 


dingung, dass die Pfaff’schen Gleichungen: 


(11) AXn 4 =>} a,,4%;; tad, =0 
(h=1,---n—m; k =1,2,---6) 
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ein t-gliedriges unbeschriinkt integrables System bilden, so geben die 
Integrale /,,---f, des letzteren zu einer Darstellung $ Anlass. 

Existiren fiir die Congruenz © itiberhaupt » — 1-dimensionale Con- 
gruenzmannigfaltigkeiten, so werden die letzteren durch ein oder mehrere 
6-gliedrige Relationensysteme der Form (2) dargestellt, worin die u,, 
ausser von den @,;,, noch von einer endlichen Zahl wesentlicher Parameter 
0:,°''@, abhingen. Giebt es mehrere Schaaren von Congruenz-u,_,, also 
) mehrere Relationensysteme der Form (2), so bezeichnen wir diese mit 
x, 2’, X",--+ und die zugehérigen Parameterzahlen mit @, a’, a”, ---, 
ferner das Pfaff’sche System (11) mit S, und die analogen mittels der 
Gleichungensysteme 2’, 2”,---+ gebildeten Pfaff’schen Systeme mit 
8’, 8” ete. 

Die Systeme S, S’,--- nennen wir auch die ,,rweiterten Systeme*) 
von A“; dieser Definition, die wie man sieht von der gewihlten Zahl r 
abhiingt, liegt die Auffassung zu Grunde, dass die 2 und die 9 unabhiingige 
Variable bedeuten, so dass den Systemen S, S’,--- bezw. die Stufenzahlen: 

n+o—t,n+o'—rt,::: 

, zukommen. 

i Damit fiir das vorgelegte Pfaff’sche System AU eine Darstellung B 
; existire, ist nothwendig und hinreichend, dass sich wenigstens in einem 
der Systeme S, etwa in S, die Parameter @Q,,-++@,, derart als Functionen 
der x bestimmen lassen, dass das System S unbeschriinkt integrabel wird, 
und die allgemeinste reducirte Form 8 wird erhalten, wenn man fiir jedes 
) der Systeme S® das allgemeinste Functionensystem 0, ermittelt, welches die 
genannte Bedingung erfiillt. 

6. In zwei Fallen ist die Lésung des soeben formulirten Problems 
unmittelbar gegeben. Ist fiir eines der Systeme 8, etwa fiir S, die 


1 Parameterzahl 0, enthilt S also nur die Variabeln 2,,---,, so hat 
man fiir S die Bedingungen der unbeschrankten Integrabilitit aufzustellen, 
; und findet, falls die letzteren erfillt sind, auf diesem Wege eine und 
wesentlich nur eine**) Darstellung 8 des gegebenen Pfaff’schen Systems 2. 
1 Ist @ = 1, so fiihren die genannten Integrabilititsbedingungen auf ein 
System partieller Differentialgleichungen erster Ordnung mit der einen 
unbekannten Function 9, und den Independenten 2,,---,, und es ist 
) eine wohlbekannte Aufgabe, ein solches Differentialsystem auf seine 


*) An diese Definition kniipft sich eine wichtige Verallgemeinerung des Begriffs 
»Flichenelement; vgl. ,,[II** pag. 186 u. f. 
“) Zwei reducirte Formen mit den Differentialelementen d/, beaw. df; gelten als 


nicht wesentlich verschieden, wenn sich die f, als Functionen der f, und umgekehrt 
die letzteren als Functionen der ersteren ausdriicken lassen. 
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Integrabilitét hin zu untersuchen, bezw. die allgemeinste ihm gentigende 
Function 9, zu ermitteln*). 

Noch zwei andere wichtige Fille, in denen wenigstens eine Reduction 
unseres Problems auf Pfaff’sche Systeme kleinerer Stufenzahl méglich ist, 
wollen wir hier vorwegnehmen. 

7. Der erste dieser Fille ist dadurch charakterisirt, dass alle » —1- 
dimensionalen Congruenzmannigfaltigkeiten, die durch die Relationen 2 
definirt werden, auf einer linearen Mannigfaltigkeit M der Dimension | 
liegen, die durch die von den g, freien Gleichungen: 


MOE +---+M%E =O (k=1,2,---m—I—1) 
dargestellt werde, dass sich also aus den Gleichungen Z durch Elimination 
der g, die Beziehungen me = 0 ergeben. Bedeuten dann die /,,---f, 
die Differentialelemente einer reducirten Form $, die nach der Methode 
der Nr. 5 mittels des Relationensystems 2 erhalten wurde, so sind die 


df, auch die Differentialelemente einer t-gliedrigen reducirten Form des 
Pfaff’schen Systems 


diinsh =>} a;,A2; (h= 1,---m—™m), 
1 


MY dx, +---+M°da, =0 (k=1,---m—I—1), 
und umgekehrt. Damit ist unser Problem auf die Reduction eines Pfaff’- 
schen Systems der Stufe / + 1 zuriickgefiihrt. 


8. Geniigt das Functionensystem £,,---£, allen m-K linearen Glei- 
chungen: 


(12) >! Hin = 0 (¢=1,---m; h=1,---K), 
1 
so nennen wir ¢,,---€,, einen ,singuliren Punkt“ der Congruenz ©. Be- 
sitzen die Gleichungen (12) genau s und nicht mehr linear unabhingige 
Lésungensysteme: 
gf ., haiss “ (= 1,--+8), 
so nennen wir die durch diese s Punkte definirte u,_, die ,,singuliire 
Mannigfaltigkeit“ der Congruenz ©; in analogem Sinne sprechen wir von 
einem singuliren Punkt bezw. der singuliren Mannigfaltigkeit eines ein- 
zelnen Complexes. 


Das Pfaff’sche System YU ,,gestattet“ die s unabhingigen infinitesimalen 
Transformationen**) 





*) Einen solchen Fall habe ich in ,J“ pag. 292 ff. studirt. 
**) Vgl. meine. Arbeit: ,,Zur Invariantentheorie der Systeme Pfaff’scher Glei- 
chungen“, Leipz. Ber. 1898, p. 207. 
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X= SOAS, 
und die Gleichungen ven 
(13) XMf=0,--- XOfF=—0 
bilden ein s-gliedriges vollsténdiges System*). Sind 
Ys419 Ys429°"* Yn 
irgend » — s. unabhingige Lésungen desselben, und fiihrt man die y nebst 


s beliebigen anderen Functionen als neue Verinderliche in & ein, so 
erhilt dies System die Gestalt 


(2) AY +2 ->! bin(Yras> + Yn) AY; (h=1,---m—™m), 
s+1 

hangt also nur mehr von den »—s Variabeln y ab. Wiahlt man fiir die 

y insbesondere die Hauptintegrale des vollstiindigen Systems (13) hin- 

sichtlich «, = 2,°,--- x, = ~,°, so hat man, wie leicht zu sehen, identisch: 


(14) Din(Yosas** Yn) = Gal@y®, ++ Dey Yogty Yn) 
(¢==s+1,---m; h=1,---n—wm). 

Wir nehmen nun an, dass alle v — 1-dimensionalen Congruenzmannig- 
faltigkeiten der durch 2 definirten Schaar die singulaére Mannigfaltigkeit 
der Congruenz © enthalten; sind dann df,,--- df, die Differentialelemente 
einer mittels 2 gewonnenen reducirten Form 8, so gelten nach dem eben 
gesagten und nach Nr. 3 die Beziehungen 


SIAL 8 =0 (i=1,-++8; l=1,.--r), 
1 


d. h. die f; sind Functionen der y,,,,---y, und die df, sind sonach auch 
die Differentialelemente einer t-gliedrigen reducirten Form des Pfaff’schen 
Systems 2’, wenn darin nur die y als Variable betrachtet werden. Man 
gewinnt sonach die allgemeinste reducirte Form %, die mit Hilfe des 
Gleichungensystems 2 erhalten werden kann, indem man das Pfaff’sche 
System 1’ der Stufe m—s in allgemeinster Weise auf eine r-gliedrige 
Form bringt. Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die 
Méglichkeit einer solchen Darstellung erhaélt man zunichst in Form von 
Relationen zwischen den b;, und ihren Ableitungen, die sich aber wegen 
(14) sofort in Beziehungen zwischen den a;, und ihren Ableitungen um- 
setzen lassen. 


Analoges gilt, wenn die Congruenzmannigfaltigkeiten der Schaar 2 
zwar nicht die ganze singulire w,_,, aber doch einen singulairen Punkt 








*) a. a. O. p. 209 u. f. 
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f.,°°:&, der Congruenz © gemein haben. Dann lisst sich nimlich das 
Pfaff’sche System %, wenn man die Lésungen y,,---y, der partiellen 
Differentialgleichung 
EAS +--+ 6,A,f=9 

als neue Variable einfiihrt, auf eine Form Y’ bringen, die nur mehr von 
den Variabeln y abhiingt, und man zeigt ebenso wie vorhin, dass die all- 
gemeinste mittels 2 erhiltliche Darstellung 8 auch dadurch gewonnen 
werden kann, dass man fiir das System 1’, das die Stufe m—1 besitzt, 
die allgemeinste reducirte Form mit t Differentialelementen aufstellt. 

Die Siitze dieser und der vorigen Nr. gehéren zu den wichtigsten 
Hilfsmitteln, die uns bei der Reduction Pfaff’scher Systeme zur Ver- 
fiigung stehen. 


§ 3. 
Die Pfaff’schen Systeme vom Range zwei. 


9. Niachst den unbeschriinkt integrabeln Systemen sind die beiden 
einfachsten Typen Pfaff’scher Systeme einmal die vom Charakter K = 1, 
sodann die vom Range 27 = 2. Die ersteren habe ich in der in Nr. 8 
citirten Arbeit ausfiihrlich behandelt; in diesem Paragraphen wollen wir 
die Reductionstheorie der Systeme vom Range zwei entwickeln. 

Wenn der ,,Rang“ des linearen Complexes 


(1) a > Has 5:4, = 9, 


d. h. also der Rang der Matrix ||q;,,|| gleich zwei ist, so besitzen die 
linearen Gleichungen: 


>! Hin & = 0 (i =1,--+m) 


genau m— 2 lineare Lésungensysteme, die zusammen die ,,singuliire u,,_ 5“ 
des Complexes (1) definiren; dieser besteht dann aus allen Geraden des 
R,,_,, die mit der w,,_, wenigstens einen Punkt gemein haben, und ist 
durch Angabe dieser u,,_, eindeutig bestimmt. 
Besitzt auch die Matrix 
[Ay eier dg a2 || (i,k = 1,---m) 
den Rang zwei, so haben die 2m linearen Gleichungen: 


>! eins &, = 0, ins bs = 0 (i=1,---m), 


wie die Theorie der Elementartheiler*) lehrt, genau m— 3 Lisungen 


*) S meine Arbeit ,,Ueber Schaaren von Bilinearformen“, Miinch. Ber. XXVIII, 
p. 374, Gleichung (11), (1898). 
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gemein, d. h. die vorgelegte zweigliedrige Congruenz besitzt eine singulire 

t,—-4, die wir w nennen. Sind m, und m, die singuliren w,,_, der beiden 

Complexe «,,, bezw. @,,, so schneiden sie sich nach der Mannigfaltig- 

keit und liegen daher in derselben Ebene, die wir mit M bezeichnen. 
Besitzen nun auch alle Complexe der Schaar: 


(2) Le (Ay eins + Ag Ming + Ag Ons) im, = 9 


den Rang zwei, und ist m, die singulire Mannigfaltigkeit des Complexes 
@,3, 80 muss m, jede der Mannigfaltigkeiten m, und m, nach je einer 
“,,-4 Schneiden, sie enthalt also entweder 2 oder ist auf M gelegen. 

10. Im ersten Fall und nur in diesem besitzt die dreigliedrige 
Congruenz (2) eine m — 4-fach ausgedehnte singulire Mannigfaltigkeit 2, 
und es giebt auch keine mehr als dreigliedrige Congruenz dieser Art, da 
durch eime uw,,_, nur drei linear unabhingige uw,,_, gehen. Soll also 
eine K-gliedrige Congruenz (K>4) den Rang zwei besitzen, so miissen 
die singuliren w,,_, aller Complexe dieser Congruenz in einer Ebene M 
liegen; offenbar’ ist K < m — 1. 

Die Pfaff’schen Systeme vom Range zwei zerfallen demnach in drei 
Kategorien: 

a) K == 3; die Congruenz © besitzt eine singuliire m — 4-fach aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit 2*). 

b) m-—1>K2=83; die singuliren Mannigfaltigkeiten u,,_, der oo%-! 
Complexe von © liegen in derselben Ebene M: 


(3) D8, +++ + Pném = 9. 

c) K=2; die oo! singuliren u,,_, enthalten dieselbe m— 4-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeit 2 und liegen in derselben Ebene M, die auch 
hier durch (3) definirt sei. 

Die p, sind leicht zu bildende rationale Ausdriicke in den ¢;,,. 


11. Im Falle a) besteht die Congruenz © aus allen Geraden, die z 
treffen; es giebt keine Congruenz-u,,_.; die Congruenz-u,,_, sind identisch 
mit den zweifach unendlich vielen durch x gehenden u,,_,. Jedeu,(k<m—3) 
die mit x wenigstens eine uw, _, gemein hat, ist eine Congruenz-u,, und 
umgehehrt. Daraus folgt: 

Kine reducirte Form mit »—m-+ 1 Termen ist im Falle a) un- 
méglich. Man erhilt die allgemeinste Darstellung mit » —m- 2 Termen, 
indem man das Pfaff’sche System & nach Nr. 8 auf eine Form Y’ mit 
nur »—m-+3 Variabeln, d.h. also auf ein System dritter Stufe reducirt, 
und dann fiir 2’ die allgemeinste Form mit » — m +- 2 Termen ermittelt. 


*) Eine u, ist ein einzelner Punkt.; fiir m—4 reducirt sich w auf eine uy. 
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Diese letztere Aufgabe ist trivial (Nr. 1, Anm.); die erstere verlangt die 
Integration des vollstiindigen Systems: 


(4) COA FH--- +A f= 0*) (t=1,---m—83), 
worin die ag die Lésungen der linearen Gleichungen 


>! Hiab = 0 (i=1,---m; h=1,---K) 
bedeuten. 
Fiigt man dem Pfaff’schen System YM irgend 1(<m— 4) exakte 
Gleichungen 
(5) dg, =0,---dg,=0 


hinzu, so erhilt man ein System & m— T* Stufe vom Charakter K < 3, 
das wiederum dem Typus a) (oder c)) angehért, dessen zugehérige Con- 
gruenz also eine singulire w,,_,_,**) besitzt. Reducirt man & nach dem 
eben Gesagten auf »n—m-+1-+ 2 Terme, so erhilt man fiir % eine 
reducirte Form derselben Gliederzahl, und jede solche Form wird, wie 
man leicht erkennt, auf dem angegebenen Wege erhalten. 

12. Im Falle b) besitzt die Congruenz © eine auf M gelegene singuliire 
Mannigfaltigkeit a’, deren Dimensionszahl 4 gleich m—2— K ist**); 
ist K = m — 1, so giebt es eine solche Mannigfaltigkeit iiberhaupt nicht. 

Die Congruenz besteht jetzt einmal aus allen in M liegenden Geraden, 
sodann aus allen Geraden, die a’ schneiden. Es giebt eine einzige Con- 
gruenz-u,,_,, namlich M. Ist daher das Pfaff’sche System 


dln, = 'd;, da; (h=1,---n—~m), 


Pr dx, + “—s + PAL, = 0 
unbeschrankt integrabel, d. h. ist der Rang 29 der m- 1-zeiligen Matrix 
(6) || Pix» dD; (" PB Og 
‘Pr O Pix = AD, — App; 
gleich 2, dann und nur dann existirt fiir 2{ eine (und wesentlich nur eine) 
Darstellung in » — m + 1-Termen. 


(%,) 











*) Sind af,: + ee die Differentialelemente einer reducirten Form von Y, 
so ist jede m — 2-dimensionale Integralmannigfaltigkeit, die durch ein Gleichungen- 


system der Form 


f, = const. (¢=1,---n—m-+ 2) 
definirt wird, erzeugt von oo' ,,Charakteristiken“ des vollstiindigen Systems (4), und 
durch eine beliebige Integralcurve von %{ geht eine und nur eine solche Integral- 
mannigfaltigkeit hindurch. 

**) Vgl. die Anm. zu Nr. 10. 
*) Wir gebrauchen im Folgenden fiir gerdinderte Matrices hiiufig diese abge- 
kiirzte Schreibweise. 
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Im entgegengesetzten Fall ist der Charakter des Pfaffschen Systems 
%, gleich 1, da die K Bilinearformen der Congruenz © vermége (3) und 
der dazu congruenten Relation alle verschwinden. Nach meinen oben 
citirten Untersuchungen*) liisst sich, wenn 29 den Rang der Matrix (6) 
bedeutet, das Pfaff’sche System %, auf eine Normalform mit » — m +- 0 
(und nicht weniger) Differentialelementen bringen, und eine reducirte Form 
mit dieser Termenzahl ergiebt sich also auch fiir YM. Fiigt man zu A 
irgend 1 exakte Gleichungen (5) hinzu, so besitzt das so entstehende 
n—m -+ l-gliedrige Pfaff’sche System wieder den Charakter 1, und man 
erhilt nach dem vorhin Gesagten fiir dies System, mithin auch fiir Y, 
reducirte Formen mit » — m + 9 +1 Termen. 

13. Die oben definirte Zahl @ geniigt der Ungleichung: 

(7) 20<K+2. 

In der That, das Pfaff’sche System YU, ist gegeniiber beliebigen 
Variabelntransformationen mit % offenbar invariant verkniipft, und 2¢ ist 
eine Invariante von %{,, mithin auch von A. Andererseits kann man im 
Falle K << m — 2 das Pfaff’sche System & nach Nr. 8 durch Einfiihrung 
neuer Variabeln auf eine Form ’ bringen, die nur noch von 

n—A—1=—=n—m+K-+1 
Variabeln abhiingt, da ja die Congruenz © eine singulire u, besitzt (Nr. 12); 
fir 2’ sind die Zahlen K, o@ dieselben wie fiir Y&. Das System Y,’, das 
zu YX’ in derselben Beziehung steht wie YU, zu A, ist identisch mit dem 
Pfaff’schen System, in das sich YU, vermége der genannten Variabelntrans- 
formation verwandelt, und enthilt natiirlich keine andern Variabeln als Y’. 
Die Matrix, die fiir 2,’ analog gebildet wird wie das Schema (6) fiir %,, 
besteht daher nur aus 
(m—A—1)+1=—K+2 

Zeilen, besitzt aber andererseits ebenfalls den Rang 29, sodass in der 
That die Ungleichung (7) stattfindet. 

14. Ist K—=m—1, so gewinnt man durch das Verfahren der 
Nr. 12 alle iiberhaupt méglichen reducirten Formen fiir &, da in diesem 
Falle fiir jedes x die Congruenz-u, identisch sind mit dem Inbegriff aller 
in M liegenden uw, (Nr. 7). Ist aber K<m— 2, also A>0, so giebt es 
fir x<4-+ 1 noch eine zweite Kategorie von Congruenz-u,, bestehend 
aus allen denjenigen Mannigfaltigkeiten u,, die mit der singuliiren Mannig- 
faltigkeit 2’ mindestens je eine u,_, gemein haben, also insbesondere eine 
zweite Kategorie von Congruenz-u,,,, bestehend aus allen denjenigen u, ,,, 
welche die Mannigfaltigkeit 2’ selbst enthalten. 


*) Leipz. Ber. 1898, pag. 214 u. f. 
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Dementsprechend (Nr. 8) erhialt man fiir das System %& Darstellungen 
mit »—m-+ K Differentialelementen, indem man nach der Vorschrift 
der vorigen Nr. das System zuniichst auf eine Form Y’ mit »—m+K+1 
Variabeln bringt, und fiir Y’ dann die allgemeinste reducirte Form mit 
n—m-+K Termen ermittelt, was auf eine triviale Aufgabe fihrt (Nr. 1, 
Anm.). Ganz ihnlich wie in Nr. 11 findet man fiir & weiterhin Dar- 
stellungen mit mehr als » — m + K Differentialelementen. 

15. Offenbar hat man mit Riicksicht auf die Ungleichung (7) im 
vorliegenden Falle b) immer K > g, also ist » — m-- @ die Minimalzahl 
von Termen, auf die ein Pfaff’sches System dieses Typus reducirt werden 
kann, und die reducirten Formen dieser Art werden alle durch die Methode 
der Nr. 12 gefunden. 

Ist K = 2, liegt also der Fall c) der Nr. 10 vor, so ist wieder 
n—m-+@ die Minimalzahl von Termen, auf welche Y% gebracht werden 
kann, wenn 29 den Rang des Schema’s (6) bedeutet. Fiir 9g = 1 giebt 
es, wie in Nr. 11 gezeigt wurde, héchstens eine n —m +- 1-gliedrige Dar- 
stellung. Dagegen existiren jetzt wegen @ <2 immer zwei wesentlich ver- 
schiedene Kategorien von n — m + 2-gliedrigen reducirten Formen: denn 
es giebt im Falle c) zwei getrennte Schaaren von Congruenz-u,,_,: die 
Mannigfaltigkeiten der einen Schaar liegen alle in M, die der andern ent- 
halten die singulire w,,_, der Congruenz ©. Die » — m + 2-gliedrigen 
reducirten Formen der ersten Kategorie werden alle nach Nr. 12, die der 
zweiten nach Nr. 14 gefunden. 

Es sei noch ausdriicklich hervorgehoben, dass alle in diesem Para- 
graphen besprochenen Reductionen lediglich die Integration gewédhnlicher 
Differentialgleichungen erfordern. 


§4. 
Das Differentialsystem 3. 


16. Wir nehmen nunmehr die allgemeine Theorie des § 2 wieder auf. 
Ist eine r-gliedrige reducirte Form 8 des Pfaff’schen Systems Y vor- 
gelegt, so kénnen wir die Gleichungen: 
(1) f, = const., - - - f, = const. 
im Raume R, mit den Punktcoordinaten 2,,---2, als eine Schaar von 
t-fach unendlich vielen v-dimensionalen*) Integralmannigfaltigkeiten des 
Systems % deuten; durch einen beliebigen Punkt P(z,°,---,°) geht eine 
und nur eine dieser Integral-u, hindurch. Eine einzelne derselben werde 
durch die Relationen: 


(2) XL; = MY; (Uy, Uy, + - U,) (¢=1,2,---m) 


*)y=n—t=m—o. 
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definirt, worin die « wesentliche Parameter bezeichnen. Dann befriedigen 
die so definirten Functionen 2 das Differentialsystem: 


(3) att Sha 5a (h—=1,---n—m), 


Ox; Ox 
(4) > dena Ou, 3 pe. (s, t—=1,---v; l=1,---K), 


welches wir D nennen wollen. Die Gleichungen (4) enistehen aus (3) 
durch Differentiationen nach u,,---u, und geeignete Subtractionen. Es 
sei D, das ,,erweiterte“ System g** Ordnung, das aus D entsteht, wenn 
man diesen Relationen alle durch wiederholte Derivationen nach u,,--- u, 
daraus folgenden Gleichungen bis zur g*" Ordnung einschliesslich hinzu- 
fiigt; dann gilt der Satz: 

Damit fiir das Pfaff’sche System X eine t-gliedrige reducirte Form 
existire, ist nothwendig und hinreichend, dass das System D,, wie gross 
auch der Index q gewdhlt werden mag, niemals das Verschwinden aller 
v-reihigen Determinanten der Matria: 


Ga, Oa, ||, 2% 

Ou,? Ou,’ Ou, 
(5) 

On, Ox, 0x, 

iu? Ou?’ Bu, 














noch auch eine Gleichung zwischen den x,,-++- x, allen zur Folge habe. 

17. Dass die genannte Bedingung nothwendig ist, folgt daraus, dass 
andernfalls entweder iiberhaupt keine Integral-M, existirte, oder wenigstens 
nicht durch jeden Punkt P des R, eine solche hindurchgehen kénnte. 
Dass aber unsere Bedingung auch hinreicht, zeigt die allgemeine Theorie 
der Differentialsysteme; man kann dann niamlich qg so gross wihlen, dass 
®, durch Auflésung nach gewissen Ableitungen der x in ein ,,passives“ 
Differentialsystem D’ iibergeht*); dieses letztere ist dann folgendermassen 
charakterisirt: 

1) D’ besitzt die ,canonische Form“, d. h. es besteht aus lauter Re- 


lationen der Form 


Oy + Oy ts +e, ee =>, 
o° Gs, "2, af Pra 
ey Phim: orty Ly "°° Lys? * si 
v 


ye a ie 
Gu, Ou,’ --Ou aul _— ’ 


*) C. Riquier, Ann. éc. norm. 1893; A. Tresse, Acta math. 18 (1894); vgl. meinen 
Artikel in der ,,Encyclopidie ILA5 Nr. 2, und die Arbeit ,I“ p. 278 ff. 
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mit folgenden Kigenschaften: Keine der links vorkommenden Ableitungen 
tritt auf einer der rechten Seiten auf; fiir jede in gj,¢,,...c, vorkommende 
Bits +B, 


Siping. - 











Oe i 
k<i, ane im n Fale ‘k =i die erste nicht verschwindende der Differenzen 
B, — &,, By — &,+-- positiv. 

2) Bezeichnet man die Ableitungen, die auf den linken Seiten von 
D’ vorkommen, sowie alle unendlich vielen Ableitungen, die aus ihnen 
durch unbegrenzte Differentiation nach u,--- wu, erhalten werden, als 
»principale“, die x selbst und alle noch iibrigen Ableitungen der « als 
»parametrische* Gréssen des Differentialsystems D’, so liisst sich mittels 
®’ und der Gleichungen, die daraus durch Differentiationen nach den u 
folgen, jede principale Ableitung auf eine und nur eine Weise durch die 
parametrischen Gréssen allein darstellen. 

Versteht man unter 


Ate +4 yb My 

e: "2, of” iad 
(6) A a i,? al i 

Ou, ---Ou, --Ou 


irgend zwei verschiedene principale saa derselben Function z;, 
und ist x, die gréssere der beiden Zahlen A, und u,, so heisst nach 
Riquier*) die Grésse 


uy dus: Ou,” 

die zu den Ableitungen (6) gehérige ,,cardinale“ Ableitung. Damit dann 
ein Differentialsystem D’, das die Forderung 1) erfiillt, auch die Bedingung 
2) befriedige, ist nothwendig und hinreichend, dass sich aus D’ und den 
durch Derivationen daraus folgenden Gleichungen fiir jede cardinale Ab- 
leitung je eine einzige Darstellung in den parametrischen Gréssen allein 
ergebe. Entsteht z. B. D’, indem man D in gewisser Weise nach ersten 
Ableitungen der x auflist, so kommt die Forderung 2) darauf hinaus, 
dass mittels D’ jede principale zweite Ableitung auf eine und nur eine 
Weise durch die parametrischen Gréssen ausgedriickt werden kann. 

Das passive System ’ besitzt ein und nur ein an der Stelle 


u, =0,---u,=0 
regulires Integralsystem (2) derart, dass die « und ihre siémmtlichen para- 


metrischen Ableitungen an der genannten Stelle in willkiirlich vorgeschriebene 


Anfangswerthe: 


*) Ann. éc. norm, 1893, p. 77 ff. 
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fit tho, 
(7) 0°, ++ Hy, ++ a 
du, ---du,” Jy 


iibergehen; Voraussetzung ist dabei nur, dass die rechten Seiten des Dif- 
ferentialsystems ’ fiir diese Anfangswerthe regulir sind, und die m 


Potenzreihen: 
git +o, 
é Pr» Ps By . 
qqyneina peng UU ee) i=1 oom 
; — si ( / ) 


worin die Summation sich auf alle parametrischen Ableitungen von 2; 
erstreckt, einen gemeinsamen v-dimensionalen Convergenzbezirk besitzen. 
Die Anfangswerthe sind also nur durch Ungleichungen eingeschrankt. 
Da ferner die v-reihigen Determinanten von (5) vermége D’ nicht alle 
verschwinden, so kann man die Werthe (7) so wiihlen, dass die Glei- 
chungen (2) wirklich eine v-dimensionale Punktmannigfaltigkeit des R,, 
darstellen; dazu ist nur néthig, dass die Gréssen (7) gewisse Gleichungen 
nicht erfiillen. Durch jeden Punkt (z,°,---,°) eines im R, enthaltenen 
n-dimensionalen Gebiets geht also unter unseren Annahmen mindestens 
eine Integral-M,, und es giebt infolgedessen mindestens eine n — v-fach 
ausgedehnte Schaar solcher Integralmannigfaltigkeiten, was zu zeigen war. 

Das allgemeine Integral des Differentialsystems D kénnen wir auch 
als das allgemeine v-dimensionale Integral des Pfaff’schen Systems A“ be- 
zeichnen; die Formeln (1) definiren dann ein v-dimensionales ,,voll- 
stindiges“ Integral von XY. 

18. Sind die Zahlen v und K gegeben, so erfiillt das Differential- 
system D entweder an sich schon die Forderungen der Nr. 16, d. h. die 
@;,) %;,, unterliegen gar keinen Bedingungsgleichungen; oder es lassen sich 
aus D und den daraus abgeleiteten Gleichungen mit Riicksicht darauf, 
dass die Determinanten (5) nicht alle verschwinden sollen, alle Ableitungen 
der x eliminiren. Unter der letzteren Annahme ergeben sich im All- 
gemeinen mehrere distincte Fille, deren jeder durch ein Relationssystem 
zwischen den a;, und ihren nach den 2 genommenen partiellen Ableitungen 
charakterisirt ist, und die Forderung, dass wenigstens eines dieser Rela- 
tionssysteme identisch, d. h. fiir jedes Werthsystem z,,--- x, erfiillt sei, 
ist dann iquivalent mit der andern, dass das System % sich auf eine Form 
mit t Differentialelementen bringen lasse. 

19. Deuten wir die » Werthsysteme 

0x, 0%, én, 
Sa, ta" Fe (s 


als Coordinaten ebenso vieler Punkte des Raums R 


m1» 80 sagen die 
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Beziehungen (4) aus, dass diese Punkte zusammen eine v — 1-fach aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit der Congruenz © definiren (Nr. 4,5). Verstehen 
wir also unter den u;, die von 2,,---2%,, 0,,°*-@,, abhingenden Coef- 
ficienten des Gleichungssystems Z (Nr. 5), bezeichnen wir ferner mit D 
das Differentialsystem 


Lp 0x, 
(8) or On 5 (h—=1,---n—™m), 
1 
m ea, 
(9) >! bi Fe =0 (K=1,2,---6; s=1,2,---»), 
1 8 


und mit D’, D”,--- die Gleichungssysteme, die in analoger Weise aus 
2’, &”,--+ hervorgehen, so besteht zwischen den Differentialsystemen D 
einerseits und D andererseits folgender Zusammenhang: Jedes Integral- 
system z,,---x, von D befriedigt mindestens eines der Differentialsysteme 
D®, wenn darin unter den g, bestimmte Functionen der w verstanden 
werden; umgekehrt, sind 2,,--- 2%, 0,,@:,°-- Integralfunctionen eines der 
Systeme D®, so befriedigen die ersten dieser Functionen das Differen- 
tialsystem D. 

Nach Nr. 16 existirt also fiir das gegebene Pfaff’sche System % eine 
t-gliedrige reducirte Form dann und nur dann, wenn wenigstens eines der 
Differentialsysteme D® die Eigenschaft besitzt, dass aus ihm und aus den 
Gleichungen, die durch unbegrenzte Derivation nach den w daraus folgen, 
niemals eine Relation in den 2 allein noch auch das Verschwinden aller 
v-reihigen Determinanten der Matrix (5) hervorgeht. 


§ 5. 
Formulirung eines allgemeinen Reductionsprincips. 


20. Das Differentialsystem D (Nr. 19) steht zu dem ersten erweiterten 
System S 


(1) dims, = Did, 42; (h=1,---n—wm), 


(2) Siandz, = 0 (1=1,---6) 


in derselben Beziehung, wie die Relationen (3) Nr. 16 zu dem gegebenen 
Pfaff’schen System Y. 
Da die Bilinearformen 


(3) > D> unde, de, (h—=1,---K) 
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vermége (2) und der Gleichungen 


(2)’ San dx, =0 (J = 1,---6) 


alle verschwinden, so sind die bilinearen Covarianten des Pfaff’schen 
Systems S die folgenden: 


(4) 0 -> >! 4,42, 0%, +> > fe (dx,d9,—9x;de,), 
2 . = 


worin gesetzt wurde: 





His = Ait — Apes 
man kann sich hieraus 6 von den Differentialen dx; und die entsprechen- 
den dx; mittels (2) und (2)’ eliminirt denken. Der Charakter des erweiterten 
Systems S ist also héchstens gleich 6; seine Stufe ist m—o + o. 


21. Wir fragen nun nach den Bedingungen dafiir, dass das System S, 
wenn darin die x und g als unabhingige Variable betrachtet werden, sich 
auf eine reducirte Form mit t + @ Differentialelementen: 


t+o 


(5) >! Fale, e)dg.(x,9¢) = 0 (h=1,---n—m+6) 


bringen lasse, und zwar derart, dass w der Gleichungen o; = const., etwa 
die folgenden: 


(6) Pets SSS const., "Derg = const., 


sich nach 9,,---@,, auflésen lassen. Diese Bedingungen lassen sich nach 
Nr. 5 so ausdriicken: Erstens miissen iiberhaupt @ Relationenpaare 


(7) dg; =>! 0;.4%,, 
1 


(7) ; 00, = D* 0,92, 


existiren, derart dass die bilinearen Covarianten (4) vermége (2) (2)’ (7) (7) 
verschwinden, und zweitens miissen sich die g;, so als Functionen der x 
und @ bestimmen lassen, dass das t+ q@-gliedrige Pfaff’sche System 
(1) (2) (7) unbeschrinkt integrabel wird; bedeuten dann nimlich die Rela- 
tionen g; = const. die allgemeinen Integralgleichungen des letzteren, so 
sind @ derselben nach @,,---,, auflésbar, wie aus der Form des Systems 
hervorgeht. 


26* 
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Aus jeder Darstellung (5) ergiebt sich dann fiir das Pfaff’sche System 
YU eine Form mit t Differentialelementen, indem man die 9, als Functionen 
der x aus (6) berechnet und in den Ausdruck (5) einsetzt. 

22. Die Bedingungen der vorigen Nr. kénnen wir aber auch so 
formuliren: Das Differentialsystem D der Nr. 19 und die unbegrenzt 
vielen daraus abgeleiteten Gleichungen diirfen weder das Verschwinden 
aller v-reihigen Determinanten der Matrix (5) Nr. 16, noch auch eine 
Relation zwischen den »-+ @ Variabeln xz, 9 allein zur Folge haben. 
Nach Nr. 18 sind, wenn diese Forderung erfiillt ist, zwei Fille zu unter- 
scheiden: 

1) Die a;,, u;, unterliegen keinen Bedingungsgleichungen. 

2) Es giebt eine endliche Zahl von Relationensystemen G,, G,, --- 
zwischen den a@;,,u;, und ihren nach den « und den g genommenen partiellen 
Ableitungen; damit S auf die Form (5) gebracht werden kénne, ist noth- 
wendig und hinreichend, dass wenigstens eines dieser Relationensysteme 
fiir jedes beliebige Werthsystem 2, 9 befriedigt sei. 

Es seien nun andererseits 9,, @,,---@,, soleche Functionen der 2, dass 
das Pfaff’sche System S unbeschrinkt integrabel wird, wenn man fiir die 9; 
ihre Ausdriicke einsetzt; sind dann 


(8) f; = const., - - - f, = const. 


die allgemeinen Integralgleichungen dieses unbeschrankt integrabeln Systems, 
und stellt man eine der v-fach ausgedehnten Integralmannigfaltigkeiten, 
die durch (8) definirt sind, in der Form 


(9) HX; = Y;(Uy, Uy, - * Uy) (¢=1,---m) 
dar, so werden auch die 9, gewisse Functionen der u, und die so definirten 
n-+ @ Functionen 2, @ geniigen identisch dem Differentialsystem D und 
den daraus abgeleiteten Gleichungen. 

Man erhiilt sonach eine erste Kategorie von Functionen 


(10) 1 (Uy, °** Ty)y + * Ow(%ry °° Ly)y 
die das Pfaff’sche System S unbeschrénkt integrabel machen, indem man S, 
falls dies méglich ist, in allgemeinster Weise auf’ eine solche reducirte Form 
mit t + @ Termen dg,,---dg,,., bringt, dass sich @ von den Gleichungen 

; = const. nach o,,---@,, auflisen lassen. Jedes andere Functionensystem 
(10) der genannten Beschaffenheit geniigt identisch wenigstens einem der- 
jenigen Gleichungensysteme G,, G,,--- die nicht fiir beliebige Werthe von 
Lyy*** Lay O19°** O, Erfiillt sind. 

In der That erhilt man ja aus D und den daraus abgeleiteten Glei- 

chungen durch passende Eliminationen der partiellen Ableitungen der 
und @ gerade die Relationensysteme G, und keine andern. 
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23. Es sei G, eines der Gleichungssysteme, die nicht fiir beliebige 
x, @ stattfinden; lisst sich dann G, in der Form 


0; = V;(%1,°** Lay O1>°* * Qa) 
(¢(=—@+1,0+2,---@; 0<D<a) 


auflésen, so geht S durch Substitution dieser Ausdriicke iiber in ein 
Pfaff’sches System S, mit nur »-+ © unabhingigen Variabeln. Auf S, 
kann man jetzt genau dieselbe Schlussweise anwenden, die wir in der 
vorigen Nr. fiir das Pfaff’sche System S durchgefiihrt haben, m. a. W.: 
das Problem, die allgemeinsten Functionen 9,,-+-o der Variabeln x zu 
ermitteln, die in S, substituirt dies System unbeschrinkt integrabel machen, 
kommt zuriick auf die Frage nach den nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafiir, dass sich S, auf eine reducirte Form mit rt + @ Dif- 
ferentialelementen 


AY;(L,°** Lp; Q1,°** Qa) ((=1,---14+0) 


bringen lasse, derart dass @ der Gleichungen zy; = const. nach 9,,--- 06 
auflésbar sind, u. s. w. f. 

Dieselbe Ueberlegung ist natiirlich fiir jedes nicht identisch befriedigte 
Gleichungssystem G,, G,,--- durchzufiihren. Man gelangt so in allen 
Fallen entweder zu dem allgemeinsten Functionensystem 9,,---9,, der 
Variabeln x, welches S in ein unbeschriinkt integrables System verwandelt, 
oder zu dem Nachweis, dass ein solches Functionensystem nicht existirt. 
Dieser Nachweis ist sofort erbracht in dem Specialfall, dass keines der 
Gleichungssysteme G; identisch erfiillt ist, und aus jedem durch Elimi- 
nation der 9, eine Gleichung zwischen den 2 allein hervorgeht. 

Fiir die tibrigen erweiterten Systeme S’, S”,--- gilt natiirlich genau 
dieselbe Schlussweise. 

24. Wenn es sich darum handelt, fiir ein Pfaff’sches System % der 
m'*" Stufe das in § 1 formulirte Problem zu lésen, so kénnen wir die 
analoge Aufgabe fiir Pfaff’sche Systeme kleinerer Stufe als bereits erledigt 
betrachten. Ist nun wo < 6, so ist die Stufenzahl m—o-+- o des Pfaff’- 
schen Systems S kleiner als m, und da 


6=t—n+m v=mM—6—xn—T, 


so folgt aus den bisherigen Entwickelungen dieses Paragraphen: 

Die Aufgabe, ein Pfaff’sches System m*" Stufe in allgemeinster Weise 
auf eine Form mit t Differentialelementen zu bringen, lésst sich immer 
dann auf das entsprechende Problem fiir Pfaff’sche Systeme kleinerer 
Stufenzahl reduciren, wenn die Congruenz © nicht mehr als (c—n-+-m—1)- 
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fach unendlich viele Congruenzmannigfaltigheiten n — rt — 1" Dimension 
besitzt*). 

Aber auch fiir den Fall o >6 ist die vorstehende Methode von 
grossem Nutzen. Denn in vielen Fallen hingen die u,;, von den g, in 
sehr einfacher Weise ab, und es ist aus diesem Grunde das Reductions- 
problem fiir die erweiterten Systeme S, S’,--- oft viel leichter zu erledigen 
als fiir das gegebene Pfaff’sche System %. 


8 6. 
Reduction eines Pfaff’schen Systems in » Variabeln auf » — 2 Terme. 


25. Wird r—n—2 vorausgesetzt, so nimmt das Differentialsystem 
D (Nr. 16) folgende Form an: 


m 
O%n 4% 


Ox, 
(1) Ou, age Ai, Ou, (h=1,--m—m; s=1,2), 


ie CE 
(2) > > “ia ue = 9 (h=1,2,---K). 
Wir betrachten zunichst den Fall, dass in der K-zeiligen Matrix: 


|. m m — 
(3) | | Se tah 5a! Sends Dns 5a 
i=1) t=1 _ 


| 





(h=1,2,---K) 
alle m — l-reihigen, aber nicht alle m — 2-reihigen Determinanten fiir 
beliebige Werthe der Gréssen: 


(4) *,-+-@, Oity | Om 
, 


™ Ou,’ Ou,’ Ou, 
verschwinden; dies setzt natiirlich K>m— 2 voraus. Dann reduciren 


Ox, 
sich die Gleichungen (2), wenn man darin die zt als Unbekannte betrachtet, 


2 
auf m — 2 linear or. besitzen also zwei Lésungssysteme, von 


denen das eine aus den oe ‘ besteht. Wir diirfen annehmen, dass sich das 
System (2) nach den Ableitungen: 


Oa, Ga, | 2m 
Ou,’ Ou? | Ou, 


*) Ich habe dies allgemeine Princip in der Theorie der Pfaff’schen Systeme 
vierter und fiinfter Stufe wiederholt verwerthet, vgl. ,,I p. 292—297, ,,II p. 430ff. 
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auflésen lasse; setzen wir die so erhaltenen Ausdriicke in (1) ein, so ver- 
wandelt sich D in ein Differentialsystem D’, das die canonische Form 
(Nr. 17) besitzt; die cardinalen Ableitungen des Systems sind diese: 


n2 


0? a, 
3a, buy (h= 1,2,---m—m), 
und dass sich fiir jede derselben aus D’ und den daraus abgeleiteten 
Gleichungen nur eine Darstellung in den parametrischen Gréssen ergiebt, 
folgt unmittelbar aus der Entstehung des Systems D. Die parametrischen 
Gréssen sind hier, ausser den 2 selbst, alle Ableitungen von x, und 2,, 
sodann alle nach u, genommenen Ableitungen von 2, - - - z,,. 
Ist also durch die Formeln 


(5) x, = ,(U,) (¢=1,---n) 


eine ,,Integraleurve“ des Pfaff’schen Systems 2, m. a. W. ein Integralsystem 
der gewohnlichen Differentialgleichungen: 


Ay +1 — dx, 
=a ™ >! in Te (h = 1,---m—m) 
1 


definirt, so besitzt D ein und nur ein Integralsystem x,,---«, der Eigen- 
schaft, dass die «, vermége u, = 0 in die Functionen y,(u,) tibergehen, 
wihrend z, und 2, im iibrigen willkiirliche Functionen von u, und u, 
bedeuten; durch jede Integralcurve des Pfaff’schen Systems geht also eine 
und, wie man leicht einsieht*), auch nur eine Integral-M, hindurch. 

Diese Schlussweise erleidet nur dann eine Modification, wenn die 
Integralcurve (5) alle diejenigen Differentialgleichungen erfiillt, die sich 
durch Nullsetzen siimmtlicher m— 2-reihiger Determinanten des Schemas 
. (3) ergeben**); eine solche besondere Integralcurve kann man eine Charakte- 
ristik des Pfaff’schen Systems % oder des Differentialsystems D nennen. 
Man erkennt leicht, dass eine derartige Curve auf unbegrenzt vielen 
Integral-M, gelegen ist. 

Verschwinden die m — 2-reihigen Determinanten der Matrix (3) alle 
identisch, was fiir' K < m — 2 immer, fiir K > m — 2 nur in besonderen 
Fallen***) eintritt, so werden die Gleichungen (2) von einander abhingig, 
und es gehen durch jede beliebige Integraleurve unbegrenzt viele Integral- 
M, hindurch. 





*) Vgl. ,,[II* pag. 200, 203. 
**) Dieses Gleichungssystem wird gelegentlich von Herrn F. Engel betrachtet, 
Leipz. Ber. 1890, pag. 196. 
**) Vgl. das in ,,II“ pag. 410 behandelte Beispiel. 
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Damit also ein Pfaff’sches System m*” Stufe sich auf eine Form mit 
n— 2 Differentialelementen reduciren lasse, ist hinreichend, dass sein 
Charakter K nicht grésser als m — 2 sei. 

26. Das Pfaff’sche System S (§ 2) hat unter der Annahme rt = n — 2 
die Form: 


(6) dx, ., = Di; 42, (h=1,---n—™m); 


(1) Smads, =0 (1=1,2,---m—2), 


worin die w;, ausser von den x noch von den Variabeln g,, ---@,, ab- 
hangen. Haben die Zahlen n’, m’, K’ fiir S dieselbe Bedeutung wie die 
Zahlen n, m, K fiir U, so gelten nach Nr. 5 und 20 die folgenden Be- 
ziehungen: 


(8) n=n+oa; m=—a+ 2; K’<m— 2. 
Ist also @ > m — 2, so folgt hieraus: 
K’ <m'— 2, 


und nach dem vorhin bewiesenen Satz existiren also fiir das System S 
unbegrenzt viele reducirte Formen mit »’ — 2 Differentialelementen. Um 
also zu zeigen, dass fiir das Pfaff’sche System & unbegrenzt viele Dar- 
stellungen in » — 2 Termen vorhanden sind, haben wir nach Nr. 21 und 
22 nur nachzuweisen, dass das Differentialsystem D: 


a, = 2a (s=1,2;h=1,---n—™m); 
1 


(9) 





= Ou; 
00 Saino Gataiieyws, 
1 


und die Gleichungen die durch unbegrenzte Differentiationen nach w,, %, 
daraus entstehen, niemals das Verschwinden aller zweireihigen Determi- 
nanten: 


(11) ct os A te 


(i, k==1,---m) 


zur Folge haben. Durch Differentiationen und Subtraktionen folgt nun 
aus (10): 


m ™m m @ 
] Cu, Cx, ! Ou,;, (Ox; 00, O62; Oe, 
(12) 2 ‘D PMR ou, Ty +2 ‘D2 Fe, (Su, Bus — du, Bus) — 9 
(t= 1,2,---m —2); 


(vgl. Nr. 20). Bezeichnen wir jetzt die linken Seiten der Gleichungen (7) 
mit A,, A,,---,,_,, so verschwinden in der Matrix: 
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04, O04, ||, 04, 
Oe, ’ de ’ Oey 
(13) , 

04, 
ee, 


04-2 04-3 
Ge, * 00, 





gee 














vermége (7) nicht alle m — 2-reihigen Determinanten identisch, da sonst 
die Parameter g,,---@,, in dem Gleichungssystem (7) nicht alle wesent- 
lich waren, sondern vielmehr auf eine kleinere Anzahl reducirt werden 
kénnten. Betrachten wir andererseits die Relationen (12) als lineare Glei- 


é 
chungen mit den @ Unbekannten wt , so erhalt man die aus den Coef- 
2 


ficienten dieser Unbekannten gebildete Matrix, indem man in (13) die dz; 


Ox, 
durch = ersetzt. Wir kénnen also die Gleichungen (12) nach m— 2 
1 


von den Gréssen = auflésen; ferner diirfen wir annehmen, dass die 

Gleichungen (10) nach den Ableitungen 
dx, 62, 
Ou,’ OU, 

auflésbar seien. Substituirt man diese Ausdriicke in (9), so erhilt man 


an Stelle von (9), (10), (12) ein canonisches Differentialsystem D, welches 
zu S in derselben Beziehung steht wie D’ zu dem gegebenen System % 
(Nr. 25), und in welchem 


(l= 3,4,---m) 


a2 
aa, 
OU, OU, 


(q=3,4,---m—1,m) 


die cardinalen Ableitungen sind. Dass sich nun fiir jede der letzteren 


aus D und den daraus abgeleiteten Gleichungen nur je eine Darstellung 
in den parametrischen Gréssen ergiebt, folgt wieder aus der Entstehungs- 


weise der Relationen (10) und (12). Also ist D passiv, und da u. a. alle 
Ableitungen der Functionen x, und x, parametrisch sind, so verschwindet 
jedenfalls die Determinante 

0%, 0% 0% 0% 

OU, OU, OU, OU, 
nicht vermége D und der durch Differentiationen daraus folgenden Glei- 
chungen, was zu zeigen war. 

27. Schliesslich kénnen wir also das Theorem aussprechen: 

Damit fiir ein Pfaff’sches System m*” Stufe in n Veréinderlichen reducirte 
Formen mit n—2 Differentialelementen existiren, ist hinreichend, dass 
«o >m — 2 sei, dass also die Congruenz © mindestens m — 2-fach unend- 
lich viele Geraden enthalte. 
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Dieser Satz umfasst denjenigen der Nr. 25 als Specialfall; denn da 
es co*™-* Gerade im R,,_, giebt, so haben K linear unabhingige Com- 
plexe mindestens co?”-*-* Gerade gemein. 

In allen Fallen, wo der obige Satz versagt, tritt die Schlussweise der 
Nr. 24 in Kraft, d. h. das Problem der Reduction des Systems % auf 
n—2 Terme lasst sich zuriickfiihren auf die analoge Frage, unter welchen 
Bedingungen das System S, dessen Stufe m’ kleiner als m und dessen 
Variabelnzahl n’ ist, reducirte Formen mit n’— 2 Differentialelementen 
besitzt. 

Wir diirfen sonach das Problem des § 1 fiir den Fall r = n — 2 als 
erledigt betrachten. 


§ 7. 
Lineare Complexe im R,; Pfaff’sche Systeme sechster Stufe vom 
Charakter 2. 


28. Um die bisher entwickelten Begriffe und Sitze fiir Pfaff’sche 
Systeme sechster Stufe verwerthen zu kénnen, miissen wir vor allem auf 
die Geometrie der R;-Complexe genauer eingehen. 

Wir verstehen unter £,,---& und ebenso unter ,,--- 7, etc. homogene 
Punktcoordinaten des R; und sprechen demnach von dem ,,Punkt &“, dem 
»Punkt 7“ u.s. w. Mit gw, bezeichnen wir wie friiher eine k-fach aus- 
gedehnte ebene Punktmannigfaltigkeit des R,; eine wu, bezw. uw, heisst 
»Gerade bezw. ,Ebene“. Jede w, ist durch Angabe von k-+ 1 linear 
unabhiingigen Punkten eindeutig bestimmt, z. B. eine uw, durch zwei sich 
nicht schneidende Gerade. Sind g, g’ zwei solche Gerade, so gebrauchen 
wir fiir die sie verbindende uw, die Bezeichnung u,('g, 9); ebenso bedeute 
Us (P,g) diejenige u,, die den Punkt P und die nicht durch ihn gehende 
Gerade g enthilt, u. s. w. 

Ein ,,linearer Complex“ des R, ist durch eine bilineare Gleichung 
der Form 


(1) > Seakin= 0 


definirt; wir wollen diesen Complex mit « bezeichnen. Derselbe heisst 
yallgemein“ ,einfach speciell“ oder ,weifach speciell“, je nachdem der Rang 
der alternirenden Matrix 


(2) || | (i, k=1, 2,---6) 
gleich 6 oder 4 oder 2 ist. 

29. Wir setzen « zunichst als allgemein voraus. Jedem Punkt 7 
wird dann durch die Gleichung (1), worin die £ laufende Coordinaten 
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bedeuten, eine durch ihn gehende Ebene ,,ewgewiesen“, und auch umgekehrt 
jeder Ebene u,;—= 0 ein und nur ein auf ihr liegender Punkt y. 

Ist h eine beliebige Gerade, so ist jedem ihrer Punkte P eine Ebene 
zugewiesen, und diese cot Ebenen enthalten dieselbe u,. Diese us und 
die Gerade h heissen ,,conjugirt“; h ist also der Ort der Punkte, die den 
co' durch die uw, gehenden Ebenen zugewiesen ist, und alle oo’ Ebenen, 
die bezw. den Punkten der uw, zugewiesen sind, gehen durch h. 

Ist h keine Complexgerade, so schneidet sie die conjugirte u, nicht. 
Gehért h dem Complex « an, so liegt sie auf der conjugirten us. 

Alle co* Gerade, die eine Complexgerade h/ treffen und auf der con- 
jugirten uw, liegen, sind Complexgerade; eine u,, die einer Complexgeraden h, 
conjugirt ist, wird also durch die EHigenschaft charakterisirt, dass die 
Determinante 


a, UY 
(3) uO O (i,k = 1,---6) 
v,, O 0 


verschwindet, oder geometrisch zu reden, dass der gewdhnliche R,- 
Complex, den die auf der yw, liegenden Geraden von a@ bilden, speciell 
ist; die Direktrix dieses speciellen Complexes ist die der wu, conjugirte 
Complexlinie h. 

Eine Complex-u, (Nr. 4) ist dadurch charakterisirt, dass alle auf ihr 
liegenden Geraden dem Complex « angehéren. Jede u,, die eine Complex- 
gerade h enthiilt, und in der dazu conjugirten yu, liegt, ist eine Complex-p,, 
und alle Complex-u, werden so erhalten; es giebt deren oo*, 

Alle Complex-u,, die auf einer Ebene TT liegen, gehen durch den 
Punkt, welcher der Ebene TT zugewiesen ist. 

Ist x eine uw, des Complexes «, so ist jede der zweifach unendlich 
vielen durch x gehenden u, einer und nur einer auf z liegenden Geraden 
conjugirt, so dass zwischen diesen co* Geraden und jenen co? Mannig- 
faltigkeiten u, eine projective Beziehung obwaltet; und zwar gehért zu der 
u3(P, x) die Gerade, welche von der dem Punkte P zugewiesenen Ebene 
auf a ausgeschnitten wird. 

80. In dieser und der folgenden Nummer wird « als einfach speciell 
vorausgesetzt. Die linearen Gleichungen 


(4) >! Hin = 0 (i=1,---6) 
besitzen jetzt zwei Lésungssysteme &’, &”; die Verbindungslinie g dieser 
Punkte heisst die singuldire Gerade von «. Jede Gerade, die g trifft, 
gehért dem Complex « an. Jede Ebene, die einem Punkt P mit den 
Coordinaten » durch die Gleichung (1) zugewiesen wird, enthilt g, und 
jedem Punkte der u,(P,g) ist dieselbe Ebene zugewiesen. 
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Ist TT eine beliebige durch g gehende Ebene, 2 eine durch g gehende 
Hy, So besteht zwischen den co* Ebenen TT und den co*® Mannigfaltig- 
keiten x eine durchweg eineindeutige (projective) Beziehung, derart dass 
jede Ebene TT die ihr zugeordnete a enthilt. 

Trifft die Complexgerade h die g nicht, so geniigen alle in der 
us(g,h) liegenden Geraden dem Complex «; diese u, ist also eine Complez- 
us; von a, d. h. sind u,v; =O ihre Definitionsgleichungen, so ver- 
schwinden in der Matrix (3) alle 6-reihigen Determinanten. Eine Complex- 
u, existirt natiirlich nur dann, wenn @ (einfach oder zweifach) speciell ist. 

Es giebt zwei Kategorien von Complex-u,: die einen, co* an Zahl, 
enthalten g; die andern sind identisch mit dem Inbegriff aller in einer 
Complex-u, liegenden Mannigfaltigkeiten u,, und es giebt ihrer 00° Durch 
jede Complexgerade h, die die Gerade g nicht schneidet, gehen einfach 
unendlich viele Complex-u,, die g in je einem Punkte, treffen; schneidet 
h die g, so giebt es co* durch h gehende Complex-u,. 

Jede Complex-u, hat also mit g wenigstens einen Punkt gemein. 

31. Es sei h eine Gerade, die dem einfach speciellen Complex « nicht 
angehért, m die Mannigfaltigkeit u,(g,h), endlich P, P’ zwei auf h 
liegende Punkte. Dann schneiden sich die Ebenen TT, TT’, die bezw. den 
Punkten P, P’ durch die Gleichung (1) zugewiesen sind, in einer uy, die 
wir m’ nennen. Diese letztere hat mit m nur die Gerade g gemein; denn 
schnitten sich m und m’ nach einer u,, so miisste die letztere die Gerade 
h in einem Punkte Q treffen, also enthielten TT und TT’ je zwei Punkte 
P,Q bezw. P’Q der Geraden h, und diese wire also eine Complexgerade. 

Ist R ein beliebiger Punkt von m, so geht durch ihn eine Gerade, 
die h und g in je einem Punkte S, S’ trifft. Da durch die Gleichung (1) 
den Punkten R und S dieselbe Ebene zugewiesen wird, so schliesst man: 
alle Ebenen, die bezw. den Punkten von m zugewiesen sind, gehen 
durch m’. 

Die Mannigfaltigkeiten u,, die durch die singuliire Gerade eines ein- 
fach speciellen Complexes a gehen, sind also paarweise conjugirt, in dem 
Sinne dass jede Gerade von «, die eine von zwei conjugirten Mannig- 
faltigkeiten m, m’ trifft, auch die andere schneidet. Je zwei conjugirte u, 
haben nur die Gerade g gemein; eine Complex-u, (und nur eine solche) 
ist sich selbst conjugirt. 

32. Ist der Complex « zweifach speciell, so besitzen die linearen 
Gleichungen (4) vier Lésungssysteme; die so definirte dreidimensionale 
Mannigfaltigkeit m nennen wir die ,,singuldre u,“ von a. Dieser Complex 


besteht jetzt aus allen oo’ Geraden, die die Mannigfaltigkeit m schneiden. 
Jede u,, die mit m mindestens eine Gerade gemein hat, ist eine Complex- 
uw, und umgekehrt. Jede u;, die m nach einer p, schneidet, ist eine 
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Complex-u, und umgekehrt. Ferner ist jede Ebene uw, = 0, die m enthiilt, 
eine Complex-u,, und umgekehrt, d. h. in der Matrix 


1} el} 
a, U; 


6) u, oO 


sind alle vierreihigen Determinanten Null, und die Gleichung (1) kann 
in der Form 








(, k= 1,-+-6) 








Ugv, — u,v; = 0 
geschrieben werden. Kine solche w, kann natiirlich nur dann existiren, 
wenn @ zweifach speciell ist. 

Die Ebene, die einem beliebigen Punkt P(y,,---%,) durch die Glei- 
chung (1) zugewiesen wird, ist identisch mit der u,(P,m), und jedem 
Punkte der letzteren ist eben dieselbe u, zugewiesen. 

33. Wir wenden uns jetzt zur Theorie der zweigliedrigen Congruenzen 
des R, und der Pfaff’schen Systeme sechster Stufe vom Charakter 2. 
Das Pfaff’sche System 


6 
dig., = »i4,,d2; (h = 1,2,---m —6) 
1 


nennen wir wieder 2%, und nehmen an, dass von den zugehérigen Bilinear- 


formen: 
22 ins Fie » Pe ae 2 


die beiden ersten linear unabhingig, die tibrigen aber Linearcombinationen 
dieser beiden sind. Doch wollen wir «,, fiir «,,, und £;, fiir B;,. schreiben, 
also die zu & gehérige Schaar linearer Complexe in der Form: 


(€) PB (Ace, + MB.) iM 


zm Grunde legen. Es sei 


Q = Qaeet + Q. apa + Qo 2p4u + Qeash 
die binire Form, deren Quadrat mit der alternirenden 6-reihigen Deter- 
minante 


(6) | Aa. + Bix | (t,4=1,---6) 
identisch ist; ferner sei P die biniare quadratische Form, deren Quadrat 
der 8-reihigen alternirenden Determinante: 
| AG, UB, Uy, 2% 

Uy, , 0, 0 (i,k =1,---6) 
| % , 0, O 


gleich ist; setzt man dann 


(7) 
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P=) D> Pati 


so haben die P, die Form: 


Pi, = VA, + ANC, + WB, 
worin z. B. gesetzt ist: 


Ayg = Og Wise Os Mpg Ogg Os» 


C= ys GAs 


= u. 8S. W. 
dod Ou, "78 


Die Theorie der Elementartheiler*) liefert nun zehn verschiedene 
Kategorien von zweigliedrigen Congruenzen ©, die wir der Reihe nach 
mit I—X bezeichnen wollen, und es giebt ebensoviele Typen Pfaff’scher 
Gleichungen vom Charakter 2 und von der Stufe 6; jeder dieser Typen 
ist charakterisirt durch eine oder mehrere rationale Bedingungsgleichungen 
fiir die «;,,, mit Ausnabme des ,allgemeinen“ Falles VII, in dem die 
«;,, gar keinen Relationen unterworfen sind. 

Mit 2r bezeichnen wir im Folgenden immer den Rang der Matrix (6). 

Das Problem des § 1 wurde fiir den Fall +r = n — 2 bereits in § 6 
allgemein erledigt; da ferner die Annahme t = » — 5 uur fiir 2r = 2 
zulissig ist, und dieser Fall bereits in § 3 ausfiihrlich behandelt wurde, 
so kommen fiir die nunmehr aufzuzihlenden Typen Pfaff’scher Systeme nur 
noch » — 3- oder » — 4-gliedrige reducirte Formen in Frage. 

Der Vollstindigkeit halber stellen wir den Fall 272 an die Spitze: 

I. 2r = 2; Q=P,,=0. Die Complexe «, 8 sind speciell; ihre 
singuliren mw, schneiden sich in einer wu, und liegen in einer u,. Die 
Congruenz («, 6) besteht aus allen Geraden, die jene uw, schneiden oder 
in dieser uw, liegen. 

34. Ist 2r —4, so besitzen die linearen Gleichungen 


Do, (Aa, + uBix) = 0 (i=1,---6) 


zwei unabhiingige Lésungssysteme , und ,’, bestehend aus_biniren 
Formen in 4, wu, die wir auf ihre Minimalgradzahlen », und », gebracht 
denken. Da nun die Gleichung: 


6 = 2(m, +m.) + 24 2k 
stattfindet**), wo k den Grad des gréssten gemeinsamen Divisors der 


Binirformen P;, bedeutet, so ergeben sich fiir die Zahlen n,, n,, k folgende 
Méglichkeiten: 


*) Vgl. meine Arbeit ,,Ueber Schaaren von Bilinearformen* Miinch. Ber. XX VII, 
p. 369 (1898). 
*) a. a. O. p. 374. 
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0,0,2; 0,2,0; 0,1,1; 1,1,0. 
Die drei ersten Fille betrachten wir unter II—IV, den letzten unter X. 

Il. 2r = 4; Q==0; n, =n, =—0; die P;, sind proportional. Das 
Pfaff’sche System % gestattet zwei unabhiingige infinitesimale Trans- 
formationen: 





Xf => LOA S (1 saad 1, 2), 


lasst sich also auf eine Form 2% mit nur »— 2 Variabeln reduciren 
(Nr. 8). Die 601 einfach speciellen Complexe der Congruenz © haben 
alle ihre singulire Gerade g gemein; diese ist die Verbindungslinie der 
Punkte € und ¢@). Es giebt in der Schaar © zwei zweifach specielle 
Complexe, deren singulire Mannigfaltigkeiten m und m’ hinsichtlich jedes 
in © enthaltenen einfach speciellen Complexes conjugirt sind (Nr. 31) und 
nur dann coincidiren, wenn m eine Congruenz-u, eines und folglich aller 
Complexe der Schaar © ist. Wir wollen die Annahme, dass die beiden 
zweifach speciellen Complexe der Schaar verschieden sind, als den Fall Ia, 
den andern als den Fall Ib unterscheiden. 

Es giebt zweifach unendlich viele Congruenz-u,, die alle die Gerade g 
enthalten, und zwar geht durch jede Congruenzgerade h, die g nicht trifft, 
eine Congruenz-u; hindurch, nimlich die u,(g, h). Nach Nr. 8 erhilt man 
also fiir U& die allgemeinste reducirte Form mit » — 4 Termen, wenn man 
das System %’, das die Stufe 4 und den Charakter 2 besitzt, in all- 
gemeinster Weise auf »—4 Terme bringt, was nach § 6 stets méglich 
ist*), und man erkennt leicht, dass durch jede Integral-M, von & eine und 
im allgemcinen nur eine Integral-M, hindurchgeht; diese letztere wird 
erzeugt von oo? zweidimensionalen Charakteristiken des vollstiindigen 
Systems X,f=—0, X,f=0. Die allgemeinste Darstellung mit n — 3 
Differentialelementen wird gewonnen, indem man zu % eine beliebige 
exakte Gleichung dg = 0 hinzufiigt, und das so entstehende Pfaff’sche 
System, das die Stufe 5 besitzt und offenbar ebenfalls zwei infinitesimale 
Transformationen zulisst, zuniichst auf eine Form mit » — 2 Variabeln 
bringt, und fiir diese dann die allgemeinste » — 3-gliedrige Darstellung 
ermittelt, was nach: Nr. 1 Anm. eine triviale Aufgabe ist. 

Ill. 2r = 4; n,=0, n, = 2; Q=0, die P,, sind ohne gemeinschaft- 
lichen Divisor. 

Das System & gestattet eine infinitesimale Transformation: 


(8) xf=>'.4r, 


besitzt also eine Form 2% mit m—1 Verinderlichen. Es giebt in der 


*) Vgl. I, pag. 288f. 
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Congruenz («, 8) nur einfach specielle Complexe; die co! singuliiren Ge- 
raden g,g',--- derselben liegen in einer u,, die wir M nennen, und bilden 
einen allgemeinen Kegel zweiten Grades mit der Spitze P(g,,---&,). Der 
Beweis fiir diese Behauptung wird am einfachsten gefiihrt, indem man die 
Schnittfigur betrachtet, die unsere Congruenz © auf einer beliebigen, nicht 
durch P gehenden vierdimensionalen ebenen Mannigfaltigkeit R, bestimmt. 
Diese Schnittfigur ist eine allgemeine R,-Congruenz, und der Ort der 
singuliren Punkte der letzteren, d. h. also aie Schnittcurve des R, mit 
dem Ort der singuliren Geraden g,g’,--- ist ein nichtzerfallender Kegel- 
schnitt*). 

Es giebt nur eine u,, die der Congruenz © geniigt, niimlich M, also 
nach Nr. 6 héchstens eine reducirte Form mit » — 4 Termen. 

Da nach Nr. 30 jede Congruenz-u, die singuliren Geraden aller 
Complexe von © treffen muss, so giebt es zwei Kategorien von Congruenz- 
#,: einmal die co® in M liegenden, sodann weitere co* durch P gehende, 
und dementsprechend unter Umstiinden zwei verschiedene Classen von 
n—3-gliedrigen reducirten Formen, bezw. von Integral-M, des Pfaff’schen 
Systems YM. Ist M durch die Gleichungen u,v, =O definirt, so werden 
die reducirten Formen der ersten Kategorie erhalten, indem man das 
Pfaff’sche System: 


(9) dL, sn => @;,42%,5 Ugg =, Ug, = 9, 


dessen Stufe 4 und dessen Charakter < 2**) ist, auf »—3 Terme reducirt, 
was nur unter Hinzutritt weiterer Bedingungsgleichungen***) miéglich ist. 
Die reducirten Formen der zweiten Kategorie existiren dagegen immer 
und werden erhalten, indem man Y’, also ein System 5%" Stufe vom 
Charakter 2 mit »—1 Variabeln, in allgemeinster Weise auf »—3 Terme 
bringt, was nach § 6 stets méglich ist. Aus der Thatsache, dass jede 
nicht durch P gehende Gerade h der Congruenz © auf einer und nur 
einer Congruenz-u, der zweiten Kategorie, nimlich auf der u,(h, P) ge- 
legen ist, schliesst man ferner, dass durch eine Integral-M, von % eine 
und nur eine Integral-M, der zweiten Art hindurchgeht, die von co* 
charakteristischen Curven der partiellen Differentialgleichung Xf = 0 
erzeugt wird. 

IV. 2r—4; n, =0, n, =1; Q=0, die P,, haben einen Linear- 
factor gemein; das System % gestattet wiederum eine infinitesimale Trans- 
formation (8). 


*) ,,l* pag. 399 ff. 
**) Vgl. die Schlussbemerkung der Nr. 20; das System gestattet tibrigens gleich- 
falls die inf. Transf. Xf. 
st) I pag. 285—288. 
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Die singuliren Geraden der oo! in © enthaltenen einfach speciellen 
Complexe haben einen Punkt P(£,,--- §&) gemein; sie liegen alle in einer u,, 
die wir x nennen, und bilden ein Strahlbiischel mit dem Centrum P. Die 
Complexschaar © enthilt ferner einen und nur einen zweifach speciellen 
Complex, dessen singuliire Mannigfaltigkeit m mit x eine durch P gehende 
Gerade gemein hat; m und a liegen also in derselben Ebene M. 

In der That, es sei R, eine beliebige Ebene des R,, die weder eine 
der co’ singuliren Geraden noch m enthilt, also m nach einer zwei- 
dimensionalen Mannigfaltigkeit @ schneidet. Die im R, gelegenen Geraden 
eines beliebigen Complexes der Schaar bilden dann einen allgemeinen R,- 
Complex, dessen singulirer Punkt auf der singuliiren Geraden des ersteren 
liegt, und wir erhalten so im R, eine Schaar von oo! allgemeinen Com- 
plexen, die einen und nur einen speciellen Complex mit der singuliren 
Mannigfaltigkeit o enthilt; die singuléren Punkte jener allgemeinen 
Complexe erfiillen also*) eine Gerade /, die mit @ einen Punkt gemein 
hat. Die oo! singuliiren Geraden der Complexschaar © schneiden sonach 
den R, in den Punkten einer Geraden, die m trifft, und da R, beliebig 
gewahlt war, so folgt die Richtigkeit unserer Behauptungen ohne weiteres. 

Es sei hervorgehoben, dass die Ebene M und die Mannigfaltigkeit x 
hinsichtlich eines beliebigen einfach speciellen Complexes der Schaar 
einander im Sinne von Nr. 30 zugeordnet sind. 

Da eine uw, der Congruenz © die singuliren Geraden aller Complexe 
der Schaar enthilt (Nr. 30) und die Mannigfaltigkeit m nach einer su, 
schneiden muss (Nr. 31), so folgt: Es giebt einfach unendlich viele Con- 
gruenz-u,, die alle in M liegen und durch x gehen. Nach Nr. 7 ist also 
die Herstellung der allgemeinsten reducirten Form mit »—4 Termen 
zuriickgefithrt auf das analoge Problem fiir das Pfaft’sche Sytem 5** Stufe**): 

6 
(10) dig ., = Didi, dx;; Ug, = 9 

1 
wenn uw; = 0 die Ebene M definirt. Dieses System besitzt, wie man leicht 
einsieht, einen Charakter <2 und gestattet ebenso wie % die infinitesimale 
Transformation Xf. Damit es auf »—4 Terme reducirbar sei, haben die 
u, und ihre nach den w genommenen Ableitungen noch gewisse weitere 
Bedingungsgleichungen zu erfiillen***). 

Es giebt zwei Kategorien von Congruenz-u,, und zwar co* in M 

liegende, deren jede mit 2 je eine Gerade gemein hat, und ebenso co* 
*) , lI, pag. 400 ff. 
**) (II, pag. 415 ff. 
we) | lI“, pag. 417f. 
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durch P gehende, von denen je eine auf einer beliebig gegebenen Con- 
gruenzgeraden gelegen ist. Dementsprechend giebt es zwei Classen von 
reducirten Formen mit »—3 Termen: die der ersten werden gefunden, 
indem man das Pfaff’sche System (10) auf »—3 Terme reducirt, was 
nach § 6 stets und zwar auf unendlich viele Arten méglich ist, da ja die 
Gleichungen (8) nach dem Obigen auf eine Form mit » —1 Veriinderlichen, 
d. h. auf ein System 4" Stufe mit einem Charakter <2 gebracht werden 
kénnen. Fiir die reducirten Formen der zweiten Kategorie gelten dieselben 
Bemerkungen wie im Falle IIL. 

35. Die Typen V—IX entsprechen der Annahme 2r = 6; die Con- 
gruenz © besitzt in diesen Fillen iiberhaupt keine Congruenz-u,; d. h. es 
kommen fiir die Pfaff’schen Systeme dieser Kategorien iiberhaupt nur Dar- 
stellungen mit » — 3 Differentialelementen in Betracht. 

V. Die cubische Form Q enthilt einen einfach und einen doppelt 
zihlenden Factor, welch’ letzterer in allen Formen P. , einfach zahlend 
aufgeht. 

VI. Die cubische Form Q enthilt einen dreifach zihlenden Factor, 
der einfach zihlend in allen P,, aufgeht. 

Im Falle V giebt es in der Congruenz (« f) einen einzigen zweifach 
speciellen Complex « mit der singuliren Mannigfaltigkeit m, und einen 
einzigen einfach speciellen Complex #’ mit der singuliiren Geraden 4g, 
derart dass g und m sich nicht schneiden. Ist « ein allgemeiner Complex 
der Schaar (@ 8), so sind g und m hinsichtlich @ conjugirt (Nr. 29), da 
jede Gerade, die g und m schneidet, in « enthalten ist. Daraus folgt leicht: 

Man erhilt das allgemeinste Complexpaar (a 6) vom Typus V, indem 
man den allgemeinen Complex « und eine dreifach ausgedehnte Mannig- 
faltigkeit m beliebig wihlt, doch so, dass m keiner Geraden des Complexes 
« conjugirt ist, und dann unter 6 den zweifach speciellen Complex mit 
der singuliren Mannigfaltigkeit m versteht. Die zu m innerhalb « con- 
jugirte Gerade g ist die singuliire Gerade des einzigen in der Congruenz 
(a B) enthaltenen einfach speciellen Complexes. 

Man erhiilt die allgemeinste Configuration VI, wenn man im Vorigen 
unter m eine solche uw, versteht, die einer (auf ihr liegenden) Geraden g 
des Complexes « conjugirt ist. 

In beiden Fiillen giebt es vierfach unendlich viele Congruenz-u,; von 
diesen geht je eine und nur eine durch jede beliebige Con gruenzgerade, die 
weder g trifft noch in m liegt. 

Denn ist h eine Congruenzgerade, so liegt sie entweder in m, und 
alle einfach unendlich vielen durch sie gehenden und in der u, (gh) 
liegenden Mannigfaltigkeiten wu, sind Congruenz-u, (Nr. 31 und 32); oder 
sie schneidet die Mannigfaltigkeit m in einem Punkte P. Bedeutet nun 
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m’ diejenige u;, die der Geraden h hinsichtlich des allgemeinen Complexes 
a conjugirt ist (Nr. 29), so schneiden sich m und m’ entweder in einer 
ebenfalls durch P gehenden Gerade h’, und es ist dann die u,(h, h’) die 
einzige durch h gehende Congruenz-u,; oder m und m’ haben eine pu, 
gemein; liegen also in derselben Ebene TT. Dieser letzteren ist dann 
durch den Complex « ein auf ihr liegender Punkt P’ zugewiesen, der auf 
der vorhin definirten Geraden g (Nr. 29), andererseits aber auch auf h 
liegt, da ja TT durch m’ hindurchgeht. Also schneidet h die g, und es 
giebt dann einfach unendlichviele durch sie gehende Congruenz-u,, niim- 
lich alle diejenigen w,, die durch h gehen und in m’ liegen. 

Liegt h in m, und schneidet sie g (was nur im Fall VI méglich ist), 
so gehen durch h, wie aus Nr. 30 leicht folgt, co? Congruenz-u,. 

36. Der soeben bewiesene Satz gestattet noch eine andere Formulirung: 
Bilden wir fiir ein Pfaff’sches System vom Typus V oder VI das Differen- 
tialsystem D: , 


O%e4% } OX, 
Fe Diag, O=13--9—8); 


h Ox, OX, 
(0%) at, = DSan gt 0 


(h=1,2; s,¢==1, 2, 3), 


(10a) 





Ox, 
so besitzen die vier linearen Gleichungen mit den sechs Unbekannten ret 
8 

(11) Ai, = 0, Ai, = 0, A?, = 0, A}, = 0 
drei linear wnabhingige Lésungensysteme, sobald die zwélf Gréssen 
Ou; Ox; 
Gu? Ou, 
sick also auf nur drei linear unabhiingige Gleichungen. Wir diirfen daher 
die Relation A}, 0 als eine Folge der fiinf iibrigen Gleichungen 
A’ = 0 betrachten und kénnen uns diese letzteren nach den Ableitungen 


den beiden Relationen At, =0, A?, = 0 geniigen, reduciren 


Oa, 0% Gt, Oty di 

Duy? Oty’? Oty’? Oy’? Ou, 
aufgelést denken;: fiigt man diese aufgeliste Form, die wir D” nennen, 
den Relationen (10a) bei, so entsteht ein mit D aiquivalentes canonisches 
System ’, dessen cardinale Ableitungen die folgenden sind: 





0* a, 
2) Feith (hml---m—6; 8,t—=1,2,3,829), 


Oa, | O° a, 
) sea? Sea 
Dass fiir jede Ableitung der Form a) aus D’ nur je eine Darstellung in 
27* 
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den parametrischen Gréssen folgt, schliesst man aus der Entstehungsweise 
der Relationen (10b). Ferner bestehen die beiden Jacobi’schen Identititen: 


aos, , ads, , ads 
nth th ~° (h—=1, 2), 


welche zur Folge haben, dass auch zwischen den Gleichungen, die aus D” 
durch je einmalige Derivation nach u,, u,, u; hervorgehen, zwei lineare 
Identititen stattfinden*), und dies kann offenbar nur dadurch eintreten, 
dass sich aus )” fiir jede der beiden Ableitungen b) je zwei iiberein- 
stimmende Darstellungen in den parametrischen Gréssen allein ergeben. 

Also ist das System D’ passiv, und die Betrachtung seiner para- 
metrischen Ableitungen zeigt, dass durch eine beliebige Integral-M, des 
Pfaff’schen Systems % eine und im allgemeinen auch nur**) eine Integral- 
M, hindurchgeht. ; 

Die Siitze, die wir fiir das Differentialsystem D aufgestellt haben, 
besitzen auch in den Fallen [I und IV unverinderte Geltung, da ja auch 
fiir diese Typen jede Congruenzgerade auf mindestens einer und im all- 
gemeinen auch nur auf eimer Congruenz-u, gelegen ist. Da ferner, wie 
wir sehen werden, fiir die noch iibrigen Kategorien VII—X blos co*® 
Congruenz-u, existiren, also nicht durch jede der oo® Congruenzgeraden 
eine solche yw, hindurchgehen kann, so diirfen wir aus den bisherigen 
Resultaten dieses Paragraphen schliessen: 

Damit durch jede Integral-M, eines Pfaff’schen Systems sechster Stufe 
vom Charakter zwei mindestens eine Iniegral-M, hindurchgehe, ist noth- 
wendig und hinreichend, dass einer der Féalle I—VI stattfinde, dass also 
entweder das Pfaff’sche System XU eine infinitesimale Transformation gestatte, 
oder die bindren Formen P,, einen Linearfactor gemein haben. 

37. Die Typen VII—X wollen wir zunichst geometrisch charakterisiren. 

VII. Der ,allgemeine“ Fall: die cubische Form Q enthilt drei ver- 
schiedene Linearfactoren. 

In der Congruenz © giebt es drei einfach specielle Complexe; von 
den singuliren Geraden g,, g,, g, der letzteren schneidet keine die u,, auf 
der die beiden andern liegen***). Bezeichnen wir also mit m,, m,, ms; 
bezw. die drei Mannigfaltigkeiten: 


Hs (929s), €s(9s 91)» Us(G1 Ge); 


so haben m, und m, nur die Gerade g, gemein u. s. w. 


*) Fiir die genauere Darlegung des Beweises vgl. ,,III", pag. 202. 
**) III", pag. 203. 
***) III", pag. 193. 
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Alle Geraden, die zwei der Geraden g; treffen, sind Congruenzgerade; 
also bilden die auf m, liegenden Geraden der Congruenz © eine allgemeine 
R,-Congruenz mit den beiden Directricen g, und g,, und analoges gilt 
fiir m, und m,. Dass in der That auf m, keine anderen Geraden von © 
liegen als die angegebenen, sieht man so ein: 

Es seien «, B die beiden einfach speciellen Complexe mit den singu- 
laren Geraden g, und g,; dann hat man in der in Nr. 33 eingefiihrten Be- 
zeichnungsweise: 

- Qraa = 9, Noog = 0. 
Nun ist m, keine Complex-u, von «, da sonst Q,,,==0 wire, mithin Q 
einen doppelt ziihlenden Factor besiisse. Also sind nur diejenigen Geraden 
in ms, welche die Gerade g, treffen, Cmplexgerade von a, und analoges 
gilt fiir 6, womit unsere Behauptung erwiesen ist. 

Jede u,, die mit den drei Geraden g; je einen Punkt gemein hat, ist eine 
Congruenz-u,, nnd nach Nr. 30 giebt es keine andern; es existiren dem- 
nach dreifach unendlich viele Congruenz-u,, welche durch die Formeln: 


(12) > HORA es > iE = 0 (s=1,2,3) 


definirt werden; darin bedeuten 9,, 9,, 9; Willkiirliche Parameter, und die 


Gleichungen 
Ps HOF =0, a y§, = 0 


definiren die Mannigfaltigkeit m,. 

Durch jeden Punkt P, der auf keiner Mannigfaltigkeit m, liegt, geht 
eine, durch jeden Punkt einer der Mannigfaltigkeiten m, gehen oo', durch 
jeden Punkt einer der Geraden g, zweifach unendlich viele Congruenz-p, 
hindurch. 

Sind «’ py’ die drei zweifaci: speciellen Complexe mit den singuliren 
Mannigfaltigkeiten m,, m,, m,, so geniigen alle co*® Congruenz-u, auch der 
dreigliedrigen Congruenz (a p’y’). Setzen wir: 


aa 


Q'2== | Aoie + wBiz + vie | (i, k= 1, --- 6); 
Aci, + whiz + viz, Ui, V% 

g= Uy 0 0| (i,k—1,---6); 
Y% 0 0 


° = an Vie Mies 


so haben die ternéren Formen ’, Q;, folgende Gestalt: 
Q’ =c-duy, 
Qie = On UYU HOA VA + Ty: AU. 
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Umgekehrt, haben die Q’, Q,, diese Form, so sind die Complexe a’, f’, 7’ 
zweifach speciell, und je zwei ihrer singuliren Mannigfaltigkeiten schneiden 
sich nach je einer Geraden. Eine solche Congruenz nennen wir ,,ein 
verkettetes Tripel erster Art*. Damit also drei Complexe «, 8, y ein 
solches Tripel bilden, ist nothwendig und hinreichend, dass die terniire 
cubische Form ®, die durch die Identitit: 


(13) ? = | day, + Ba + Yi | (i, k=1,---6) 
definirt ist, in drei linear unabhiangige Linearfactoren zerfalle, und dass 
in dem Schema (13) alle vierreihigen Hauptunterdeterminanten verschwinden, 
wenn man irgend zwei jener Linearfactoren Null setzt. 

VUL Q zerfallt in einen doppelt zihlenden und einen einfachen 
Linearfactor, die P;, sind theilerfremd. 

Es sei @ bezw. 6 der einfach bezw. doppelt zihlende einfach specielle 
Complex der Schaar ©, g,h seien ihre singuliiren Geraden, m die u,(g, h). 
Dann verschwinden Q,,, und Qes3 , und damit auch Q,,,—= 0 sei, muss 
h eine Complexgerade von « sein; dagegen darf g nicht dem Sensis B 
angehéren, d. h. die m ist Dales Congruenz-u, von f, also innerhalb 
6B zu einer Mannigfaltigkeit m’ conjugirt, die mit m nur die Gerade h 
gemein hat (Nr. 31). 

Nun muss jede Congruenz-u, mit h und g je einen Punkt P bezw. 
P’ gemein haben; die Lage dieser Punkte auf h bezw. g denken wir uns 
durch die Parameter 9, und g, fixirt. Die den Punkten P durch den 
Complex « zugewiesenen Ebenen TT gehen alle durch m und werden also 
durch die Gleichung: 


(14) Hz + ay, = 0 
dargestellt, wobei 
(15) ue=0, » =0 


die Definitionsgleichungen der Mannigfaltigkeit m bedeuten. Die den 
Punkten P’ innerhalb 6 zugewiesenen Ebenen gehen durch m’ und sind 
durch die Formel: 


(16) uy + em = 0 
gegeben, wobei die Gleichungen u,’=v,;'’—0 die Mannigfaltigkeit m’ 
definiren. Es sei ferner m” eine beliebige u,, die mit m nur die Gerade 9, 
also mit h keimen Punkt gemein hat; dann ist die Verbindungsebene von 
und P durch eine Gleichung der Form 
(17) ue’ + or; = 0 
dargestellt, wobei die Relationen w,”—0, v;”’—=0 die Mannigfaltigkeit 
m” definiren. Die Formeln (15), (16), (17) stellen zusammen die Ver- 
bindungslinie der Punkte P, P’ dar, und die allgemeinste u,, welche diese 








le 
di 


(1 


( 
. 


Sapa a Se, lh 


=> s&s, 8 rfp 


ee 








Systeme Pfaff’scher Gleichungen. 423 


letztere enthiilt und in der durch (14), (16) dargestellten yu, liegt, d. h. also 
die allgemeinste Congruenz-u, von © hat die Definitionsgleichungen: 


(18) Me tary =90, w+ o%' =0, 
By” + ve" + Qs Ls Hee 0, 
worin g@, einen neuen Parameter und die uw, v rationale Functionen der 
@;,, B;,, a. h. also der Gréssen «;,, bedeuten. 
Alle diese co*® Congruenz-u, erfiillen auch die dreigliedrige Congruenz 
(a B’y’), wenn fp’ und y’ die zweifach speciellen Complexe mit den singu- 
laren Mannigfaltigkeiten m und m’ bezeichnen. Setzt man 
Q'? | Actix + UBix + vyix| (i, k=1,--- 6), 
und haben die Q;, die analoge Bedeutung wie oben, so findet man, 
dass Q’ die Form c-Av* besitzt, dass die terniiren quadratischen Formen 
Q,, verméige 40, » = 0 und ebenso vermége 4 = 0, v = 0 alle ver- 
schwinden, ferner vermége vy = 0 mit 4°, und vermége 4=0O mit uy 
proportional werden, da ja die Congruenz («f’) dem Typus Ib, die Con- 
gruenz (6’y’) dem Typus Ila angehért; also haben die Q,, die Form: 


Qix = Cn + 6,47 + Tur. 
Kine dreigliedrige Complexschaar 


(19) aa (Ay 4 + Ag Bix + Ag Yin) EiMe» 


die durch lineare Transformation der 4, auf die soeben charakterisirte Form 
(«B’y’) gebracht werden kann, nennen wir ein ,,verkettetes Tripel zweiter 
Art“ 

Die oo! Ebenen (14) schneiden aus m’ ein u,-Biischel mit der Axe h 
aus, das den Punkten von h projectiv zugeordnet ist; man kann sich also 
die Configuration VIII aus VII dadurch entstanden denken, dass man g, h 
statt g,, 9, schreibt und die Gerade g, von h unendlich wenig verschieden 
annimmt, doch so, dass sie die h nicht schneidet, sondern mit ihr eine 
dreidimensionale lineare Mannigfaltigkeit m’ bestimmt. 

IX. Q ist ein vollstiindiger Cubus, die P;, sind theilerfremd. 

Es sei « ein allgemeiner, 6 der einzige einfach specielle Complex der 
Schaar ©, g dessen singulire Gerade, die wegen 2,,,— 0 dem Complex 
« angehért, endlich m diejenige durch g gehende us, die hinsichtlich « 
der Geraden g conjugirt ist. Dann ist m eine Complex-u, von B; und 
umgekehrt, sind alle genannten Bedingungen erfiillt, so gehirt die Congruenz 
(«, B) dem Tnpus IX an. Wire nimlich die Mannigfaltigkeit m keine 
Complex-u, von f, so besiisse sie eine von ihr verschiedene conjugirte 
Mannigfaltigkeit m’, und wir kiimen auf den Fall VIII zuriick. 

Durch eine ganz ihnliche Ueberlegung wie vorhin gelangt man zu 
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dem Resultat: die dreifach wnendlich vielen Congruenz-u, werden gegeben 
durch die Formeln: 


Us + 1%: = 0, 
(20) He: + or + oy =, 
We” + 0,%2" + O2% + 05%; = 9, | 
worin unter den pw, v, w,--- gewisse rationale Functionen der «;,,, und 


unter den g; willkiirliche Parameter zu verstehen sind. Dabei definiren 
die Gleichungen uw; = 0, v; = 0 die oben genannte Mannigfaltigkeit m, 
ferner stellen die Gleichungen 

wy + OM: = 0, = 0, — 0 
das u,-Biischel mit der Axe g vor, das in m liegt und dem Ebenenbiischel 
Hz + Q,¥; = O projectiv zugeordnet ist; endlich bedeutet wu.” = 0, v,” =0 
eine beliebige u,, die g nicht trifft. 

Diese dreifach unendlich vielen Congruenz-u, geniigen alle auch der 
dreigliedrigen Congruenz («By’), wo y den zweifach speciellen Complex 
mit der singuliren Mannigfaltigkeit m bedeutet. Haben die terniren 
Formen Q’, Q,, analoge Bedeutung wie oben, so hat Q’ die Gestalt ¢ - 4°, 
und die Q;, werden vermége 4 =O mit uw’ proportional, da ja die Con- 
gruenz (8, y’) augenscheinlich dem Typus I/b angehért. 

Eine dreigliedrige Congruenz (19), die durch lineare Transformation 
der Parameter A, 4,4, auf die Form (a@fy’) gebracht werden kann, nennen 
wir ein verkettetes Tripel dritter Art. 

Man erhilt die Configuration IX durch Grenziibergang aus VII, indem 
man die drei Geraden g, g,g, unendlich benachbart annimmt, doch so, dass 
keine zwei sich schneiden, und keine die uw, trifft, in der die zwei andern 
Geraden gelegen sind. 

Auch bei dieser Configuration geht, wie in den Fallen VII und VII, 
durch jeden Punkt des R,; eine und im allgemeinen nur eine Congruenz-u,. 

38. Wir betrachten schliesslich noch die Configuration: 

X. 2r=—4, n, =n, = 1 (vgl. Nr. 34). 

Alle Complexe der Congruenz (#8) sind einfach speciell, ihre oo! 
singuliren Geraden liegen in einer u,, die M heissen mége, und bilden 
eine allgemeine Regelschaar F’ vom zweiten Grad. 

Der Beweis dieser Behauptung ergiebt sich wie fiir den Fall Ill durch 
Betrachtung der Schnittfigur, die unsere Congruenz auf einem beliebigen 
R, bestimmt*). 

M ist eine Complex-u, sowohl von @ als von #, mithin eine mw, der 
Congruenz («f), also existirt nach Nr. 6 fiir das zugehérige Pfaff’sche 
System % héchstens eine Darstellung mit » — 4 Termen. 


*) ,,II“, pag. 399f. 
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Es giebt zwei Kategorien von Congruenz-u,; jede derselben enthilt 
oo® Individuen. Die uw, der einen Kategorie liegen alle in M, die der 
zweiten werden folgendermassen gefunden. 

Es sei F” die Leitschaar der Regelschaar F, und h eine Gerade 
von F”. Dann besteht zwischen den oo! Geraden h und den oo! Ebenen TT, 
die durch M gehen, eine projective Beziehung in folgendem Sinne: Jedem 
Punkte P einer Geraden h wird durch alle Complexe der Schaar © die- 
selbe Ebene TT zugewiesen, und zwar ist TT von der Lage des Punktes P 
auf der Geraden h unabhingig, da ja h alle singuliiren Geraden der oo’ 
Complexe © schneidet (Nr. 30). Umgekehrt, ist TT eine beliebige durch 
M gehende Ebene, so giebt es in der Regelschaar F’ eine und nur eine 
Gerade h der genannten Eigenschaft. Durch h gehen also zweifach un- 
endlich viele Congruenz-u,, die alle in der zugeordneten Ebene TT liegen. 

Die Regelschaar F” ist durch vier Gleichungen der Form 


(21) up=0, »=0, w? +0,0 =0 (i= 1,2) 

gegeben, wovon die beiden ersten die Mannigfaltigkeit M definiren. Das 

dazu projective Biischel der Ebenen TT kann dann in der Gestalt 

(22) Uz + 05%; = 0 

geschrieben werden, und die allgemeinste u,, welche die Gerade (21) ent- 

halt und in der Ebene (22) gelegen ist, d. h. die allgemeinste Congruenz-u, 

der zweiten Kategorie, wird durch die drei Gleichungen 

(23) ul + Q; vo + Q; V; ~_ 0, (i _ 1, 2) 
Me + 03% oo @ 

dargestellt, worin @, 9,0, die drei Parameter, und wo, ,, vy 

rationale Functionen der «;,, bedeuten. 

Durch jeden nicht auf M liegenden Punkt P geht eine und nur eine 
Congruenz-u, zweiter Art; sie verbindet P mit der in F”’ enthaltenen 
Geraden h, die der Ebene (P,M) zugewiesen ist. 

Diese co* Congruenzmannigfaltigkeiten geniigen auch der dreigliedrigen 
Congruenz (af y’), wenn unter y’ der zweifach specielle Complex mit der 
singuliren Mannigfaltigkeit M verstanden wird. Bildet man wie im 
Fall VII die terniren Formen Q’ und Q,,, so ist Q’==0, und da jede 
der beiden Congruenzen (By’) und («y’) dem Typus Ib angehért, so 
werden die @Q,, vermége 40 mit uw? und vermége w =0 mit 4? pro- 
portional, haben also die Form 

Qn = Cn + 6,u > + TAU. 
Kine dreigliedrige Congruenz (19), die durch lineare Transformation der 
4, auf diese Form gebracht werden kann, nennen wir ein verkettetes 
Tripel vierter Art. 


) . 
» V, gewisse 
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39. Jede Congruenz (af), die einem der Typen VII—X angehirt, 
ist in einem und nur einem verketteten Tripel (#8 y) enthalten; das letztere 
besteht aus dem Inbegriff aller co® Geraden, die auf den co Congruenz-u, 
von («f) gelegen sind. 

Die Coefficienten des Complexes y» miissen sich rational durch die 
«;,, B;, ausdriicken lassen; dadurch gewinnen wir fiir die co* Congruenz- 
mannigfaltigkeiten auch im Falle VII eine rationale Darstellung, wihrend 


in den Formeln (12) die Coefficienten yu”, vo von den Wurzeln der 
cubischen Gleichung 2 = 0 abhiingen. Die gesuchte rationale Dar- 
stellung wird am einfachsten durch Heranziehung des Dualititsprincips 
gefunden. 

Unter einem ,,u,-Complex“ verstehen wir den Inbegriff aller dreifach 


ausgedehnten Mannigfaltigkeiten u, — 0, v; = 0, die der Gleichung 


(24) La A;,u,0, = 0 | (A;, = — Ay) 


geniigen; wir gebrauchen fiir dieses Gebilde den Buchstaben A; haben die 
A., die in Nr. 33 angegebene Bedeutung*), so nennen wir A den zu « 
ik s 4 s ? 
ydualen Complex“. Da die Relation (24) dann so geschrieben werden 
kann: 
Gin, Uy 2%; 
(25) “,, 0, Oj=—0 
e,, 0, 0 


so ist eine uw, des dualen Complexes A durch die Eigenschaft charakterisirt, 
dass die auf ihr liegenden Geraden des Complexes « einen speciellen R,- 
Complex bilden, oder auch, dass sie eine und infolgedessen unendlich viele 
Complex-u, von « enthalte. In der That driickt ja das Verschwinden der 


Determinante (25) aus, dass die Bilinearform Be de @;,§:, sich vermoge: 


U; = 0; =U, = 0, = 0 

auf eine Bilinearform mit vier Variabelnpaaren und vom Range zwei reducire. 

Unter einer u, des dualen Complexes A verstehen wir eine mu, der 
Eigenschaft, dass alle zweifach unendlich vielen durch sie gehenden u, in 
A enthalten sind; darnach sind die u, des Complexes a mit den u, des 
dazu dualen Complexes A identisch. 

Damit nun die Mannigfaltigkeit 
(26) = 0, a 0 
eine gemeinsame wu, aller Complexe der Schaar («, 6), d. h. also eine 


*) Es wird vorausgesetzt, dass die A; nicht alle verschwinden, also « nicht 
zweifach speciell ist. 
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Congruenz-u, enthalte, ist nothwendig und hinreichend, dass die Deter- 
minante 


Uy, , as 


| Aa, + UB,» Uy % 
v, ,» & & 


identisch verschwinde, dass also die Gleichungen 


(27) be Aj,U,0, -»>'> B;,u,0, ->> C,,4;0, = 0 


bestehen (vgl. Nr. 33). 

In der That, die auf der Mannigfaltigkeit (26) liegenden Geraden 
eines beliebigen Complexes der Schaar («8) bilden einen gewdhnlichen 
R,-Complex; und alle diese R,-Complexe stellen zusammen ein lineares 
Biischel dar, das aus lauter speciellen Complexen besteht, wenn die Be- 
dingungen (27) erfiillt sind. Die Directricen dieser speciellen Complexe 
bilden dann bekanntlich ein Strahlbiischel, das in einer uw, liegt, und da 
alle auf letzterer gelegenen Geraden der Congruenz (af) geniigen, so ent- 
hilt die Mannigfaltigkeit (26), wenn die Gleichungen (27) stattfinden, in 
der That eine uw, der Congruenz («f); die Nothwendigkeit dieser Be- 
dingungen leuchtet darnach unmittelbar ein. 

Das duale Gegenstiick dieses Satzes lautet jetzt so: 

Damit die Verbindungslinie der Punkte &, y auf einer gemeinsamen uy 
der beiden zu a und B dualen Complexe A und B oder (was dasselbe besagt) 
der beiden Complexe a, B gelegen sei, ist nothwendig und himreichend, dass 


die Determinante: 
AA, + uB;,, g., Nj 
b, , 0, O 
Ny , 0, 0 


identisch Null sei, dass also die Relationen 


(28) > 2 45; =0, Pe 5 Buti = 9, a 7ixbi% = 0 


stattfinden, worin y,, aus C,, dadurch entsteht, dass man «,, durch A,, und 
B,, durch B,, ersetzt. 

Wenn die Congruenz («f) einem der Typen VII—X angehért, so 
giebt es nur fiinffach unendlich viele Geraden von der im Satze genannten 
Kigenschaft; sonach sind die drei Gleichungen (28) unabhingig und definiren 
das verkettete Tripel, in dem die Congruenz («B) enthalten ist. 

Damit also irgend drei Complexe wy ein verkettetes Tripel bilden, 
ist nothwendig und hinreichend, dass in der vierzeiligen Matrix: 





428 E. v. Wener. 


| V12» Vis» shah V6» 756 | 
| Og, Myg °° * Mag, Msg || 
| Bis» Bis>*** Bas» Boe )’ 
|| Yaa» Vis2°** Vac» Vs6 | 





worin die y;, die obige Bedeutung haben, alle vierreihigen Determinanten 
verschwinden; Voraussetzung dabei ist, dass die Congruenz («) einer der 
Kategorien VII—X angehért. 

In allen diesen vier Fallen liefern die Gleichungen (28), wenn die &§ 
laufende Coordinaten bedeuten, die durch den Punkt » gehende yw, der 
Congruenz («8), vorausgesetzt, dass y nicht eine der friiher charakteri- 
sirten besonderen Lagen hat. Um eine von drei Parametern abhingende 
Darstellung aller Congruenz-u, zu haben, kann man etwa y,—1, 7,7, =0 
setzen und »,%; 4, als willkiirliche Parameter betrachten. 

40.*) Fiir ein Pfaff’sches System % vom Typus VII hat das Dif- 
ferentialsystem D (Nr. 19) die Form: 


6 


Ou Oa; a=1,2.3 
29 OF +h Sq 2% ( ») 
( ) Ou, a5, Cu, h=1,---n—6 
6 6 i 
(s) © » = 
(30) Das iat @ =* 
1 1 


(a=1,2,3; s—1,2, 3). 
Aus (30) folgt' durch Differentiation und Subtraction: 


0x; Cu 
O 4 vy” k 
(31) > de 0. ix du, Oly 











worin gesetzt wurde: 


us? = A oo — A 0; vy) = A,v “ — A, v 


ik— 


Die Relationen (30) wollen wir in der Form 





"1 
(32) me it — Sh, 3 Fa, | (= 1,2,3; 1=1,2,3) 





*) Die Entwickelungen dieser und der vier niichsten Nummern entnehme ich 
meiner Arbeit ,,III pag. 205 ff. 
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auflésen, und die erhaltenen Ausdriicke in (31) einsetzen; dann entstehen 
neun Gleichungen der Gestalt: 


0B) Sin Sa Shae Shae 
die wir zur Abkiirzung folgendermassen schreiben: 
(33) A®, =0 (a,b 1,2,3; s=1,2,3). 
Multipliciren wir nun die Ausdriicke 
AN}, AY, Af? 


beziehungsweise mit den nachstehenden: 


. Ox, = Ox : Ox, 
() OX; (s) O%% | () 2%; 
aN aa) Nias UN aR 
1 1 1 
und addiren, so kommt: 
@) MAND ++ MQNP + MQN—=0, —— (s—=1, 2,8) 
wenn wir die als Factor auftretende Functionaldeterminante von 2,, 22, 2 


wegheben. Die linken Seiten dieser Gleichungen sind rationale Functionen 
der Gréssen: 





(s) y” (s) (s) 
Hine Vine Ur Yi > Oye Oar Q¢- 


41. Es werde fortan vorausgesetzt, dass die Gleichungen (G) identisch, 
d. h. fiir jedes beliebige Werthsystem 2, o erfiillt sind. Dann ist fir 
jedes s die Gleichung A‘) = 0 eine Folge dieser beiden: 


AY =0, aa =0; 


de 
die letzteren denken wir uns nach + st aufgelést, und fiigen diese 


sechs Relationen den Gleichungen (29), (32) bei. Es sei D’ das so ent- 
stehende Differentialsystem erster Ordnung mit den » + 3 Unbekannten 
z,@. Dieses System ist nach den Ableitungen 


Ot, 45 ee, 
Ou, ? Ou,’ 


7] 
we (s,a=1, 2,3; h=1,---n—3) 


aufgelést; es ist canonisch und passiv, d. h. jede Ableitung, die aus den 
vorstehenden durch Derivation nach u,v, u, entsteht, lisst sich vermége 
der Gleichungen, die aus D’ durch wiederholte Differentiationen nach den u 
erhalten werden, auf eine und nur eine Weise durch x, g und ihre para- 
metrischen Ableitungen darstellen. Denn die cardinalen Ableitungen des 
Differentialsystems D’ sind 
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1) die = 2 ; nun sind aber die Gleichungen (30) mit den Rela- 


tionen (10b) Nr. 36 gleichbedeutend, und diese entstehen aus (29) durch 
Differentiationen und Subtraktionen; die Gleichungen (33) ferner ergeben 
sich durch denselben Process aus (30). Daraus folgt aber sofort, dass die 
genannten cardinalen Ableitungen sich auf nur eine Weise durch die 
parametrischen Griéssen ausdriicken lassen. 


2) Die 
folgt, schliesst man aus den drei Jacobi’schen Identitiiten 


208 aas) , aaQ 
>a OUs 





a*e, 
% Du, ; dass auch fiir diese aus D’ nur je eine Darstellung 


= 0 


durch eine ihnliche oo wie in Nr. 36. 
In dem System D’ sind parametrisch eimmal die z, dann simmtliche 
Ableitungen von 2,, %,, 23, endlich alle Gréssen 


ae 
(34) e = 


aut 
darnach besitzt D’ unter den in § 4 angegebenen Regularititsbedingungen 
ein und nur ein Integralsystem x, @ von der EHigenschaft, dass die 2,, 2%, 
“, vorgeschriebene Functionen der « bedeuten, wihrend die Gréssen (34) 
vermége u, = 0, u; = 0 in vorgeschriebene Anfangswerthe iibergehen. 
Auf Grund der Relationen 


) On; 2) Ox 
yee “+9, >)9 Y= (s = 1,2,3) 


und der durch wiederholte Differentiation nach u, daraus folgenden Glei- 
chungen kann man aber statt der Anfangswerthe der Grissen (34) auch 
diejenigen der ae 

‘= out? uk 
und mithin die Functionen g,(u,), in welche die Functionen ,, --- 2, 
vermége u, = 0, u,; =O iibergehen, willkiirlich vorschreiben, also der 
IntegualmennightBbigheit: 





(k =1,2,3,---in inf), 





(b= 1,2,--), 


©; = W; (Uy Uy Us) (¢=1,---n) 
die Bedingung auferlegen, cine willkiirlich gewihlte Integralcurve des 
Pfaff’schen Systems % zu enthalten. 
Damit also durch jede Integraleurve des Pfaff’schen Systems U eine 
Integral-M, hindurchgehe, ist im Falle VII nothwendig und hinreichend, 
dass die Bedingungen G fiir jedes beliebige Werthsystem x, 9 stattfinden. 
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Kine Modification der vorstehenden Schlussweise tritt dann ein, wenn 
die Ausgangscurve einer der Gleichungen 


aH 


und infolgedessen wegen (30) auch der zugehérigen Gleichung: 


> () 2%; 
M; ou, 
gentigt; dann héren niimlich die rechten Seiten des Differentialsystems D’ 
fiir die gewihlten Anfangswerthe auf, reguliir zu sein. Man erkennt aber 
sofort, dass durch eine solche besondere Integralcurve unbegrenzt viele 
Integral-M, hindurchgehen (Nr. 44). 

42. Die Relationen G gestatten eine merkwiirdige begriffliche Deutung. 
Die erste derselben besagt niaimlich, dass die Bilinearform 


3 3 
2 SIM in 
1 1 
vermége der Gleichungen 


NE = 0, SIND 4, = 0 


verschwindet, oder was dasselbe bedeutet, dass die Bilinearform 


(35) ye bate, 3) Sel +b: 


vermége der Relationen 


(36) O = wy =o = ul + 0, =u! + 0,0 

und der dazu congruenten identisch Null ist. Da aber die Gleichungen 
(36) von 9, frei sind, so miissen die beiden Summen in (35) fiir sich 
verschwinden; indem wir also die Bezeichnungen von Nr. 37 heranziehen, 
so folgt: Jede Gerade des R,;, die auf der Mannigfaltigkeit m, liegt und 
die Mannigfaltigkeiten m,, m, d. h. also die Geraden g,, g, trifft, muss 
auch die Congruenz: 


(37) > Dl tin=9 SS 0 bn, = 0. 


befriedigen. Jede Gerade, die g, und g, schneidet, gehért aber auch der 
Congruenz (a, 8) an; mithin muss jede der Bilinearformen (37) vermége 
der Relationen 


(38) uo on a” an a ona" an 


$ $ v] v] 
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eine lineare Combination der Bilinearformen 


| » ins &: May Le Ono &: 


werden, und da die letzteren sich nach einer in Nr. 37 gemachten Be- 
merkung vermége (38) auf zwei linear unabhingige Bilinearformen in 
vier Variabelnpaaren reduciren, so folgt: 

Die drei Relationen G sagen aus, dass jedes der Pfaff’schen Systeme 
vierter Stufe: 


6 


dX 44 = D8, Aa; (h=1,---n—6), 


1 
> ude, =(Q, > dz, = 0 


den Charakter zwei besitet. 

43. Eine zweite begriffliche Deutung der Relationen G folgt aus 
der Theorie der verketteten Tripel. 

Wir schreiben im Anschluss an die Bezeichnungsweise der Nr. 40 
das ,,erweiterte System S“ des Pfaff’schen Systems M% in der Form: 


(Fr) 


3 
(S) das .4 = >*bi, de, (h=1,2,---m—8), 
1 


worin die },, Functionen der »-+ 3 unabhiingigen Variabeln x, 9 sind, 
und die b;,, b;., b;, dieselbe Bedeutung haben wie in den Gleichungen (32). 
Die linken Seiten der zu dem System S gehérigen bilinearen Covarianten 
reduciren sich auf drei linear unabhingige (Nr. 20) und haben die Gestalt: 


3 3 3 
> I Mi da, da, + >! N\ (de, dx, — d0,dz,). 
1 1 1 


Die Bedingungen G sind nun der Ausdruck dafiir, dass diese drei Bilinear- 
formen durch drei congruente Relationenpaare der Gestalt: 


3 3 
de, = >) anda; 80, = > 0.62; 
1 1 


annullirt werden kénnen. Die Matrix 

| O , 2A,MS, 2a,MQ, a,NM, a,N®, A, N® | 

24, Mg), O , 2ZA,Mg, 4,NY, aNP, asNP| 

| ZA, MY), 24,MQ, O , A,N®, A,N®, a,NQ, 
aA,NM, a,NM, ANY, OO, O 0 


? 


dy NYP), dy NY, A, N®, 0 ? 0 ? 0 
A, NY, A,NY, — As NY, 0 








0, 0 


? 
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hat die Form ¢- 434342, und die Relationen G besagen, dass vermége 
irgend zweier der Gleichungen 4, = 0, 4, = 0, 4, = 0 alle vierreihigen 
Hauptminoren dieser Matrix verschwinden. . 

Die Bedingungen G driicken also aus, dass die drei bilinearen Co- 
varianten des erweiterten Systems ein verkettetes Tripel bilden (Nr. 37); 
dieses Tripel ist von derselben Art wie dasjenige, in dem die Congruenz © 
enthalten ist. 

Andererseits kénnen wir das erweiterte System S nach Nr. 39 auch 
in der rationalen Form schreiben: 


dig. ,= 14,, 0%; (h = 1, 2,---n—6), 


SD inh dt = 0, > > Mie de, =0 (i=1,2), 


worln 4, = 1, 4, = 0, 7; =O gesetzt werden kann, und die x und die 
%.% Ne als unabhiingige Variable zu betrachten sind; die y,, werden nach 
der in Nr. 39 gegebenen Vorschrift aus den @,,, und «@,,, gebildet. Da nun 
der Charakter des ,,verketteten Tripels“ bei beliebiger Variabelntransfor- 
mation erhalten bleibt, so brauchen wir, um die Relationen G in rationaler 
Form zu erhalten, nur die Bedingungen dafiir aufzuschreiben, dass die 
drei bilinearen Covarianten des Systems (39) ein solches Tripel bilden 
(Nr. 39); doch werden die Endformeln sehr complicirt. 

44. Bestehen die Bedingungen G fiir jedes beliebige Werthsystem 
2, @, 80 bilden die bilinearen Covarianten des Pfaffschen Systems F, (Nr. 42) 
eine zweigliedrige R,-Congruenz, deren Directricen die Geraden gs, g, sind, 
wenn a, 6,c, wie im Folgenden immer, eine Permutation von 1, 2, 3 
bedeutet. 

Jede Integral-M, des Pfaff’schen Systems F, befriedigt auch das 
Pfaff’sche System “% und soll eine ,,zweidimensionale Charakteristik* des 
letzteren heissen. Es giebt drei Kategorien solcher Charakteristiken; eine 
der a’ Kategorie angehérende bezeichnen wir mit c® , 

Nach § 6 geht durch eine beliebige Integralcurve des Systems F, 
eine und nur eine c® hindurch; nur wenn jene Integralcurve ausser den 
Relationen F, noch das eine oder das andere der beiden Gleichungspaare: 


(6) (6) — 
Mae = 9, 4, = 9; Hy, = 9, |, = 9 


(39) 


befriedigt, so gehen durch sie unbegrenzt viele 0”. Eine solche Integral- 
curve nennen wir eine ,,charakteristische Curve“ des Pfaff’schen Systems 2 und 
bezeichnen sie mit oe bezw. og Jede Charakteristik Cc wird von je 
einfach unendlich vielen Curven und ebenso von einfach unendlich 
vielen Curven co” erzeugt*). 

*) Vgl. ,,I, pag. 288—290. 
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Da nun nach Nr. 37 eine beliebige uw, der Congruenz © die Mannig- 
faltigkeiten m,,.m,, m; nach je einer Geraden und die Geraden g,, 9,, 9s 
in je einem Punkte schneidet, so verificirt man leicht folgende Thatsachen: 

Jede Integral-M, des Pfaff’schen Systems UX wird erzeugt von je zweifach 
unendlich vielen charakteristischen Curven eines jeden der drei Systeme, derart, 
dass durch einen beliebigen Punkt x,,--- x, der Integral-M, je eine auf ihr 
liegende Curve C, C9, CY hindurchgeht; ferner wird jede Integral-M, 
auch erzeugt von je einfach unendlich vielen zweidimensionalen Charakte- 
ristiken, und zwar liuft von jedem Punkt der Integral-M, je eine und nur 
eine auf thr gelegene Charakteristik C®, CY), CE aus. 

Durch jede hy giebt es unbegrenzt viele Integral-M,; durch eine beliebige 
Integraleurve des Systems XU geht eine einzige Integral-M,; durch eine 
Integralceurve, die dem Pfaff’schen System F, geniigt, gehen unbegrenzt viele 
Integral-M,, welche alle die durch jene Curve gehende ce gemein haben; 
durch eine oe” gehen unbegrenzt viele und o, und unbegrenzt viele 
Integral-M,. 

Bei allen diesen Sitzen ist natiirlich das identische Bestehen der Be- 
dingungen G vorausgesetzt. Das Differentialsystem D der Nr. 40 gehért 
dann also zu jener bemerkenswerthen Kategorie partieller Differential- 
probleme, die ich in mehreren friiheren Abhandlungen*) als_,,Normal- 
systeme“ beschrieben habe. 

45. Wir wenden uns nunmehr sogleich zu der Betrachtung eines 
Pfaff’schen Systems 2% vom Typus X. Man hat hier zwei verschiedene 
Schaaren zweidimensionaler Congruenzmannigfaltigkeiten, und dement- 
sprechend auch zwei verschiedene Classen reducirter Formen mit n — 3 
Differentialelementen zu unterscheiden. Da aber die Congruenz-u, der 
ersten Schaar nach Nr. 38 in einer yw, liegen, so kann nach Nr. 7 die 
Ermittelung aller reducirten Formen der ersten Classe auf das analoge 
Problem fiir ein Pfaff’sches System vierter Stufe zuriickgefiihrt werden. 

Das erweiterte System S, das der zweiten Schaar von Congruenz- 
mannigfaltigkeiten entspricht, hat die Form: 


da 44 = >) a, dz, (hk = 1, 2,---m— 6); 


(40) , uw? + oo + 9,v,,=0 (s=1,2); 
Uae + 03 Yan = 0. 


*) Sur l'intégration des équations aux dérivées partielles simultanées“, Par. 
Comptes Rendus 123, p. 292 (1896). 

»Résumé einer Integrationstheorie héherer partieller Differentialprobleme'‘, Leipz. 
Ber. 1897, p. 329. 

»lheorie der Involutionssysteme etc.“, diese Annalen 49, p. 543. 
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Indem wir die drei bilinearen Covarianten bilden und die Differentiale 
dx,, dx;, dx%,, 0%,, Ox;, Ox, mittels (40) und der dazu congruenten Glei- 
chungen eliminiren, erhalten wir Relationen der Form: 


0 = >) SMB dz,dx, + 395 >)N? da, 


(41) | — dey >'N) dz; + 80, >'N,da, — de, >'N,92,, 


0 = SM, da,8, + 805 SIN, dx; — doy SN, 42, 


worin alle Summationen von 1 bis 3 zu erstrecken sind. Driicken wir 
aus, dass diese drei Bilinearformen durch ein System von drei congruenten 
Relationenpaaren: 


da= >) eda; 60,= > 0:82, (s=1,2,3) 


annullirt werden, so erhalten wir die neun Gleichungen: 


(42) Mix + O3%N; — @3;N, = 9; 
(43) mM’. + 05, NY” = 05, NO? + 014.N;,— 0,;N, = 9; 
(44) mM‘? + Qs, nN” — Os; Ne + 0:,N;,;— @,;N, = 9, 


worin die Indices i, der Reihe nach die Werthepaare 1,2; 2,3; 3,1 
anzunehmen haben. Multiplicirt man die erste Gleichung (43) mit N,, 
die zweite Gleichung (43) mit N,, die dritte mit N, und addirt, so ent- 
steht eine Relation, aus der sich die g,; vermége (42) eliminiren lassen; 
man findet so die erste der beiden Bedingungen: 


(45) MQNy + MN, + MQINy + Muy NG? + Myy NO + My, N&O = 0 
(s=1, 2). 


Die zweite dieser Gleichungen wird in ganz analoger Weise aus (44) ge- 
wonnen; endlich folgt noch aus (42): 


(46) My: Ns -- Mgs Ny ++ Mg, Np = 0. 


Die Relationen (45), (46) bezeichnen wir wiederum mit G; ihr identisches 
Bestehen erweist sich auch hier als die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung dafiir, dass durch jede Integralcurve des Pfaff’schen Systems 2% 
eine Integral-M, existirt, tnd die Gleichungen G driicken andererseits aus, 
dass die drei Bilinearformen (41) ein verkettetes Tripel bilden, welches 
jetzt von der vierten Art ist (Nr. 38). Durch ganz ihnliche Rechnungen 


28° 
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erhalt man in den Fallen VIII und IX die analogen Resultate, und wir 
kénnen schliesslich den Satz aussprechen: 

Damit in den Fiillen VII—X durch eine beliebige Integralcurve des 
Pfaff’schen Systems XU eine Integral-M, hindurchgehe, ist nothwendig und 
hinreichend, dass die drei bilinearen Covarianten des erweiterten Systems 
ein verkettetes Tripel bilden. 

Das letztere ist dann jedesmal von derselben Art wie dasjenige, dem 
die Congruenz © angehért. 

Zur Aufstellung der Bedingungsgleichungen selbst kann man sich in 
allen vier Fiillen auch der am Schlusse von Nr. 43 skizzirten Methode 
bedienen. 

46. Sind die Relationen G fiir beliebige x, @ erfiillt, so giebt es 
nach dem Vorigen und nach § 4 stets unbegrenzt viele reducirte Formen 
mit »—3 Termen, deren Ermittelung auf die Integration des Differential- 
systems D (oder D) hinauskommt. Bestehen dagegen die Gleichungen G 
nicht alle identisch, so wird die Aufgabe, das Pfaff’sche System % auf 
n—3 Differentialelemente zu reduciren, nach § 5 entweder direct als 
unméglich erkannt, oder auf das analoge Problem fiir ein Pfaff’sches 
System fiinfter oder niedrigerer Stufe zuriickgefiihrt. 


§ 8. 
Pfaff’sche Systeme sechster Stufe beliebigen Charakters. 


47. Das vorgelegte Pfaff’sche System % sechster Stufe besitze einen 
Charakter K>3. Schreiben wir dann «;x, Bx,--- &x bezw. statt a41,--+ @iex, 
so miissen wir, um die Méglichkeit einer reducirten Form mit n — 4 
Termen zu discutiren, zunichst die Gesammtheit der dreifach ausgedehnten 
linearen Mannigfaltigkeiten bestimmen, die der K-gliedrigen Congruenz 
© (a, B,---«) geniigen. Natiirlich muss der Rang 2r der Matrix: 


|| Ay ein + Ag Bin ++ + Ax eal (,k=1,---6), 
falls die genannte Reduction méglich sein soll, kleiner als sechs sein. Da 
wir den Fall 2r = 2 in § 3 erledigt haben, so kénnen wir uns auf die 
Annahme 27 = 4 beschranken, und diirfen dann jeden der K Complexe 
«,--+-é als einfach speciell voraussetzen. 

Soll © mehr als eine Congruenz-u, besitzen, so muss die zweigliedrige 
Congruenz («f) einem der Typen II oder IV des vorigen Paragraphen 
angehéren. 

Ist («8) eine Congruenz vom Typus IV, und haben M und a die 
in Nr. 34 angegebene Bedeutung, so giebt es einfach unendlich viele 
Mannigfaltigkeiten u,, die der Congruenz («f) gentigen; sie liegen alle in 
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der Ebene M und enthalten die Mannigfaltigkeit z. Damit alle diese u, 
auch die Complexe y,---¢ erfiillen, ist nothwendig und hinreichend, dass 
die singuliren Geraden der letzteren auf a liegen, und dass hinsichtlich 
eines jeden dieser Complexe den Punkten von a die Ebene M zugewiesen 
sei (Nr. 30). Diese Bedingungen lassen sich leicht in rationale Gleichungen 
fiir die «;,, umsetzen; sind sie erfiillt, so kommt das Problem der Re- 
duction auf x —4 Terme nach Nr. 7 auf das analoge Problem fiir ein 
Pfaff’sches System fiinfter Stufe hinaus. 

Enthialt © keine zweigliedrige Congruenz vom Typus IV, so miissen 
alle in © vorkommenden zweigliedrigen Congruenzen dem Typus II an- 
gehéren, falls © mehr als eine Congruenz-u, besitzen soll. Die Congruenz 
© besitzt dann eine singuliire Gerade g, d. h. das Pfaff’sche System 
gestattet zwei unabhingige infinitesimale Transformationen, lisst sich also 
nach Nr. 8 auf ein System %’ mit nur » — 2 Verinderlichen reduciren. 
Da ferner alle Congruenz-u, durch g gehen, so kann unser Reductions- 
problem darauf zuriickgefiihrt werden, das System %’, dessen Charakter K 
und dessen Stufe vier ist, auf eine Form mit » — 4 Termen zu bringen, 
ein Problem, das ich in der Arbeit ,,I“ ausfiihrlich behandelt habe. 

In allen iibrigen Fiillen, in denen der Rang des Pfaff’schen Systems 
& gleich 4 ist, kann héchstens eine Congruenz-u,, also auch héchstens 
eine n — 4-gliedrige reducirte Form existiren, die dann nach Nr. 6 ge- 
funden wird. 

48. Wir untersuchen nunmehr, in welchen Fallen das System & eine 
reducirte Form mit »— 3 Differentialelementen besitzt. Nach Nr. 24 
kémnen wir uns bei dieser ‘Discussion auf diejenigen Fiille beschriinken, 
in denen die Congruenz © mindestens dreifach unendlich viele Congruenz-u, 
besitzt, da andernfalls unsere Aufgabe stets auf Probleme kleinerer Stufen- 
zahl zuriickfiihrbar ist. 

Ferner wollen wir von vornherein alle Fille ausscheiden, auf welche 
die Siitze der Nr. 7 und 8 anwendbar sind, in denen also die zwei- 
dimensionalen Congruenzmannigfaltigkeiten entweder alle einen singuliren 
Punkt der Congruenz © enthalten, oder in einer Ebene bezw. einer u, 
liegen, oder endlich’ in mehrere Schaaren dieser beiden Arten zerfallen. 

Der Fall, dass © eine zweigliedrige Congruenz («f) von einem der 
beiden Typen III oder IV enthilt, bleibt demnach von vornherein ausser 
Betracht; denn unter dieser Annahme liegen nach Nr. 34 alle Congruenz-p, 
theils in einer u, oder w,, theils gehen sie durch einen Punkt P. Sollen 
aber durch einen Punkt P mindestens dreifach unendlich viele Con- 
gruenz-u, gehen, so erfiillen sie entweder eine u,, oder sie durchziehen 
den ganzen F,, und in diesem Falle ist P nothwendig ein singulirer 
Punkt der Congruenz ©. 
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Enthilt die Congruenz © eine zweigliedrige Congruenz («f) von einem 
der Typen VII—X, so kann sie offenbar nur dann dreifach unendlich 
viele Congruenz-u, enthalten, wenn K = 3 ist und («fy) ein verkettetes 
Tripel darstellt. Auf ein solches Pfaff’sches System bleiben die Ent- 
wickelungen des vorigen Paragraphen ohne jede Modification anwendbar; 
denn das erweiterte System S und das Differentialsystem D haben in den 
genannten Fallen genau dieselbe Form, wie in dem jeweils entsprechenden 
Fall K = 2. 

Ist 2x = 4, und haben alle Complexe von © ihre singuliire Gerade g 
mit einander gemein, so existiren stets dreifach unendlich viele Congruenz- 
Uy, nimlich alle diejenigen u,, die durch g gehen, und dementsprechend 
besitzt & unbegrenzt viele reducirte Formen mit » — 3 Termen, die alle 
erhalten werden, indem man das System YL’ (Nr. 47) auf x — 3 Differen- 
tialelemente reducirt, was auf eine triviale Aufgabe fiihrt (Nr. 1, Anm.). 

49. Wenn wir alle in Nr. 48 besprochenen Méglichkeiten ausschliessen, 
so zeigt eine etwas weitliiufige, aber unschwierige Discussion, dass nur 
noch zwei Faille existiren, in denen eine mehr als zweigliedrige Congruenz 
© dreifach unendlich viele Congruenz-u, besitzt; diese beiden Fille sind 
folgendermassen charakterisirt: 

a) Es ist K—3, die Congruenz © enthilt eine zweigliedrige, aus 
zweifach speciellen Complexen bestehende Congruenz, und ausserdem nur 
allgemeine Complexe. Die zweidimensionale lineare Mannigfaltigkeit 2, 
die den singuliiren Mannigfaltigkeiten der co! zweifach speciellen Complexe 
gemeinsam ist (Nr. 10), ist eine Complex-u, jedes in © enthaltenen 
allgemeinen Complexes. 

b) Es ist K—4, die Congruenz © enthiilt eine dreigliedrige, aus 
lauter zweifach speciellen Complexen bestehende Congruenz mit einer zwei- 
dimensionalen singuliren Mannigfaltigkeit z, und ausserdem nur allgemeine 
Complexe, die alle die Mannigfaltigkeit 2 zur Complex-u, haben. 

Versteht man unter Q die terniire bezw. quaterniire cubische Form, 
deren Quadrat gleich der 6-reihigen Determinante: 


|Ay On + Ag Biz + Ag 7, | beaw. |Aya,, +--+ + 4,4;,| 


ist, und sind Q,, die ternairen bezw. quaterniiren quadratischen Formen, 
deren Quadrate mit den Hauptminoren 4. 0. dieser Matrices iibereinstimmen, 
so ist in beiden Fallen Q gleich dem Cubus eines Linearfactors, der auch 
in allen Q;, einfach zaihlend aufgeht; doch treten noch weitere Bedingungen 
hinzu, die sich nach dem Gesagten leicht durch rationale Gleichungen 
zwischen den @;,,---0;, ausdriicken lassen. 

Bedeutet « einen allgemeinen Complex der Congruenz ©, so ist in 
beiden Fallen jede u, des Complexes «, die die Mannigfaltigkeit 2 nach 
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einer Geraden schneidet, eine Congruenz-u,, und man erhiilt alle uw, dieser 
Kigenschaft, indem man zu einer beliebigen auf a liegenden Geraden g 
die ihr hinsichtlich @ conjugirte u, bestimmt (Nr. 29) und alle in dieser 
u, liegenden, durch g gehenden Mannigfaltigkeiten uw, in’s Auge fasst. Die 
genannte u, enthalt z, und da die Mannigfaltigkeiten u,, die durch a gehen, 
den oo*® auf a liegenden Geraden durch den Complex « projectiv zu- 
geordnet werden (vgl. den Schluss der Nr. 29), so geht durch jeden nicht 
auf x liegenden Punkt P eine und nur eine w, der Congruenz ©, die- 
jenige niimlich, welche P mit der Geraden g verbindet, die der Mannig- 
faltigkeit u,(P, 2) zugeordnet ist. 
Darnach hat das erweiterte System S in beiden Fallen die Form: 


6 
dig, = 10,42, (h=1,---n—6); 
1 


Max + 0, Vax = 9, Maz + 0: Vax = 9; 
Maz + Q, Var + Qo Vaz + Q3¥az =O, 


worin die u,, v; etc. rationale Functionen der @;,, B;,,--+ d. h. also der 
Gréssen «;,, bedeuten, und die oben definirte Mannigfaltigkeit x durch 
die Gleichungen: 
uw: =0, » = 0, uw; =0 

dargestellt wird. Durch eine Rechnung, die der in Nr. 45 durchgefiihrten 
ganz analog ist, erhilt man dann wieder drei Bedingungsgleichungen G 
zwischen den @;, den w,, v;,--- und deren Ableitungen nach den z, und 
diese Relationen driicken aus, dass die drei bilinearen Covarianten des 
Pfaff’schen Systems S eine dreigliedrige Congruenz vom Typus a) bilden; 
bestehen sie fiir jedes beliebige Werthsystem x, 9, dann und nur dann geht 
durch jede Integralcurve C des Pfaff’schen Systems U eine Integral-M, 
hindurch, und zwar nur eine einzige, wenn die Curve C die Pfaff’schen 
Gleichungen: 

Maz = 0, Vax = 90, bar = 0 
nicht befriedigt. 

Alle zweidimensionalen Integralmannigfaltigkeiten, welche die Curve C 
enthalten, liegen auf der im Satze genannten Integral-M,; wir kénnen 
daher auch sagen, dass in dem vorliegenden Falle durch jede beliebige 
Integral-M, eine Integral-M, hindurchgeht. Es ist leicht zu sehen, dass 
im Falle K>3 diese Eigenschaft sonst nur noch den Pfaff’schen Systemen 
zukommt, deren Congruenz © ein verkettetes Tripel bildet und iiberdies 
den Bedingungen G identisch geniigt, sowie denjenigen, die mindestens 
eine infinitesimale Transformation gestatten. 
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Sind im Falle a) oder b) die Bedingungsgleichungen G nicht fiir 
jedes beliebige Werthsystem x, @ befriedigt, so ergiebt sich die weitere 
Discussion aus Nr. 46. 

Durch die Entwickelungen dieses und der beiden vorhergehenden Para- 
graphen wird fiir Pfaff’sche Systeme sechster Stufe das in § 1 formulirte 
Problem in jedem einzelnen Fall entweder direct erledigt oder auf Probleme 
kleinerer Stufenzahl zuriickgefiihrt. 


Miinchen, den 20. November 1900. 
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H. v. Kocu. Ueber die Riemann’sche Primzahlfunction. 


Ueber die Riemann’sche Primzahlfunction *). 
Von 
Heese von Kocu in Stockholm (Djursholm). 


Wir bezeichnen mit F(x) die Anzahl aller Primzahlen, welche kleiner 
sind als eine gegebene positive Zahl x und setzen mit Riemann 


f() = Fe) + | Fe!) + 5 Fel) + --. 


Die Riemann’sche Primzahlformel, die bekanntlich durch die Arbeiten 
der Herren Hadamard und von Mangoldt streng bewiesen worden ist, 
stellt diese Function durch eine convergente Reihe dar; diese Reihe ist 
aber weder absolut noch gleichméissig convergent. Von diesen Nachtheilen 
kann man sagen, dass der zweite in der Natur der Sache liegt und ihm nicht 
abgeholfen werden kann, solange man einen Ausdruck fordert, der exact 
die Function darstellen soll**). Man kann sich aber fragen ob es nicht 
méglich sei, f(x) als die Summe zweier Functionen f,(x) und f,(x) aus- 
zudriicken, von dem die erste durch eine absolut und gleichmissig con- 
vergente Reihe darstellbar sei, die zweite aber eine solche discontinuirliche 
Function bedeute, die fiir alle x kleiner bleibt als eine constante Grésse. 

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist eine solche Darstellung zu 
geben. Die Formel, die wir ableiten werden, ist in gewisser Hinsicht der 
Riemann’schen Formel analog, hat aber nicht nur den Vorzug, die Differenz 
zwischen f(x) und: den Integrallogarithmus Li(«) mit geniigender An- 
naiherung durch eine absolut und in jedem endlichen Intervalle gleichmissig 
convergente Reihe auszudriicken, sondern kann auch dazu benutzt werden, 
einen Satz iiber die Gréssenordnung der Differenz f(x) — Li(x) zu be- 
weisen. 


*) Arbeit, vorgetragen bei dem internationalen Mathematikercongress zu Paris 
1900. 

**) Da namlich f(x) discontinuirlich ist, so kann diese Function nicht durch 
eine gleichmiissig convergente Reihe dargestellt werden. 
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Dieser Satz, den ich schon in einer friiheren Arbeit bewiesen habe*), 
kann so ausgesprochen werden: 
Wenn der Satz von Riemann**) iiber die Nullstellen der durch die Reihe 


(s)—1+5+5+-° 


definirten Function €(s) richtig ist, so kann die Differenz f(a) — Li(x) 
von nicht hiherer Ordnung als Vx - log x sein. 


I. 
Neue Darstellung der Function /(<). 


1. Es sei r eine willkiirliche reelle Variabele und man setze 


Q) ¢@an= Ds log p + nae log p + Dt aes logp+--:, 


p<x p<x p <x 
wo die erste Summe iiber alle Primzahlen <x zu erstrecken ist, die zweite 
iiber alle Primzahlen < at, die dritte tiber alle Primzahlen <a, u. 8S. W. 
Zwischen die so eingefiihrte Function y(#,r) und die Riemann’sche 
Function f(x) hat man, wie unmittelbar ersichtlich ist, die Relation 


(2) f(x) = fv, r)dr. 


Um fiir f(x) eine Darstellung zu erhalten, beginnen wir mit einem 
Studium dieser Function y(z, r). 
Die Euler’sche Formel 


f(s 
(3) D> vt logy + Sy log p + = — 58 


wo die Summen iiber alle Primzahlen zu erstrecken sind, gilt bekanntlich, 
solange der reelle Bestandtheil von s grésser als 1 ist. 

In dieser Gleichung ersetze man s durch r + vs, unter s eine reelle 
positive Zahl, unter » eine positive ganze Zahl verstanden; man multi- 
plicire beide Glieder mit 

= 
(-— 1)” ars 
le 

*) Sur la distribution des nombres premiers. Acta mathematica, t. 24. 

*) Diesen Satz, welcher aussagt, dass der reelle Theil jeder imaginiiren Wurzel 





der Function £(s) gleich = ist, ist es noch nicht gelungen, streng zu beweisen. In 


einer neuerdings erschienenen Arbeit (Acta mathematica, t. 22, p. 359) versichert Herr 
Jensen, einen strengen Beweis gefunden zu haben. Dieser Beweis ist aber noch nicht 
verdffentlicht worden. 
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und summire alle Gleichungen welche man erhilt, indem v die Reihe der 
Zahlen 
1, 2, 3, eae 
durchlauft. 
Es kommt 


1 


5 . —1)"~ 1S p—Ar—vis 
(4) > PP a? p-*—** log p = W(x, 1, 8), 


wo ¥(x,r,s) durch die Gleichung 


bad =" v-1 Yt, 
(5) W(x, 7,8) = ~_ Ee” ar vtee 
v=1 


definirt ist; die Summe >? ist tiber alle Primzahlen, die Summe >? tiber 
alle ganze positive Zahlen zu erstrecken. 

Da, wie man leicht findet*), die dreifache Summe in (4) fir r-++-s>1 
absolut convergirt, so ist man berechtigt, zuerst nach v, und dann nach 
p und 4 zu summiren. 

Bemerkt man dass 


= v-1 
aoe gw’? p-ar—vis = pore 
v 


v=1 


ist, so nimmt (4) die folgende Form an 
© SSr vg) —¥e,5.0 


Die Reihe links ist aber, wie man ohne Schwierigkeit beweist (Vgl. 
loc. cit. p. 162) fiir alle reellen Werthe von s, welche grdésser sind als 
1+ h—r (unter h eine beliebige positive Zahl verstanden) gleichmiissig 
convergent. 

Um den Werth dieser Reihe fiir s = co zu erhalten, hat man also 
nur s = oo in jedem Glied zu setzen. 

Es ist aber 
(7) / lim (1—e- #7) = {0 
je nachdem x2> p* oder x < p* ist; der Fall x = p’ ist ausgeschlossen, 
wenn, wie wir im folgenden der Einfachheit halber annehmen wollen, die 
gegebene Zahl x nicht einer ganzen Zahl gleich ist. 

Der Grenzwerth fiir soo der linken Seite der Gl. (6) ist also, 
wie unmittelbar einleuchtet, nichts anderes als die oben definirte Function 
v(x,r), und man erhalt die Formel 


*) Siehe die oben cit. Arbeit (Acta math., t. 24, p. 161). 
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(8) v(x, r) = lim ¥(a, ’; 8), 


unter Y(x, r,s) die oben Gl. (5) definirte Reihe verstanden. 
Fiihrt man diesen Ausdruck in die Formel (2) ein, so kommt 


(9) f(2) = lim V(x, r, s)dr. 


Fiir das folgende ist es wesentlich zu bemerken, dass man, um eine 
hinreichende Approximation zu erhalten, nicht bis an die Grenze (soo) 
gehen muss. Wir werden in der That finden, dass der Ausdruck 


(10) [ve r, s)dr 


schon fiir 
s > 2a log x 


einen Werth annimmt, welcher sich von f(x) nur durch eine Grésse unter- 
scheidet, die kleiner bleibt als eine feste, angebbare Zahl. 

Um dies zu beweisen schreiben wir die linke Seite der Gl. (6) in 
der Form: 


>? Dip log p(1—e*™) = ¥ (a, 7) — 4 + 


wo zur Abkiirzung gesetzt ist 


1 -2°" log p-e-*”", 
p*<2z 


"a dia log p(1—e-*"?"“*) 
prz 


die Summe y, erstreckt sich iiber alle Primzahlpotenzen <2, 1, iiber 
alle Primzahlpotenzen > x. 

Ohne die Allgemeinheit des Problems einzuschrinken, kénnen und 
wollen wir annehmen, es sei « von der Form 


1 


unter eine positive ganze Zahl verstanden. 
Ist p* <x, so hat man also nothwendig 


1 
a ° 
psz—s; 


rere e(s (3) 


daraus folgt 








I 


] 
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und also 


1\3 
(11) ai 5) en, 


Ist aber p* >a so muss nothwendig 


Poets 
sein; da aber fiir p* > a 


too Ey 


ist, so erhalt man fiir y, die folgende Ungleichung: 


id 
log » 
Ny <x > or 
1 


vr=rt+ ry 





Die Summe rechts ist aber, wie man sich durch Betrachtung des 


Integrals 
log x dx 
fom 
z+ 
leicht iiberzeugt, kleiner als: 
1 1 
log (2 o 3) 1 2+ : (2 + 3) log (2+ 5) 





GH PP GET GH) or—9 
Dieser Ausdruck ist, sobald 


s+r—1>2+ : 
angenommen wird, kleiner als 


3 log (e+ 5) 


(e+3)"" 
Fiir 7, ergiebt sich also die Ungleichung 
: sd 1 1 
(12) ts <3 (—> log (2 ++ 5) a 
z+ r (2 + +) 


Aus der Gl. (6), welche wir auch folgendermassen schreiben kénnen: 


. ¥ ¥(a,s,r) = o9(@,r)—m + % 
ergiebt sich aber 


[¥@, s,r)dr = f(a) —fr dr + | dr. 
“0 0 0 
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Setzt man diese Gleichung in Verbindung mit den Ungleichheiten 








welche sich nach den Formeln (11, 12) ergeben, so findet man, dass f(z) 
unter der folgenden Form geschrieben werden kann 


(13) fla) =| ¥(w, 8, r)dr + e(@, 9), 


wo «(z,s) eine Function bedeutet, die der Ungleichung 


—- 


(14) le(z, oi<( : )ro+9 (0) 





geniigt (sobald nur s + r—1>2-+4 > ist). 
Da aber 


so sieht man dass fiir 
z>1, s>2zlogaz 


die folgende Ungleichung besteht: 
(15) le(@, 8)|<1+-) 
x 


Nimmt man noch « > 27, so wird die Function ¢(z, s) sicher, dem 
absoluten Betrag nach, kleiner als 2. 

Dieses Resultat sprechen wir so aus: 

Setzt man in dem Ausdruck: 


(16) [ve s,r)dr 
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fiir s einen Werth s, ein, der die Ungleichheit 
Sy > 22 log x 


hefriedigt, so wird der Unterschied zwischen diesem Ausdruck und der 


Riemann’schen Function f(a) kleiner als 2, vorausgesetet, dass x >Y27 ist. 
Wiinscht man, dass die Differenz «(x,s) zwischen f(x) und (16) mit 
wachsendem x unendlich klein werde, so braucht man nur 


sox 
za nehmen, wie aus der Ungleichung (14) ersichtlich ist. 
2. Um die gefundenen Ausdriicke umzuformen, werden wir uns von 


der bekannten Darstellung der Function me durch eine Partialbruch-Reihe 


bedienen, die sich aus dem Hadamard’schen Fundamentalsatze unmittelbar 
ergiebt. ‘ 

Ist 9 =a -+ if eine beliebige imaginire Wurzel der Function §(s) 
und bezeichnet man durch 9, = «a — if die zu @ conjugirte Wurzel, so 
kann die fragliche Formel so geschrieben werden: 


g'(s)_ 1 1 1/1 1 
(17) ge na et+e*— ait Zhe 
n=1 


1 1 
+ > = + =~) , 
wo C die Euler’sche Constante bedeutet und wo die Summation > iiber 


alle diejenigen imaginéren Wurzeln der Function §(s) zu nehmen ist, 
deren imaginirer Bestandtheil 6 > 0 ist. 





Setzt man die sich hieraus fiir die Function fetes ergebenden Aus- 
driicke in die Formel (5) ein, so erhilt man ¥(z,s,r) ausgedriickt durch 
eine unendliche Doppelreihe. 

Man findet ohne Schwierigkeit*) dass diese Reihe absolut convergent 
ist, dass man also dazu berechtigt ist, zuerst nach den Summationsbuch- 
staben v und dann nach » und @ zu summiren. 

Fiihren wir, ‘wie in der oben angefiihrten Arbeit, die durch die 
Gleichung 


ce 2 (an 
(14) P(a, s, «) => rae gr - a ot 





v=1 


definirte Function ein, so ergiebt sich hiernach fiir ¥(x,s,7) die folgende 
Darstellung: 


*) Vgl. loc. cit. § 4. 
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(19) W(x, s,7) =— (5 C+ Fla) (1—e-*) + P@,s,r—1) 
= > [ Pe, s, r+2n) — (1 —e*)| 


— Ae[P(z, s,r—e) + P(z,s, r— Q))]. 


Es ist aber leicht, die Function P(x, s,«) durch ein definites 
Integral auszudriicken*). Man erhiilt 


(20) P(e, 8,0) —a-* fye-1(1—e) dy. 


Durch partielle Integration ergeben sich hieraus die Formeln 


% ain x ' 
BI) Pls) — Eee) — 5 fogrerertay, 
0 





1 “s sate 
(22) P(a,s, a) = —(1—e ’~— Bt5 ' 
— EES we [yt tay, 
0 
. — ll sate ™ s?a** e~ * 
(23) P(@,s, a) = > (1—e-*“’) — aa) a@+a)@s+a) 


s° — a : a+ 33s—1,-—y* 
— aaraearaT fetter ay, 
die wir soeben benutzen werden. , 

Fiir die Function P(x,s,r—1) benutzen wir die Formel (21), fiir 
die anderen in der Formel (19) auftretenden P(x, s,«) bedienen wir uns 
der Formel (23). 

Benutzt man die Gleichung (17) so ergiebt sich hieraus: 


, — - 
(24) V(a, s, r= — FO er) — 2 fay tyte tay 
0 
+A+B+C+4+D, 


wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 


‘ ere 2 : 
(25) A=sate Pca (epr+2n) + Baars ' 


*) loc. cit. pag. 169. 














(2 
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1 





(26) Bm saves} @-FBn) +r 2m) Geter tan) 
n=1 





1 
+ D=0 (s+r—e) a 4 


y r+2n 
(27) o- > Seon ED snual *) 


n=1 % 





y-teVdy, 





== * y ‘ie s-1p-v Jy. 
@8) | ee yer ® dy; 


in diesen Ausdriicken ist die Summation > iiber alle imaginéren Wurzeln 


o der Function £(s) zu nehmen. 
Bemerkt man aber, dass die Function 1— e~™ unter der Form 


1—e-* = | sy’ te" dy 
0 


geschrieben werden kann, so erhilt ¥(x,s,r) die Form: 





(29) V(a,s,r)=J+A+4+B4+C+4+D, 
indem 
a\i-" r 
(30) t= {(2) —— me sy'te-¥ dy 
0 


gesetzt ist. Also wird das Integral 
(31) J ¥@, s, r)dr 
NY) 


durch eine Summe von fiinf Integralen ausgedriickt, die wir jetzt etwas 
niher studiren miissen. 


3. Wir begintien mit dem Integral f Jdr. Da 
6 
C) z oo iti 
farm fay-oy-rer f\(5)" 5 — EB) 
) 0 


und das Integral 
(aor sw) 
[a —tele 
0 
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bekanntlich*) nichts anderes ist als 


Li(z) — log 2, 
wo 


(32) Li(z) = tim | fd +f log a 


l+e 


den Integrallogarithmus bezeichnet, so hat man also 


Jdr =| {Li(*) —log 2} sy-te-vd 
f i: i(<) log \s é y 
oder, was dasselbe ist: 


(33) [sar frs(s) ) sy ie * dy — (1—e-*) log 2. 


Um einen Niherungswerth (fiir grosse s) zu erhalten, theilen wir 


das rechts vorkommende Integral in drei Theile: 


x 1-—h 1+h x 
°° 7. 

e 

0 0 1-h 1+h 


wo h eine positive Zahl < 1, iiber die wir spiter verfiigen werden, bedeutet. 


Da 
- {x x 
| Lilt) <F 
ist, so hat man: 
1—h 1—h 1-h 

Js nf sy-tetay < 2 f sy-*ay, 

0 0 , 0 
also 

1-—h 


Ebenso erhalt man 


fe afer “etre. 


1+h 1+h 


also um so mehr 
z 


< awe~ (+n < 


1+h 


x 


+h 





*) Siehe z. B. de la Vallée Poussin, Sur la fonction £(s) de Riemann, etc. 


p. 60. 








Ww 


SE 
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ith 
Fiir das Integral | hat man, nach dem ersten Mittelwerthsatze, 
1-A 


1+h 


(fri(2) syt-te-Y dy = Li(€) (e- 0-4" —e- +4"), 


und — 


; = i ith bedeutet. Da aber 


wo & eine Zahl zwischen 








a ,  palg 1 
\Li@)—Li(a)| =| fe) = ee le—al, 


> 


wo & eime Zahl zwischen & und ~ ist, so ergiebt sich hieraus, dass man 


setzen kann 
1+h 


fui (5) sy’te-" dy = Li(z) + a, 
1—h 


wo @ der folgenden Ungleichung geniigt 


h 
ei th 


Combinirt man die so erhaltenen Ungleichungen, so kommt 








(84) fe (=) sy'-te-Y dy = Li(x) + 4, 

wo 

35 ee EP ng]. 
( ) Wal <e lsat ») + aay T ee 


Verfiigt man jetzt derart iiber die kleine Zahl h dass man setzt 


1 
1+h=s*!, 
so findet man nach einer kleinen Rechnung, dass der in (35) vorkommende 
Klammerausdruck kleiner wird als 


K M logs 
s + sloga? 


wo K und M positive Constanten bedeuten, dass also 


K M log s 
86) nl <2(y + stops) 


297 
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gesetzt werden kann. Also ist (nach Formel (33)) 


(37) | [rar — (Li(e) — log 2)| <a(*= + Meee) + “log 2. 
0 


Hieraus ergiebt sich unmittelbar das folgende Resultat: 


Fiir s =o niahert sich das Integral / Jdr der Grenze Li(x)— log 2 
0 


und fiir 
$s > 22 log x 
ist 
| . N 
| [Far — ie — 10g 2| <a 
0 
wo N eine Constante bedeutet. 
4. Wir betrachten jetzt das Integra! 


faar, 


0 


wo A die durch die Gl. (25) definirte Grisse bedeutet. Da 





1 a a 1 
(7+2n) (@+rf+2n) s tt. 77 rs ? 


1 cee as ae ) 
(r—e)(6+r—e) 8 \w—e 8+r—e/’ 
so findet man durch Anwendung der Formel (17), dass A unter die 
folgende Form gebracht werden kann: 


— pe wfFM. 1 _ 1 6+") 1 
dm eet + 5=3 — + Gets + ra2=7))- 





also 
A=we-*. d __@—1) kr) 


dr °8 @Fr—1)t@Fr) 
Da bekanntlich 
log [— £(0)] = — log 2 
ist, so erhalt man also die Gleichung 
(38) fa dr = x'e~™ log 2 + log [(s—1) €(s)], 
0 


welche lehrt, dass das Integral f Adr fiir s =o sich der Grenze Null 
0 


nahert und dass, sobald nur s > 2x log x angenommen wird, dies Integral 
der Ungleichung geniigt 
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(39) fsar<* ae, 
0 . 
wo K eine Constante bezeichnet. 
Das Integral f Bdr kann in ganz thnlicher Weise berechnet werden. 
0 


Als Resultat, ergiebt sich 


[Bar an x'e-# ly log 2 + log (s—1) &(s) — = log (2s —1) 6(2s)} 


und man sieht also, dass auch dies Integral fiir s = co unendlich klein 
wird und dass 


(40) [Barc Eaves, 
0 


sobald s > 22 log x angenommen wird. 
5. Wir wenden uns jetzt zum Integral 


{ car, 
0 


wo C der durch (27) definirte Ausdruck bedeutet. Setzt man zur Abkiirzung 


— ee — lets A | 
[% % 57 *] = Gen @tr+an) werreen (2) yte’, 


so hat man also 
[car -{ >/ [x, y, 8,7, n]dydr. 
° 0 


n=10 


Da aber im Integrationsintervalle stets y <x ist und da der im Aus- 
druck [2, y, s,7,] vorkommende Nenner vom dritten Grade in Bezug auf 


r ist, so sieht man unmittelbar, dass die drei Operationen | , D1 und | 
0 n=1 0 


vertauschbar sind, dass man also dazu berechtigt ist, das Integral f Cdr 
0 


in der folgenden Form zu schreiben: 


(41) fear =fay-> fie, y, 8, 7, n\ dr. 
0 v0 n=1 % 
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Um diesen Ausdruck zu berechnen fiihren wir eine positive Zahl 
h <1 ei und setzen 





r 1-h 1+h 2 
a ee 
0 0 T-h T+s 
Da 
s s 1 
(r+2n) (s+ r+2n) (2s+r+2n) < 2 r+2n’? 


und da das Integral 
if y\"t?") dr 
(2) r+2n 
0 


i Qn silts 


? at 
t?"* logt 
s 
y 


durch die Substitution 


in 


iibergeht, so findet man 


1—h 


(43) f dy > f [z, y, 8,7, n]dr 
a=1 % 


0 


— a 
1 “ (°° dt 
<— | sy**-'e-" dy 2 f a 
2 y y . "+ loge 
0 


a=1 x 
y 
—" 1 
ae: 33-—1,-y'* ___ at —_ 
=a Joye te* dy | Gx tiogs 
0 2 
y 
1-—A 
1 K 33—1 
<F loge) YY 
0 
K \3s 
<gloge 1—A)™, 


wo K eine Constante bedeutet. 
Um eine obere Grenze fiir das in (42) vorkommende Integral | zu 
i+h 
erhalten, bemerken wir, dass man hat , 


[z, Y; S, ’, n| < ste ad 


s? 


und 








(4 


is 
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&’ 
dr ae 1 
Fan — F wr 
also 
fu-> [le.y,s,nn]ar 
T+h n=1 9 
<$ 25 fay te ¥ dy. 
Sta 
Da aber 
(44) [ sy*te-4 dy = 201 #— te") — ate 
0 
ist und also 


x 


fsyter tay <2 (OH + (1p der Oem) 4 (Lp year 
<14(1+A)-4 


1+h 


so bekommt man 


(45) fay> fess r, dr < Ko, 


‘i+n n=1 


unter K eine Constante verstanden. 
L+h 
Um endlich das Integral f zu berechnen, bemerken wir, dass 
1-h 
s? J. ee 2 1 
(r+2n)(st+r+2n) Q@st+r+2n) 2 (r3. ~ g-+r+an + Qs+r+ za) 
und dass folglich das fragliche Integral in die Form gebracht werden kann: 





1 1 
— B + 2 ?; 
wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 
" 1+h a 
en faprte ” > {2 aw 
1+h “ es 
—_ om -— y 4 . dr : 
B -f tet. {@ ote+ ta? 
1-h n=1 0 


1+h 
r 


© r+2n lr 
a 8s-1,-y'. ¥) ae 
—f sy Yi yf 2s+r+2n 
1-h n=1 0 
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Da 
= y Qn 
S/o j =H 2n ea 
= 
sfo* a = <- [Su 
2 J Qy" wiryia <x reef (4) ar 
und 


fp ars 
f® Fe log « — log y 
0 
ist, so findet man, nach einer kurzen Rechnung, dass | 
K K 
B<; sx* log a’ ? < d5zt loge 
ist, und dass @ unter die Form 


dt 
m2: fsatigi +! 


gebracht werden kann, wo « eine kleine Zahl a die der Ungleichung 
e< K(1—Ay+ 


geniigt; unter K ist, wie oben, eine positive Constante verstanden. 
1+h 


@ log a t x 


Vereinigt man den so fiir f enthaltenen Ausdruck mit den friiher 


1-A 
gefundenen Ungleichungen (43) und (45) so erhalt man die folgende 
Darstellung: 


(46) fod = fostins 1) x log x + 1%; 








wo 

a—a s? \ 
(47) in| <K «log x - (1+ hy’ w saMogs = es hy + age 
ist. 


Um den eingeklammerten Ausdruck méglichst klein zu machen, 
wahlen wir h der Gleichung 


(1--h)+* = s°(a?—1) log x 


gemiiss, d. h. wir setzen 


1 
h = {s°(x*—1) log x}*+!— 1 
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Fiir diesen Werth ergiebt sich 


, 1 log s log x 
(47) |n|< XK, Wate tT K,; Wales T K, s@*—tylog a’ 
wo K,, K,, K, positive Constanten bedeuten. 
Hieraus ist ersichtlich, dass ‘das Integral fi Cdr sich mit wachsen- 


0 
Sank 1)aloga 


nihert und dass schon fiir s > 2x log x die Differenz 


fon fasts 


_ = 
x log x’ 


dem s der Grenze 


kleiner ist als 


unter K eine positive Zahl verstanden. 


6. Es eriibrigt nur noch das Integral f Ddr za betrachten. Wie 
0 


friiher (beim Studium des Integrals { Cdr) finden wir auch hier, dass 
0 


die drei Operationen | P > J vertauschbar sind, dass also, wenn zur 
0 0 


Abkiirzung 


(48) R(F 8,0) =f em ere (38-+r—e) 


gesetzt wird, das betreffende Integral unter der folgenden Form geschrieben 
werden kann: 


(49) f Dar = >? fi syte¥ R(Z, 8, ¢) dy, 
0 0 


wo die Summation > wie friiher, alle imaginaére Wurzeln der Function 
£(s) umfasst. 

Schon hier bemerken wir, dass diese Summe absolut convergirt fiir 
alle positiven Werthe von x und s und dass sie gleichmdssig convergirt 
in Bezug auf diese Variabeln in jedem Intervalle 
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(50) O0<#<X, O<s<8 
unter X und S beliebige positive Zahlen verstanden. 
7. Vereinigen wir jetzt die fiir die fiinf Integrale 


faar, fAar,--- [dar 


gewonnenen Formeln, so bekommen wir die folgende Darstellung des 
Integrals (16): 


(61) [ve s,r)dr = Li(x) —log 2 +f extras 


$0(0,) +S} farmer R(2, 5,0)ay, 


wo @(z,s) eine Function bezeichnet, die den folgenden Bedingungen geniigt 


(52) lim w(x, s) = 0 
und ; 

53 = 
(53) |a(x,s)|< fog @ 


sobald s > 2x log x, unter K eine positive Constante verstanden. 
Diese Formel zusammen mit der friiher gewonnenen Formel (13), 


giebt uns endlich fiir die Function f(«) die folgende Darstellung: 


(54) f(x) = Li(x) — log 2 a eee 


+ &(x,8) + (2,8) + > fs sytte R(=,s,0)dy, 


Diese Formel enthalt einen willkiirlichen Parameter s. Wollte man s 
in’s unendliche wachsen lassen, so wiirde unsere Formel mit der Rie- 
mann’schen Primzahlformel zusammenfallen. In der That, es ist 


lim é(x, s) = 0, 
lim @(x, s) = 0; 


ime (5 0) fy 


und hieraus folgert man leicht, dass 


iiberdies ist 





Fmt. 


lim | sy®*~*e- * R( 1838) 


s=@ 





we 








eo, est a a 2 Bs 
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die Function rechts ist aber nichts anderes als die von Riemann mit 
— Li(x*) bezeichnete Function. Wenn man also in jedem Glied der 
Formel (54) s = oo setzt, so erhilt man einen Ausdruck, der genau mit 
der Riemann’schen iibereinstimmt*). 

Durch einen solchen Grenziibergang wiirden aber zugleich die Vortheile, 
die die Formel (54) darbietet, verloren gehen. Wie wir sehen werden, 
beruhen ‘nimlich die Schliisse, die man aus dieser Formel ziehen kann, 
wesentlich darauf, dass die Functionen ¢(x,s) und @/(z,s) schon fiir 


s = 2x log x den Ungleichheiten 
2 


|e(@,8)|<14+82 8, |o(e,s)|<joe 
also auch 
(65) |e(, 8) + @(2,8)|<1+ 25 
geniigen, unter A eine positive Constante verstanden. 
Nehmen wir also in der Formel (54) 
(56) s = 22 log x 
und setzen zur Abkiirzung 


bay — wr is stdr 
(57) Tw, s,@) — [ov "¢ avf(2) (r—e)(s-++r—e)(28s-++r—e)’ 


so erhalten wir zuniichst das folgende 
Theorem. Die Differenz zwischen der Riemann’schen Primzahlfunc- 
tion f(a) und den Ausdruck 





, ‘ 4 d 
(58) Li(x)— log 2 +f ones fe > T(x, 2x log x, @) 


ist kleiner als eine gewisse constante Zahl E. 

Wir haben dieses Resultat bewiesen unter der Voraussetzung, dass x 
nicht einer ganzen Zahl gleich ist. Lassen wir diese Einschrinkung fallen 
und bemerken, dass, wenn x einen Werth x = p* nimmt, fiir welchen der 
Werth von f(x) sich sprungweise andert, die Differenz f(a + 0) — f(~«—0) 
stets kleiner als 1 ist, so sehen wir dass das obige Theorem ohne alle 
Einschrinkungen giiltig bleibt. Betreffend die Constante E, so folgt aus 
dem obigen, dass sicher 


E<3 


angenommen werden kann, sobald x hinreichend gross ist. 


*) Es soll bemerkt werden, dass fiir den hier angedeuteten Uebergang von der 
Gleichung (54) zur Riemann’schen Formel eine genauere Begriindung nothwendig 
sein wiirde. Es scheint sogar, als ob man auf diesem Wege einen neuen Beweis 
dieser Formel nicht erhalten kénne. 
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Will man eine noch gréssere Anniherung erhalten, was fiir die 
asymptotische Frage jedenfalls iiberfliissig ist, so kann man statt (56) den 
Werth s = 2’ einfiihren und erhilt so das folgende Resultat: 

Wenn x fortwihrend wiichst und nimmer einer ganzen Zahl gleich 
wird, so nihert sich die Differenz zwischen f(x) und dem Ausdruck 


(59) L(x) — log 2 + Si aaeings t IT 0) 


der Grenze Null. Und fiir ganzzahlige, hinreichend grosse Werthe von x 
ist diese Differenz sicher kleiner als 1 + ¢, wo & eine beliebig kleine positive 
Zahl bezeichnet. 

Durch diese Ergebnisse ist das Problem gelést worden, eine conti- 
nuirliche Function zu bilden, die die Riemann’sche Function f(a) mit einer 
geniigenden Anniherung darstellt. 

Da niamlich die Reihe ST, 8, @) in jedem endlichen Intervalle 


gleichmissig convergirt, so stellen die Reihen 


> T(x,2xlogx,@) und > T(x, x*, @) 


continuirliche Functionen von x dar und die erhaltenen Ausdriicke (58) 
oder (59) sind also auch continuirlich. 


8. Um die Art der Convergenz der Reihe 
(60) >? T(@, 8, @) 


niher kennen zu lernen, verfahren wir folgendermassen: Wir wiahlen nach 


Belieben eine positive Zahl h und schreiben das Integral (57) oder 


7 eh) sy®*—te- “R(= 8,0) dy, 


wo 





8 =f“ s?dr 
? e) SITES 


0 
unter der om 


T (a, Ss, @) = T,(2, $s, @) + T,(2, $s, @) 
1+h 


T, (x, 8, @) = sy ter R(Z,s, e) dy, 


0 


wo 


x 


T,(2, 8, 0) = f sy te- rR(- 79 5; 9) dy. 


1+h 








( 
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Da der reelle Theil Rg von g zwischen den Grenzen 0 und.1 liegt*), 
so ist 


|ae|<2 und (2) <2, 


vorausgesetzt dass y im Intervalle 1 + h---z liegt. Das Integral 7, ist 
also, absolut genommen, kleiner als das Product 


: | . 8,,33—1,—-y* 
ef (r—e) (s-+r—e) aca f* y e-Y dy, 
: 1+h 


und also ist, wie leicht ersichtlich, 
(61) I7,(2, 8, @)| < Kas? 


wo K eine Constante bezeichnet. 
Um eine obere Grenze fiir 7,(v,s, 9) zu finden bemerke man, dass 


s? 


8 
(r—e) 6-+r—e) w= ae wal’ 
“ig ; 
Wy") a jae|-y-Be- (2), 
also, da y im Intervalle 0---1-+ h liegt: 








oF sc# 


























x sae pe 
IR (5,10) < Ai | g@—9| loge —Tog OF? 
wo K, eine Constante bezeichnet. Da das Integral 
i +h 1 1+h 


| sy-nete tay < sy®*-2dy + sy**-1e-Y dy 
% 0 i 


ist und also, fiir alle s, kleiner als eine gewisse Constante bleibt, so hat 
man also 


i 


sx? 











unter H eine Cid sini 
Diese Ungleichung, zusammen mit "T zeigen, dass man schreiben kann 


sae 


| T(@, s,@)|<H- ~ a 





fog x 


und also 


1 ao 
(63) tT 8, e)1<H es Dilaema| 


vorausgesetzt, dass die Constante H hinreichend gross gewiahlt ist. 











*) Nach einem bekannten Theorem der Herren de la Vallée Poussin und Hadamard, 
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Die in dem Ausdrucke (58) vorkommende Reihe 


> T(a, 2x log x, @) 
convergirt also sicher nicht langsamer als die Reihe 


eet 
(64) 2H: S}|saciose—ol 


Wiren die Wurzeln g der Function §(s) bekannt, so wiirde unsere Formel 
dazu dienen kénnen, die Function f(x) mit einer beliebigen Anniiherung 
fiir ein beliebiges Intervall 

% <2 <2, 


zu berechnen, und zwar wiirde hierfiir nur erforderlich sein die N ersten 
Glieder der Reihe zu berechnen, wo N eine Zahl bedeutet, die nur von 
den Grenzen x, und 2, des gegebenen Intervalles abhiingt. Da aber die 
Convergenz der Reihe (64) um so langsamer wird, je griéssere Werthe 
die Variabele x annimmt, so ist es wahrscheinlich, dass die Zahl N in’s 
unendliche mit x, wichst, dass also die Rechnung um so beschwerlicher 
wird, je grésser man diese obere Grenze macht. 

Fiir exacte Berechnung der Function f(x) scheint unsere Formel also 
zu unbequem. Dagegen scheint sie fiir das Studium der Eigenschaften 
dieser Function von Interesse zu sein und wir werden sehen dass dieselbe 
insbesondere sehr niitzlich ist bei der Untersuchung der asymptotischen 


Formel , 
f(z) = Li(z). 


Il. 
Anwendung auf eine asymptotische Frage. 


9. Um die Formel (54) zu beweisen haben wir uns nur auf solche 
Eigenschaften der Function £(s) gestiitzt, welche theils von Riemann selbst, 
theils von Herrn Hadamard streng bewiesen worden sind. Die funda- 
mentale Behauptung Riemann’s, dass der reelle Theil jeder imaginiren 


Wurzel von €(s) gleich ba ist, fiir welche Behauptung es noch nicht ge- 


lungen ist, einen einwurfsfreien Beweis zu erhalten*) haben wir also noch 
nicht gebraucht. Als eine Anwendung der gewonnenen Resultate wollen 
wir aber jetzt beweisen, dass, wenn die Riemann’sche Behauptung richtig 
ist, die Differenz 


f(x) — Lia) 


*) Vgl. die Anmerkung §, 442. 
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fiir wachsende 2 nicht von hdherer Ordnung unendlich werden kann, 
als die Function 


(65) Vz - log z. 


Da das Integral 
dx 
(a*— 1) x log x 


fiir wachsende x gegen Null convergirt, und da nach dem oben bewiesenen 
die Functionen 


(x, 8), (2, 8) 


fiir s > 2x log x, absolut genommen, sicher kleiner bleiben als eine con- 
stante Grésse, so ergeben die Formeln (54) und ea 


If(z) — Li(a)|<H- a Delage 





aos 
fiir 
s > 2a log x. 


Da der reelle Theil Rg von g zwischen 0 und 1 liegt, so sieht man 
leicht dass fiir s > 2 


|s—e|>z wd |s—el>le| 
ist; wihlt man eine positive Griésse 6 < ii so kann man also schreiben 


o 
We 

















lee=al— 


Nach der Hypothese 


e273 8) 


1 
Re=z 


|ae| = Va 
ergiebt sich also 
If(e) — Li@)| <2 - 0. & 


log x 


oder 


1 
eit? ‘ 











Da aber nach den Untersuchungen der Herren von Mangoldt und 
de la Vallée Poussin *) 
1 @ 
>? 21 < 
| aes 


ist, wo @ eine Constante bedeutet, so folgt hieraus indem man 





*) Siehe de la Vallée Poussin, loc. cit. p. 42. 
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1 
log x 


| f(a) — Li(a)| <K- Va - log x 





s=2zlogz, 6= 
wahlt, dass 


ist. Hierdurch ist die oben ausgesprochene Behauptung bewiesen. 

Dass dasselbe Resultat auch fiir die Function F(x) giiltig ist, welche 
die Anzahl aller Primzahlen < x angiebt, folgt unmittelbar aus der That- 
sache, dass die Differenz f(x) — F(x) von nicht hdherer Ordnung als 


Va ist. 








o> py 


> Qe Or Pr 
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Einleitung. 
Allgemeines iiber den Inhaltsbegriff und Ziel der vorliegenden Arbeit. 

Bei der Betrachtung des Inhaltes geometrischer Gebilde sind im All- 
gemeinen weder vom praktischen noch rein mathematischen Standpunkte 
Begriffe infinitesimaler Natur auszuschliessen. Um so bemerkenswerther 
ist die bekannte Thatsache, dass man den Inhalt ebener gradliniger Figuren 
ohne irgend eine Stetigkeitsbetrachtung befriedigend behandeln kann*). 
Hierbei wird folgende Definition zu Grunde gelegt: 

Zwei Polygone P’ und P” sind inhaltsgleich, wenn aus ihnen durch 
geeignetes Hinzufiigen respectiv congruenter Polygone zwei Polygone P’ und 
P” entstehen, die in resp. congruente Polygone zerlegt werden kénnen. 

Die mittels dieser Definition begriindete Lehre vom Inhalte ist aber 
befriedigend zu nennen, weil es (iibrigens ohne Benutzung der Stetigkeits- 
axiome) nachzuweisen gelingt: 


*) Siehe vor Allem, D. Hilbert, Grundlagen d. Geom. 1899. 
Mathematische Annalen. LV. 30 
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Die Polygone P’ und P” sind stets dann und nur dann nach der 
obigen Definition inhaltsgleich, wenn das Inhaltsmass von P’ gleich dem 
Inhaltsmasse von P” ist, wobei das Inhaltsmass eines Polygones im 
wesentlichen folgende Eigenschaften hat: a) Das Inhaltsmass ist fiir jedes 
Polygon vollkommen bestimmt und hat die Eigenschaften einer messen- 
den Grésse. b) Das Inhaltsmass des Complexes P zweier Polygone 
P’ und P” ist gleich der Summe der Inhaltsmasse von P’ und P”. 
(Das Inhaltsmass von P entspricht dem, was man gewéhnlich Inhalt von 
P nennt.) 

Die analoge Definition fiir Polyeder heisst: 

Zwei Polyeder TT’ und TT” sind inhaltsgleich, wenn aus ihnen durch 


geeignetes Hinzufiigen resp. congruenter Polyeder zwei Polyeder TT’ und TT” 
hervorgehen, die ihrerseits in resp. congruente Polyeder zerlegbar sind. — 
Das so definirte ,,inhaltsgleich“ charakterisiren wir durgh die Bezeichnung: 
»Endlichgleich**). 

Man kann dann nachweisen: Zwei Polyeder sind nur dann inhalts- 
gleich, wenn sie gleiches Inhaltsmass haben (dabei entspricht das Inhalts- 
mass von TT dem was man gewohnlich kurz Inhalt von TT nennt). Aber 
es ist bisher noch nicht gelungen, zu zeigen, dass die Gleichheit des 
Inhaltsmasses auch eine hinreichende Bedingung fiir die Endlichgleichheit 
zweier Polyeder ist, wie es doch in der Ebene der Fall ist. Vielmehr 
soll in der vorliegenden Arbeit bewiesen werden**): Die Gleichheit des 
Inhaltsmasses geniigt nicht, damit zwei Polyeder endlichgleich sind. Man 
kann noch andere nothwendige Bedingungen aufstellen, welche einen von 
der ersteren Bedingung wesentlich verschiedenen Charakter besitzen und 
es kénnen z. Bsp. eine Pyramide und ein Prisma mit derselben Grund- 
fliche und ein Drittel der Hohe durchaus nicht immer in congruente 
Polyeder zerlegt oder durch Hinzufiigen congruenter Polyeder zu solchen 
Polyedern ergiinzt werden, fiir die ihrerseits eine Zerlegung in congruente 
Polyeder méglich ist. 

Wegen dieses Resultates ist die Definition von ,,inhaltsgleich* durch 
yendlichgleich* zu verwerfen und es erscheint eine befriedigende Grund- 
legung der Lehre vom Polyederinhalte bei Vermeidung unendlicher Processe 
als ausgeschlossen, was bei der anscheinend elementaren Natur dieses Be- 
griffes ziemlich iiberraschend ist. 





*) Diese Bezeichnung verdanke ich einer miindlichen Mittheilung des Herrn 
Liebmann. 

**) Das Problem, das durch die vorliegende Arbeit erledigt wird, gehért zu den 
23 Problemen, die von D. Hilbert in seinem Pariser Vortrag (Gitt. Nachr. 1900, Heft 8) 
aufgestellt sind. 
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Ganz iahnliche, charakteristische Unterschiede zwischen ebener und 
réumlicher Geomet~ie bestehen auch in den Nicht-Euklidischen Geometrien, 
wie in einem weiteren Artikel gezeigt werden soll. 


§ 1. 
Zerlegungsgleiche und erginzungsgleiche Polyeder. — Die analogen Verhiltnisse 
in der Ebene liefern uns den Ausgangspunkt fiir den Beweis. 

Kin specieller Fall davon, dass die Polyeder TT’ und TT” endlichgleich 
sind, ist der, dass sie selbst in resp. congruente Polyeder zerlegt werden 
kénnen; in diesem Falle nennen wir TT’ und TT” zerlegungsgleich*) andern- 
falls aber ergdnzungsgleich*). Wir wollen zunichst nur die Zerlegungs- 
' gleichheit untersuchen. 

Um die Bedingungen fiir die Zerlegungsgleichheit zu finden, betrachten 
wir die analogen Verhiltnisse in der Ebene. Ein Polygon P sei in be- 
liebiger Weise in Polygone zerlegt. Die Winkel der Theilpolygone 
ergiinzen sich. nun, wie man sofort sieht, zu 4R, 2R oder zu einem 
Winkel des Polygons P selbst. Bezeichnen wir also mit W die Summe 
der Winkel der Theilpolygone, mit S die Summe der Winkel von P, so ist: 


S-+ 2nR=W. 


Haben wir nun zwei Polygone P’ und P”, die in resp. congruente Poly- 
gone zerlegt werden kénnen (also zerlegungsgleich sind), so muss in ent- 
sprechender Bezeichnungsweise: 
S'+2nR=W W"=S8"+ 2n’R 

W’ identisch mit W” 
oder: 

S’== 8” (mod. 2 R) 
sein. Es ist bemerkenswerth, dass wir diese Beziehung allein mit Hiilfe 
der Axiome der ,,Analysis situs“ abgeleitet haben. Die Formel ist offenbar 
trivial fiir den Fall der gewéhnlichen Geometrie, liefert aber z. B. eine 
bekannte Bedingung fiir die Inhaltsgleichheit sphirischer Polygone. 

Kénnen wir eine ahnliche Betrachtung im Raume machen? Ein 

Polyeder TT sei in beliebiger Weise in Polyeder zerlegt. Die Flachen- 
winkel der Theilpolyeder ergiinzen sich offenbar wieder zu 4R, 2R, oder 
zu einem Flichenwinkel von TT selbst. Aber dazu miissen wir sowohl die 


*) Auch diese Ausdriicke verdanke ich Herrn Liebmann. Statt ,,zerlegungs- 
gleich ist in meiner Note in den Gittinger Nachrichten 1900 die Bezeichnung 
»raumgleich gewihlt, die der in der Ebene iiblichen Bezeichnung ,,flichengleich* fiir 
zerlegungsgleiche Polygone entspricht. In dieser Note ist bereits der Fall der Zer- 
legungsgleichheit, in etwas anderer Weise wie in der vorliegenden Arbeit, erledigt. 


30* 
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Flachenwinkel der Theilpolyeder als auch von TT mehrfach zahlen, wie 
durch cie Figuren (1, 2, 3) erliiutert wird. Bezeichnen wir also die 
Flachenwinkel von TT mit 2,, 2,,--- die Flichenwinkel der Theilpolyeder’ 











Fig. 1. Fig. 2. 








7,2 ia 5 


Ete tt ty tts +2 +t, +t +::-+%,= 2%, +24, +2, 4+ ---+4,+4-2R. 


Fig. 3. 


mit t,,t, und mit L(a,, x,,---), A(a,, %,-+-) lineare, homogene, ganz- 
zahlige Functionen der Argumente, so haben wir: 
L(x,, %, +++ 2R) = A(x, t%,---). 

Sind nun TT’ und TT” zerlegungsgleich, so haben wir in entsprechender 
Bezeichnungsweise: 

Li (m,', my, ---2R) = N(x, %,---), 

L" (a,", 9", +++ 2R) = A" (t, %, +++). 
Aus diesen Gleichungen kann man direct die Winkel +t nicht eliminiren 
und eine Beziehung zwischen den Winkeln a aufstellen. Aber wir werden 
zeigen, dass man A’ und A” auf mannigfache Weise variiren und im 
speciellen so finden kann, dass 

Li (m,', my',->+ 2B) = N' (ty, %5°°+), AYE, Tey °-) = LD" (,”, my", 2B), 
A’(t,, %,°**) identisch mit A” (r,, t,, ---) 

ist, woraus 


L' (ay', m4,---) = L" (m,", m,”,---) (mod. 2 R) 
folgt, welches eine erste Form der gesuchten Bedingung (s. 8. 474) fiir die 
Zerlegungsgleichheit zweier Polyeder ist. 





Ht, e+ t= 2a, +2, +--+ 4 +2-2-R 
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§ 2. 
Abbildung der Zerlegung eines Polyeders auf die ,,Theilungsfliche“. 


Zum Beweise ist es vor Allem néthig, eine klare Anschauung von 
der Zerlegung eines Polyeders zu gewinnen: Sei das Polyeder TT in be- 
liebiger Weise in Polyeder zerlegt. Wir bezeichnen die Flaichenwinkel 
von TT mit 2,, m,,---, die entsprechenden Kanten mit p,, p,,---, die 
Flichenwinkel der Theilpolyeder mit 1,, t,,---, die zugehdrigen Kanten 
mit ¢,,4,---. Wir betrachten eine beliebige Kante ¢; und wollen sie 
nach beiden Richtungen, solange die beiden Verlingerungen von Kanten 
t,, t,,--- liickenlos bedeckt werden, etwa bis zu den Punkten A und B 
verlingern (s. Fig. 4). Dann giebt es der Definition gemiss keine Kante t,,, 














Fig. 4. 


die mit AB mehr als einen Punkt gemeinsam hat und doch nicht ganz 
innerhalb AB liegt. Denn sonst kénnte ich ¢, noch tiber A oder B 
hinaus verlingern, so dass die Verlingerung liickenlos von Kanten 











Fig. 5. 
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t,.t,---t,, tiberdeckt wiirde. Die Gesammtheit aller Kanten t,, t,, t,, die 
auf der Strecke AB liegen, bezeichnen wir kurz als den ,,Kantenzug AB“. 

Die Strecke.AB wird in ihrem Verlaufe bald in Flachen von Theil- 
polyedern (Fig. 5) oder von TT selbst verlaufen, bald mit Kanten von TT 
zusammenfallen (ohne das AB selbst Kante von TI ist, kann das natiirlich 
nur vorkommen, wenn TT. nicht iiberall convex ist), oder auch strecken- 
weise nur mit Kanten von Theilpolyedern zusammenfallen (Fig. 6); beriick- 











Fig. 6. 


sichtigen wir dann, dass das Innere von TT definitionsgemiiss liickenlos 
von Theilpolyedern erfiillt ist, so ist ersichtlich, dass die Flichenwinkel, 
die zu den Kanten des Kantenzuges AB gehéren, sich an jeder Stelle von 
AB w 2R,2; oder 4R ergiin- 
zen, je nachdem einer der oben 
aufgeziihlten Fille vorliegt. 
Diese Verhiltnisse wollen 
wir uns folgendermassen ver- 
anschaulichen: Wir bezeichnen 
ein Stiick der Ebene, das durch 
eine Strecke PQ und zwei 
(Halb)Strahlen der Ebene, die 
in Pund Q auf PQ senkrecht 
und nach derselben Seite von PQ gerichtet sind, begrenzt wird, als einen 
von PQ ausgehenden Halbstreifen. Jeden zu einer Kante ¢, des Kanten- 
zuges AB gehirigen Flichenwinkel +; begrenzen wir durch zwei von {; 
ausgehende Halbstreifen (Fig. 7). Sodann beschreiben wir um AB als 








Fig. 7. 
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Axe einen geraden Kreiscylinder mit dem Radius 1. Infolge des Schnittes 
der Halbstreifen mit dieser Cylinderfliiche wird eine Kante und der zu- 
gehérige Flachenwinkel stets repriisentirt durch ein Stiick der Cylinder- 
fliche, das wir eine rechtwinklige Cylinderplatte nennen wollen. Ein solches 
Flachenstiick wird begrenzt durch zwei Erzeugende und zwei Breitenkreise 
des Cylinders, seine Héhe ist gleich der Liinge der Kante, seine Breite 
gleich dem Flichenwinkel, welche die Platte gleichzeitig repriisentirt. 
Alle diese ,,Platten“ setzen einfach und liickenlos einen Theil der Cylinder- 
fliiche zusammen, der die Cylinderfliche vollstiindig tiberdeckt, solange auf 
AB uur Kanten von Theilpolyedern liegen (Fig. 6), der aber rechtwinklige 
Ausschnitte von der Breite 2R resp. 4R — x, besitzt, jenachdem AB in 
Flichen von Theilpolyedern (Fig. 5) und von TT selbst fallt oder Kanten 
von TT in sich aufnimmt. Die Héhe des Ausschnittes von der Breite 
4R— a, ist offenbar gleich der zu 2; gehérigen Kante p,; von TI. 

Aehnliche Flichen gewinnen wir, indem wir andere, nicht zum 
Kantenzuge AB gehérige Kanten herausgreifen, die respectiven Kanten- 
ziige bilden und dieselben auf Einheitscylinder abbilden. Alle diese Flichen 
wollen wir irgendwie der Liinge nach auf einander setzen und so zu einer 
Fliche 7' vereinigen, die uns ein einfaches, unseren Anforderungen voll- 
kommen geniigendes Bild der Theilung von TT liefert. Und um noch 
einmal zu recapituliren: 

Repriisentiren wir jedes zusammengehorige Paar Kante t,; und Fliichen- 
winkel t, durch eine rechtwinklige Cylinderplatte, die zu einem Cylinder mit 
dem Radius 1 gehirt, deren Hohe gleich der Kante t,, deren Breite gleich 
dem Winkel +, ist, so kinnen wir aus der Gesammtheit dieser Platten 
einfach und liickenlos eine Fliiche T aufbauen. Diese Fliche T ist ein Stiick 
der Oberfliiche des Einheitscylinders , das rechtwinklige Ausschnitte von der 
Breite 2R und 4R — x, besitet. Die Hohe des Ausschnittes von der Breite 
4R— x, ist gleich p,. 


§ 3. 


Zuriickfiihrung des Problems auf ein zweidimension:les. 


Angenommen nun, wir hitten zwei zerlegungsgleiche Polyeder TT’ 
und TT”, es gibe also eine Zerlegung von TT’ und TT” in resp. congruente 
Polyeder. Wir fiihren diese Zerlegung bei TI’ und TT” aus und operiren 
mit jedem der beiden Polyeder, wie oben mit dem Polyeder TT. 

Aus den Cylinderplatten als Repriisentanten der Paare von Kante 
und Flichenwinkel entstehen zwei Flichen 7’ und 7”. Aber nach Voraus- 
setzung sind die 7” und 7” zusammensetzenden Platten paarweise congruent, 
da die Theilpolyeder paarweise congruent sind. Und so haben wir unser 
dreidimensionales Problem auf das zweidimensionale zuriickgefiihrt: 
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Zwei Einheitscylinderflichen T’ und T”, mit rechtwinkligen Ausschnitten, 
sind aus rechtwinkligen Cylinderplatten aufgebaut. Welche Bedingung besteht 
fiir die Breiten der Ausschnitte, damit die beiden Fliichen T’ und T” aus 
demselben Material von Platten aufgebaut werden koinnen. 


§ 4. 
Flacheninhalt der Theilungsfliche. 


Wir betrachten die Theilungsfliche T eines beliebig getheilten Poly- 
eders Tl. Bezeichnen wir die Héhe der Ausschnitte von der Breite 2R 
mit h,, h,,---, die Hohe des Cylinders selbst, dessen Theil 7 ist, mit h, 
so ist offenbar die Summe der Oberflicheninhalte der Platten und Aus- 
schnitte gleich dem Oberflicheninhalt des Cylinders. Also: 


(1) tt, + tt, + ---+ (4R—m,)p, + (4R—ay)p, + -- 
--t(h th +--)2R—4R-h. 
Wir denken uns nun unter Festhaltung der Breite der Platten und Aus- 
schnitte, die Héhe derselben, sowie die Héhe des Cylinders ein wenig 
geiindert. Es ist klar, dass wir diese Aenderung so zweckmiissig ein- 
richten kénnen, dass auch die variirten Platten und Ausschnitte den 
variirten Cylinder einfach und liickenlos iiberdecken und also auch fir 
die abgeinderten Héhen die obige Gleichung (1) gilt. Welche Bedingungen 
haben wir zu erfiillen, damit die Aenderung diese Eigenschaft hat? 
Sei 

L(é, ty-** Dy, D°*° h,, h,--- h) = 0, 

(A) Uy (ty, fy ++ Pry Pas > +My, hy---h) =O 


das System der von einander unabhingigen, linearen und homogenen Glei- 
chungen mit rationalen Coefficienten zwischen den Gréssen 


ty ty +++ Dy, Dy - shy, hy---h. 
Wir behaupten: Aendert man diese Gréssen so ab, dass sie nicht auf- 
héren positiv zu bleiben und den Gleichungen (A) Geniige zu leisten, so 
bedecken die abgeinderten Platten und Ausschnitte einfach und liickenlos 
den abgeiinderten Cylinder. 
Zuniichst leuchtet die Existenz eines solchen Gréssensystems ein. 
Denn man kann die Gleichungen (A) durch Gréssen 


thy t+ Dyy Dy hy, hy- +h 
befriedigen, die beliebig wenig von den Gréssen ¢,,¢,--- abweichen und 
also wie diese positiv sind. Die beabsichtigte Verinderung des Platten- 
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gefiiges stellt man sich nun in folgender Weise anschaulich vor: Der 
senkrechte Abstand eines Punktes P auf einer Querkante einer Platte von 
dem oberen Rande des Cylinders mége vor der Aenderung gleich ¢,-+ ¢,-+--- 
sein d. i. gleich der Summe der Héhen derjenigen Platten und Ausschnitte, 
die die Cylindererzeugende durch P zwischen P und dem oberen Cylinder- 
rande durchschneidet. Wir bestimmen jetzt, dass P nach der Aenderung 
den Abstand ¢,-++ ¢,-+--- vom oberen Cylinderrande haben soll. Durch 
diese Bestimmung wird erreicht, dass Punkte, die vorher auf ein und 
demselben Breitenkreis gelegen haben, auch nachher auf demselben Breiten- 
kreis liegen. Denn war vorher: 


itt: =—t+h44+-°., 
so wird, wegen Erfiillung des Gleichungssystems (A) nach der Aenderung 


Ett —h+ete 

sein, was bedeutet, dass die entsprechenden Punkte denselben Abstand 
vom oberen Cylinderrande haben. Es entsteht also wieder ein Platten- 
gefiige mit Ausschnitten wie vorher. Die einzelnen Platten aber haben 
ersichtlich, wie verlangt, statt der Héhen 4, ¢,--- die Héhken 4, &--- 
erhalten, die Ausschnitte die Héhen hy, hy «++ und der Cylinder die Héhe h. 
Also erfiillen auch die Gréssen ¢,---p,---h,---h die Gleichung (1). 
Wegen des geometrischen Nachweises mussten wir die Gréssen ¢, ete. 
positiv wihlen. Analytisch folgt aber dann, weil die Gleichungen (A) 
und (1) linear sind, sofort der Satz: 

Alle Systeme von Gréssen (einerlei ob diese alle positiv sind oder 
nicht) die das System von (A) befriedigen, erfiillen auch (1). (Die Gleichung 
(1) folgt aus dem System (A)). 

Nun ist aber evident, dass irgend ein System von linearen homogenen 
Gleichungen mit ganzen Coefficienten, wenn tiberhaupt, sich jedenfalls 
auch durch ein System von rationalen Zahlen erfiillen lisst. Wir kénnen 
also die Gleichungen des Systems (A) befriedigen, indem wir statt 
thy toy ++ Diy Do» °+- hy, hg, +++ h rationale Zahlen etwa 

A es 
setzen. 
Mittels unseres eben bewiesenen Satzes folgt dann aus Gleichung (1) 


14% + 4% +°°°> + rp, (4R—a,) + 1p,(4R—a,) + -- 
o + (rn, +n,+::)2R=—r4kR 


oder 


(I) | Mt + yts + = MH + 1p: Fs $7; 








474 M. Dean. 


aus dieser Gleichung erhalten wir durch Multiplication beider Seiten mit 
einer passenden ganzen Zahl eine Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten, 
deren Existenz wir schon auf Seite 468 behauptet haben. 


§ 5. 
Bedingungen fiir die Zerlegungsgleichheit zweier Polyeder. — Beispiel: Es ist 


nicht méglich durch Zerschneiden und Zusammensetzen ein reguliires Tetraeder 
in zwei regulire Tetraeder zu verwandeln. 


Jetzt betrachten wir wieder zwei zerlegungsgleiche Polyeder TT’ und 
TT” und die Theilungsflichen 7” und 7”, die aus resp. gleichen Platten 
(Kanten ¢; und Fliichenwinkel r;) aufgebaut sind. Wir haben entsprechend 
dem System (A) die beiden Systeme: 
L(t» f+ ++ Dy’, Da’ +++ hy’, hy’ +++’) =0, 
(A’) l(t, e°** Yr; Py’ pee hy, h,’ ca h’) = 0, 


"(4 ty mee Pr’ Po’ bad a”; h,” gat h’) — 0, 
(A”) a" (ty ty ++ Pay Da hy" hy” +h”) =O, 





Erfiillen wir beide Systeme gleichzeitig durch ein System von rationalen 
Zahlen: 
Tp,’ ’ p,' 9 ee V1,’ ; Th, > “ee Tv)’ 
Vt» Yt, eee ; 
Vp,"» Vp," eee Thy" Nhe!) eee rh" 
so erhalten wir entsprechend der Gleichung (I) zwei Gleichungen 


(’) 14,T, He %4yTy bees = 0p My H+ rpym +:--- +7 -R, 
(I) MeyTy Eg Ty Hp pry” os fr” RK. 
Hieraus ergiebt sich sofort: 

Mp Mb Hp My — (Mp Hy” HE pry” +) = rR. 
Multipliciren wir beide Seiten dieser Gleichung mit einer geeigneten ganzen 
Zahl, so erhalten wir die Congruenz, die wir auf Seite 468 als aufzufinden 
bezeichnet haben. Ihre Wichtigkeit besteht darin, dass sie eine nothwendige 


Relation zwischen den Flichenwinkeln zweier zerlegungsgleicher Polyeder 
darstellt. 


Wir wollen nun noch die rationalen Coefficienten der obenstehenden 
Gleichung bestimmen. Sei: 
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Dy (94, Pa’ ++ py"; p,” -+-)=0, 
(B) L, (r4’; Ps wie py"; Ps" a ‘) —_ 0, 


das System der von einander unabhingigen in p,’---p,”--- linearen und 
homogenen Gileichungen mit rationalen Coefficienten. Jedes rationale 
Lésungssystem der Gleichungen (B) wird Theil eines rationalen Lésungs- 
systems von (A’, A”), und umgekehrt wird jedes rationale Lisungssystem 
von (A’, A”) die Gleichungen (B) befriedigen. Zur Bestimmung der Gréssen 
1p *** p++ geniigt also das Gleichungssystem (B), mn dem nar die als 
gegeben anzusehenden Liingen der Kanten der beiden Polyeder TT’ und TT” 
vorkommen. Die vorhin gewonnene Bedingung kénnen wir demgemiiss 
so pracisiren: 

Sind zwei Polyeder TY’ und TI” zerlegungsgleich (d. i. in resp. gleiche 
Polyeder zerlegbar), so erfiillt jedes System von rationalen Zahlen rp. ++-p,"°*, 
das die Gleichungen (B) befriedigt, auch die Gleichung: 

(I) Wp Hy Mp Me es — (tp ty” Hb pty” + ++) = rR. 

Dass diese Bedingung fiir zwei zerlegungsgleiche Polyeder nicht aus der 
Gleichheit ihres Inhaltsmasses folgt, habe ich schon friiher*) gezeigt. 
Z. B. wurde nachgewiesen, dass ein regulires Tetraeder und ein Prisma 
die obige Bedingung nicht erfiillen, die in diesem speciellen Falle fordert, 
dass der Flichenwinkel des reguliiren Tetraeders in rationalem Verhiitniss 
zum Vollwinkel steht. Dies ist, wie an dem angefiihrten Orte gezeigt 
ist, nicht der Fall. Dies Ergebniss wollen wir in folgendem einfachen 
Beispiele verwerthen : 

Wir behaupten: Es ist nicht médglich durch Zerschneiden und Zusam- 
mensetzen ein reguldres Tetraeder in zwei reguldre Tetraeder zu verwandeln. 

Beweis: Wir nehmen an, wir hiatten ein regulires Tetraeder mit 
der Kante a, das wir in zwei regulire Tetraeder mit den Kanten b resp. c 
iiberfiihren kénnten. Wir haben dann drei Fille zu unterscheiden, je 
nachdem das System (B) der linearen rationalen Beziehungen zwischen 
a,b und ¢ aus awei Gleichungen oder einer Gleichung besteht oder end- 
lich tiberhaupt keine lineare rationale Beziehung zwischen a, 6 und ¢ 
existirt. 

1‘ Fall: Das Inhaltsmass eines Tetraeders mit der Kante p ist gleich 


p® — ° . . 
a V2. Da nun das Inhaltsmass zerlegungsgleicher Polyeder gleich ist, 
sO muss a — b8 + 3 


sein. Aus dem bekannten Satze aus der Zahlentheorie folgt sofort, dass 








*) Géttinger Nachrichten 1900. 
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der erste Fall, bei dem nach Voraussetzung a, b und ¢ in rationalem Ver- 
hiltnisse stehen, unmdglich ist. Aber auch ohne Zuhiilfenahme dieses 
Satzes gelingt es einen Widerspruch zu construiren. Sei nimlich 


b=ra, c=, 


wo r, und 7, rationale Zahlen sind, so werden diese Gleichungen erfiillt, 
wenn wir @ gleich 1, b gleich r,, ¢ gleich r, setzen. Die Gleichung (II) 
lautet dann, wenn der Flichenwinkel des reguliren Tetraeders 1 ist: 
t—(r,t+7,7)=—rR 
oder A 
t(l—r,—r,) = rR; 
da aber t nach dem oben angefiihrten Ergebniss zum Vollwinkel in keinem 
rationalen Verhiiltniss steht, so folgt aus dieser Gleichung: 


1=—r, + 7. 
Es ist aber 
b+ce=(r7,+)a, 
also miisste 
a=b-+e 
sein, eine Gleichung, die mit der Gleichung 
a= + ¢ 


in Widerspruch steht. 
2'* Fall: Sei 

7,4 = 7b + 15¢, 
eine lineare rationale Beziehung, zwischen den drei Kanten, in der auch 
eine der Gréssen r,, 7,, 7; gleich Null sein kann. Seien a) 7,, 7, und 7; 
von Null verschieden, dann kann ich die Gleichung befriedigen, indem 
ich a gleich r,, b gleich r, und ¢ gleich Null setze. Dann heisst die 
Gleichung (II): 

Yt —7r,t=—rh, 
daraus folgt wiederum wie vorher 7, gleich r,. Setzen wir ferner b gleich 
Null, a gleich 7;, ¢ gleich r,, so folgt ebenso r, gleich 7,. Folglich be- 
stiinde die Beziehung 


a=b-+e, 
die unméglich ist. 


Sei b) eine der drei Gréssen r,, 7r,, 7; gleich Null oder, um gleich 
den dritten Fall zu erledigen, seien alle drei Gréssen gleich Null. Sei 
etwa 7, gleich Null, so kann ich das Gleichungssystem (B) befriedigen, 
wenn ich fiir 6 und ¢ Null, fiir a@ 1 setze. Dann lautet die Gleichung (II): 


s=rh, 


was nicht richtig ist. Damit haben wir unsere Behauptung bewiesen. 
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8 6. 


Die Bedingungen fiir die Zerlegungsgleichheit gelten auch fiir den allgemeinen 
Fall der Endlichgleichheit von Polyedern. — @leichheit des Inhaltsmasses nicht 
ausreichend fiir die Endlichgleichheit. 


Zwei Polyeder TI’ und TT” seien gegeben. Fiigen wir die beiden 
zerlegungsgleichen Polyeder =’ und =” zu TT’ resp. TT” hinzu, so mégen 


zwei zerlegungsgleiche Polyeder TI’ und TT” entstehen. In diesem Falle 
bezeichnen wir, wie schon oben bemerkt, TT’ und TT” als ergiinzungsgleich. 
Welche Bedingungen sind zu erfiillen? Seien 


, , ” ” 
1, (S1', Sy ++ + 8", 8g" +++) = 0, 


(Bz) 1, (8;', Sq > + +S", 8 ++) =O, 


und 
> , , ” ” , , ” ” 
Ly (y's Da +++ 4, Da” + + + Sy’, Sy’ + + + 81", 8 ++ +) = 0, 
7 , , ” ” , , 

(Bi) Uy (Dr's Pa + * Dy Da ++ Spy Sg +++ $1", 8” +++) 


die dem Gleichungssystem (B) entsprechenden Systeme. Dann muss jedes 
rationale Lésungssystem 1,,’, 7,’ +++ 1s”, %,"**: von (Bs) die Gleichung: 


(Is) 151 G4 May By E+ — (yy 14" Gy" + +) = OR 
befriedigen, wo r, eine je nach dem Lésungssystem verschiedene rationale 
Zahl ist. Ebenso befriedigt jedes rationale Lésungssystem von (B i) die 
Gleichung: 
(U7) py! My, Mpg Wy’ + + 4 Gy! 44g! + °° 
6 (Hy ty” pyr Og” ee Ey Oy Hy Og" +++) = HR. 
Sei nun ferner 
Dy (py', Pa’ ++ Dy", Py” +> +) = 9, 
Bn) Ly(0,', Pe 14" Ba") =, 


das dem System (B) entsprechende System fiir TI’ und TT”. Fiir jedes 
rationale Lésungssystem von (By) kénnen wir ein rationales Lésungs- 
system von (Bs) und also auch von (IIx) finden, so dass die beiden Systeme 
zusammen das System (B;;) und also auch die Gleichung (Ilj;) befriedigen. 
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Ziehen wir aber die Gleichung (Iz) von der Gleichung (II;;) ab, so ergiebt 
sich die Gleichung 


(in) Vp! My Mp My b+ — (1p hy" 1p Hy” +) = rR. 

Fiir jedes rationale System also, das (By) befriedigt, ist auch (I) erfillt, 
so dass wir fiir erginzungsleiche Polyeder dieselbe Bedingung erhalten 
haben wie fiir zerlegungsgleiche. Nun sind aber zwei endlichgleiche 
Polyeder entweder zerlegungsgleich oder erginzungsgleich, so dass wir 
den Satz gewonnen haben: 

Sind zwei Polyeder TV’ und TT” endlichgleich, so erfiillt jedes rationale 
Zahlensystem: 1p-+-+~-%p," +++, das die Gleichungen (B) befriedigt, auch die 
Gleichung : 

(Il) Wp My Mp Me) +» — (tp Hy” pyr Hy” +) = rR. 

Die angefiihrten Beispiele fiir Polyeder mit dem gleichen Inhaltsmasse, 
die doch nicht zerlegungsgleich sind, sind also auch gleichzeitig, Beispiele 
fiir Polyeder mit demselben Inhaltsmasse, die nicht endlichgleich sind. 
Wir haben also die im Eingange aufgestellte Behauptung erwiesen: Die 
Gleichung des Inhaltsmasses ist nicht hinreichend fiir die Endlichgleichheit 
zweier Polyeder. 

Zu den vorstehenden Auseinandersetzungen méchte ich noch einige 
Bemerkungen machen: 

Sachlich: Die fiir die Endlichgleichheit zweier Polyeder aufgestellte Bedingung 

gilt in dem ganzen Machtbereiche der Axiome der Analysis situs, also 
z. Bsp. auch in der Nichteuklidischen Geometrie; es lassen sich auch fiir 
diese Beispiele von inhaltsgleichen, aber nicht endlichgleichen Polyedern 
angeben. 

Litterarisch: Die Existenz einer linearen, ganzzahligen Beziehung zwischen dem 

Vollwinkel und den Flachenwinkeln zweier zerlegungsgleicher Polyeder 
(die ich in den Gétt. Nachr. 1900 nachgewiesen habe) ist von Bricard 
(Nouv. Ann. 1896) behauptet und von Sforza (Per. di Mat. 1897) fiir 
einen sehr einfachen Fall bewiesen worden. Bricard und Sforza fiihren 


auch Beispiele von inhaltgleichen Polyedern an, bei denen diese Relation 
nicht erfiillt ist. 
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Ueber eine specielle Classe von Gruppen. 


Von 
E. Wenpr in Elsfleth i./Old. 


Unter allen Gruppen verdienen die auflésbaren, hauptsichlich wegen 
ihrer wichtigen Beziehungen zur Theorie der algebraischen Gleichungen, 
das grésste Interesse. Nach der gewéhnlichen Definition heisst eine Gruppe 
auf lésbar“, wenn die Factorgruppen ihrer Compositionsreihen von Primzahl- 
ordnung sind. Man kann dieser Definition aber noch eine andere Fassung 
geben, man kann eine Gruppe auch auflésbar nennen, wenn die Factor- 
gruppen ihrer Hauptreihen (Hauptcompositionsreihen) von Primzahlpotenz- 
ordnung sind. Beide Definitionen*) decken sich. Um dem eigentlichen 
Ziel, alle Typen auflésbarer Gruppen von vorgeschriebener Ordnung zu 
bestimmen, niher zu kommen, hat man den Charakter der Auflésbarkeit 
fiir specielle Gruppen nachgewiesen. Die meisten unter diesen, wie z. B. 
die Gruppen von Primzahlpotenzordnung, die Gruppen von quadratfreier 
Ordnungszahl, die Gruppen, deren Untergruppen von Primzahlpotenzord- 
nung cyklisch sind, etc. haben die Higenschaft, dass sich unter ihren 
Compositionsreihen solche befinden, die zugleich Hauptreihen sind, oder, 
wie man besser sagt, dass die Factorgruppen ihrer Hauptreihen von Prim- 
zahlordnung sind. Alle mit dieser Higenschaft versehenen Gruppen ver- 
dienen daher wohl eine besondere Beachtung. 

Bei dem Versuch, alle derartigen Gruppen von vorgeschriebener 
Ordnung zu bestijmmen, bin ich auf einen, wie ich glaube, merkwiirdigen 
Satz gestossen, der ein interessantes von Herrn Holder gefundenes_ Re- 
sultat**) als speciellen Fall enthilt. Bevor ich denselben ausspreche, ist 
es nothwendig, auf eine fiir beliebige Gruppen giiltige Thatsache aufmerk- 
sam zu machen. Unter allen invarianten Untergruppen einer Gruppe 6, 


*) Jordan, Traité des substitutions (1870). 

Hilder, Zuriickfiihrung einer beliebigen algebraischen Gleichung auf eine Kette 
von Gleichungen. Math. Ann. Bd. 34. 
**) Siehe § 2. 
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die sich als das directe Product von Gruppen von Primzahlpotenzordnung 
darstellen, befindet sich eine, in der alle anderen Untergruppen dieser Art 
enthalten sind, welche also als die grésste derselben bezeichnet werden kann. 
Ist § nimlich irgend eine solche invariante Untergruppe von @, sind 
Pi» Py,* ~~ die verschiedenen in der Ordnung von § enthaltenen Primzahlen 
und p%:, pgz,--- die héchsten in dieser Ordnung aufgehenden Potenzen dieser 
Primzahlen, so kann man § als das directe Product von Gruppen §,, $,,--- 
darstellen, deren Ordnungszablen bezw. p®, p%,--- sind. Ist $ eine be- 
liebige derselben, so muss sie, da sie die einzige Untergruppe von § ihrer 
Art ist, also auch innerhalb © keine conjugirten Gruppen besitzen kann, 
eine invarianten Untergruppe nicht bloss von §, sondern auch von © 
sein. Ist §’ eine andere Untergruppe von © von derselben Art wie §, 
sind p,%', p,™,--+ die verschiedenen héchsten in der Ordnung von §’ 
aufgehenden Primzahlpotenzen, und ist ’ das directe Product von Gruppen 
$,', B.,---, deren Ordnungszahlen bezw. p{%', p,%,--+ sind, so ist jede 
derselben eine invariante Untergruppe nicht bloss von §’, sondern auch 
von &. Jedes Element P’ irgend einer dieser Gruppen ’ transformirt 
$ im sich selbst, und jedes Element P von § transformirt ’ in sich 
selbst. Betrachtet man das Element P’-'P-'P’P, so ist dieses, als 
Product von P’-' und P-'P’P aufgefasst, ein Element von $f’, als 
Product von P’-'P-'P’ und P aufgefasst, ein Element von $. Sind 
daher p und p’ von einander verschieden, kénnen also $ und §f’ ausser 
der Einheit kein gemeinsames Element enthalten, so muss P’-!P-1P’ P=1, 
d. h. P mit P’ vertauschbar sein. Sind die Primzahlen p und p’ einander 
gleich, so erzeugen die Elemente von 8 und § zusammen eine Gruppe, 
deren Ordnung ebenfalls eine Potenz von p = p’ ist. Das kleinste gemein- 
schaftliche Vielfache von $ und {’ oder, was dasselbe ist, das kleinste gemein- 
schaftliche Vielfache der Gruppen $,, B,,--- und §,’, $,’,--- ist daher 
ebenfalls eine Gruppe, die das directe Product von Gruppen von Prim- 
zahlpotenzordnung ist. Und es ist auch eine invariante Untergruppe von 
©, weil es H und §’ sind. Daraus folgt aber sofort die obige Behauptung, 
dass jede Gruppe eine grésste invariante Untergruppe besitzen muss, die 
das directe Product von Gruppen von Primzahlpotenzordnung ist. 
Der Satz, dessen vorhin gedacht wurde, lautet nun: 

Ist M eine Gruppe, in deren Hauptreihen die Factorgruppen 
von Primzahlordnung sind, und ist N die grisste invariante 
Untergruppe von M, die sich als das directe Product von Gruppen 
von Primzahlpotenzordnung darstellt, so ist die zu Nt complemen- 


tire Gruppe = eine Abel’sche. 


Allerdings ist dieser Satz nicht umkehrbar. Wenn nimlich ©’ die 
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grésste unter allen invarianten Untergruppen einer Gruppe © ist, die 
das directe Product von Gruppen von Primzahlpotenzordnung sind, und 
wenn M4 eine Abel’sche Gruppe ist, so ist die Gruppe &, wie sofort 
ersichtlich, auflésbar, aber es brauchen nicht die Factorgruppen ihrer 
Hauptreihen von Primzahlordnung zu sein. Herr Steinitz, dem ich auch 
die Fassung des ofigen Satzes in der vorliegenden Form verdanke, hat 
mich auf ein einfaches Beispiel aufmerksam gemacht. Es ist die alternirende 


Gruppe von: vier Ziffern, welche eine einzige invariante Untergruppe, 
nimlich die Gruppe vierter Ordnung 


1, (0,2) (1,3), (0,1) (2,3), (0,3) (1, 2) 
enthilt. 


Ich schreite nun zum Beweise des obigen Satzes. 


§ 1. 
Es sei I eine Gruppe der besagten Art, 
(1) M = My, Mi, My,---M, = 1 
eine Hauptreihe derselben, welche die zugehérige Indexreihe 
(2) Jo» jis Je» siti Jo-1 


besitze. Dann sind diese letzteren Zahlen Primzahlen, und die Factor- 


a 


M 
gruppen 9; («@==0,1,---@—1) sind cyklische Gruppen von Primzahl- 
a@+l1 





ordnung. Bedeutet daher M, («= 0,1,---9g—1) ein in Mt, aber nicht 
in M,,, enthaltenes Element, so zerfillt M, in die Nebengruppen 


2 Es 
Moa MM, 41 MM 4.°°° My Moga 





M 
welche die Elemente der Gruppe wR — ausmachen. Die niedrigste in M 
@+l 


enthaltene Potenz von MM, ist die j,".. Die Ordnung von M, ist durch j, 
theilbar, und jedes zu Mt,, aber nicht zu Mt,,, gehdrige Element hat 
die Form Mie A’ zy Wo k, einen der Werthe 1, 2,---j,—1 besitzt und 
A,,, der Gruppe Mt, ,, angehért. Man kann auch stets solche Elemente 
M,, finden, deren Ordnungszahl eine Potenz der Primzahl j, ist. Denn 
hat M, etwa die Ordnung j*-u,, wo w, relativ prim zu j, ist, so ist M*« 
ein Element, das zu Yt,, aber nicht zu Mt, ,, gehdrt und dessen Ordnung 
gleich j* ist. 

Sei nun M, («=0,1,---@—1) ein in Mt, aber nicht in M,,, 
enthaltenes Element, und bedeute R irgend ein Element aus Mt, dessen 
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Ordnung r heisse. Da Mt, eine invariante Untergruppe von Mt ist, so 
muss eine Gleichung von der Form bestehen: 


(3) RM, R= M"8; (0<¥,<ja) 
wo S ein der Gruppe Mt,,, angehériges Element bezeichnet, oder auch 
von folgender Gestalt: 


(4) R* MRM, ,, = MM 


@ @+1° 


Fiir beliebige positive ganze Zahlen 6 und + folgt hieraus 
(5) R“ MRM, ,, = MM 
weil R und M, mit M,,, vertauschbar sind. Setzt man hierin t=—7, 
so ergiebt sich, da RY = 1 ist, M7M,., = M? "=m 
(6) v’ == 1 (mod. j,). 


Ist R’ ein weiteres Element aus Mt, so gelten die den Gleichungen (4) 
und (5) entsprechenden Gleichungen 


(1) ROMA M,,,— MEM; RMR = MEM 


Transformirt man beide Seiten der Gleichung (4) mit RF’, so ergiebt sich 
mit Hiilfe von (7) 


R-R'M,RRM,,, oder (RR)'M, (RRM, ,, =U" M,, 


@+1? 


241) und daraus 


a+1 a@+1? @+1° 


Transformirt man beide Seiten der ersteren der Gleichungen (7) mit I 
und benutzt die Gleichung (5), so erhilt man 


(RRM, (RR), ,,= Me" M, , 
Die beiden letzten Gleichungen lehren, dass der Complex M, Mt 


a+ 
a+1 durch 
jedes der Elemente RR’ und RR in den Complex Mt" Mt, ,, trans- 
formirt wird, folglich muss er durch das Element 

N = (RR) (RR) = R-'R'-' RR’ 
in sich selbst transformirt werden. Dieses Element N ist also mit anderen 
_ Worten mit dem Complex M,M,,, und daher mit allen Elementen der 





M, 
Th “ vertauschbar. Die Zahl « stellt hierbei irgend einen 
a@+i 


der Werthe 0,1,---@—1 vor, und R und FP’ bedeuten zwei beliebige 
Elemente aus Yt. Es gilt also allgemein die Gleichung 
(8) R-RR=RN, 


wo N ein Element ist, das mit allen Elementen der simmtlichen Factor- 


Factorgruppe 


M 
gruppen x (« == 0,1,---@—1) vertauschbar ist. 
a+l : 
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Nun bilden alle Elemente von Mt, die wie N mit allen Elementen 
M 
der Factorgruppen T.., (a = 0,1,-- -e— 1) vertauschbar sind, eine 


Gruppe Xt’. Denn, wenn zwei Elemente mit einem Complex M,M,,, 
vertauschbar sind, so ist auch deren Product mit diesem vertauschbar. 
Liisst man in Gleichung (8) R alle Elemente von 9%’, R’ alle Elemente von 
M durchlaufen, so erkennt man, dass J’ eine invariante Untergruppe von 
M ist, weil ja jedes Element R von MN’ wieder in ein Element RN von 
N’ transformirt wird. Die Gleichung (8) lisst sich fiir beliebige Elemente 
R und RF von M aber auch in die Form setzen 


(9) REN = RR, 
und diese Gleichung driickt aus, dass die zu 3t’ complementire Gruppe 
eine Abel’sche ist. 


Aus Gleichung (8) lisst sich noch eine weitere Folgerung ziehen, 
wenn man unter R und RF’ zwei Elemente aus Yt’ versteht. Es mége R 
noch in Yt,, aber nicht mehr in Mt,,, enthalten sein, wo # einen der 
Werthe 0,1,---@—1 bedeutet. Da im vorliegenden Falle R’ mit den 





mM 
Elementen der Factorgruppe =—°* vertauschbar ist, so gehért das in der 
M41 : 


Gleichung (8) auftretende Element N der Gruppe M,,, an. Nimmt man 
an, dass dasselbe, falls es von 1 verschieden ist, noch in der Gruppe 


M, (y>B), aber nicht mehr in der Gruppe Mt,,, enthalten ist, und 
schreibt die Gleichung (8) in der Form 


R= RRMN,,, = RN, ,,, 


so folgt, da nach Voraussetzung R und R’ Elemente von 9’ sind und 
als solche mit dem Complex NM, , , vertauschbar sein miissen, fiir beliebige 
positive ganze Zahlen o und t 


R-*RR'MN,,, — RON M, ,. 


Sind y und r’ die Ordnungen von R und RF’, so folgt fir r= 7’, o=— 1 
aus dieser Gleichung M,,,—= N”’M,,,, und fir c—1, o—r ergiebt 
sich Mt, = NM, ,,. Es gehéren also N” und N” der Gruppe M,,, 
an. In dem Falle, dass r und »” theilerfremd sind, wiirde demnach folgen, 
dass N selbst in M,,, enthalten wiire. Da das aber der gemachten 
Annahme widerspricht, so muss in diesem Falle N= 1 und daher nach 
(8) RR = RR sein. Alle zu MN’ gehérigen Elemente, deren Ordnungs- 
zahlen theilerfremd sind, sind demnach vertauschbar. Daraus folgt weiter 
in bekannter Weise mit Hiilfe des Sylow’schen Satzes, dass Q’ das 
directe Product von Gruppen von Primzahlpotenzordnung ist. 

31* 
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Bedeutet nun wie in der Einleitung §t die grésste unter allen in- 
varianten Untergruppen von Mt, die sich als das directe Product von 
Gruppen von Primzahlpotenzordnung darstellen, so ist 3’ eine invariante 


eine Abel’sche 


Untergruppe von 9, und, weil, wie vorher bewiesen, = 


Gruppe ist, so muss erst recht 3 eine solche sein. 


Damit ist der in der Einleitung aufgefiihrte Satz bewiesen. Ich will 
noch einige Bemerkungen hinzufiigen. Da % eine invariante Untergruppe 
von Qt ist, so kann man eine Hauptreihe von Mt bilden, in welcher N 
vorkommt. Sei die Reihe (1) von dieser Beschaffenheit. Von 9 an laute 
dieselbe 

MN am M,., Mo 41 vee M1, Mm, = 1. 
Es bedeute R ein beliebiges Element von %t, dessen Ordnung r eine Potenz 
einer Primzahl p sei. Unter « verstehe man zunichst eine der Zahlen 
e, e@ +1,---@, und sei M, ein Element von der Ordnung j°“, das in 
M,, aber nicht in Mt,,, enthalten sei. Sind p und j, von einander ver- 
schieden, so ist R mit M, vertauschbar. Ist aber p—j,, so folgt aus 
der Congruenz (6), da r im vorliegenden Falle keinen Factor mit 
Je —1=—=p-—1 gemeinsam haben kann, dass v,—1 ist. In jedem 
Falle ergiebt sich mithin, dass R mit den Elementen der simmtlichen 


mM, 
Factorgruppen 55 = on oe’, eo +1,---@—1) vertauschbar ist. Mit den 


mM 
Elementen der ete Factorgruppen x - (a<o’) ist R aber auch 
a+ 


vertauschbar, denn es ist fiir a < Q’: 
R(M,M, 1) =RM,, , UM, = Mi, UM, = UM... = (MMays)R, 


weil R ein Element in M,,, also auch von M,,, (e<e) ist. Alle die- 
jenigen Elemente von %t, deren Ordnung eine Primzahlpotenz ist, sind 
also mit den Elementen der Factorgruppen von Xt vertauschbar. Da man 
sich nun § durch Composition aus solchen Elementen entstanden denken 
kann, so haben alle Elemente von %t ohne Ausnahme die Eigenschaft, mit 
den Elementen der siimmtlichen Factorgruppen von M vertauschbar zu sein. 
Nun erzeugen aber nach den Untersuchungen dieses Paragraphen alle mit 
dieser Eigenschaft versehenen Elemente von Jt eine invariante Unter- 
gruppe Xt’ von Mt, die ebenso wie NM das directe Product von Gruppen 


von Primzahlpotenzordnung ist, folglich muss Jt’ = MN sein, und es darf 


also kein Element von Mt, das nicht zu N gehdrt, mit den Elementen aller 
M 

Factorgruppen x (a > 9’) vertauschbar sein. Diese Bedingung ist gleich- 
a+ 


bedeutend mit der, dass Jt die grisste invariante Untergruppe von Mt ist, 








vi 
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die sich als das directe Product von Gruppen von Primzahlpotenzordnung 
darstellt. 

Es sei q die grésste der in der Ordnung von 2% aufgehenden Prim- 
zahlen und qg° die héchste darin enthaltene Potenz von gq. Bedeutet R 
ein Element von ¥, dessen Ordnung eine Potenz von q ist, so folgt 
aus der Congruenz (6) vy, 1. Denn, wenn diese Congruenz von 1 ver- 
schiedene Wurzeln haben soll, so mtissen r und j, — 1 einen von 1 ver- 
schiedenen Theiler besitzen. Das ist aber im vorliegenden Falle nicht 
moéglich, da ja r eine Potenz von q und q>j, ist. Alle Elemente also, 
und daher auch alle Untergruppen von St, deren Ordnung eine Potenz 
der gréssten in der Ordnung von Yt aufgehenden Primzahl ist, sind mit 
den Elementen der Factorgruppen von {t vertauschbar und daher in §’ 
und auch in % enthalten. Da 9 das directe Product von Gruppen von 
Primzahlpotenzordnung ist, so giebt es folglich nur eine einzige Unter- 
gruppe von Jt von der Ordnung gq’, und diese ist also eine in M ent- 
haltene invariante Untergruppe von M. 

Eine algebraische Gleichung mit der Galois’schen Gruppe Yt wird 
gelést, indem man zuerst eine irreducible Abel’sche Gleichung, deren Grad 


gleich der Ordnung von > ist, bildet, dann eine Wurzel dieser Gleichung 


dem Rationalitiitsbereich adjungirt und darauf im erweiterten Bereich 
mehrere irreducible Normalgleichungen lést, deren Gradzahlen gleich den 
verschiedenen in der Ordnung von t aufgehenden héchsten Primzahl- 
potenzen sind. Umgekehrt erhilt man alle Normalkérper von vor- 
geschriebenem Grade m, deren Galois’sche Gruppe eine der hier betrachteten 
Art ist, auf folgende Weise. Es sei m’ irgend ein Divisor von m und 
m= m’'-n, und y sei eine Wurzel einer irreduciblen Abel’schen Gleichung 
vom Grade m’. Die verschiedenen in » aufgehenden héchsten Primzahl- 
potenzen seien p%, pgs,---. Es bedeute z, eine Wurzel einer irreduciblen 
Normalgleichung vom Grade p*, deren Coefficienten rationale Functionen 
von y sind, z, eine Wurzel einer solchen vom Grade p%,---. Dann ist, 
wenn K den zu Grunde gelegten Rationalititsbereich bezeichnet, der Kérper 
K (y; 2;, 2,-+-+) ein Normalkérper der verlangten Art. 


§ 2. 

Der in § 1 hergeleitete Satz enthalt den von Herrn Holder iiber 
Gruppen von quadratfreier Ordnungszahl bewiesenen Satz*) als beson- 
deren Fall. 

In Bezug auf Gruppen, deren Untergruppen von Primzahlpotenzord- 
nung commutativ sind, ist unter gewissen Bedingungen nachgewiesen 


*) Hélder, Gott. Nachr. 1895. 
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worden, dass sie auflésbar sind, z. B. dann, wenn jene Untergruppen 
cyklisch sind*). Ist Mt eine Gruppe der letzteren Art und m = p%- pe. pe... 
ihre Ordnung, wo p,, P,, P3,°-- Primzahlen bedeuten und p, <p,<p,<::: 
ist, so besitzt sie invariante Untergruppen von jeder Ordnung 


D;* Ditt- Dit? -+ (ui Sx); G=1, 2, 3,-->). 
Die Factorgruppen ihrer Hauptreihen sind daher von Primzahlordnung**), 
Der in § 1 bewiesene Satz nimmt jetzt die besondere Gestalt an: 
Ist N die grésste invariante cyklische Untergruppe von ®, 
so ist die zu N complementire Gruppe . cyklisch. 
Zunichst ist nimlich klar, dass, da N% ein Theiler von Mt ist, die 


Untergruppen von 9% von Primzahlpotenzordnung cyklisch sind. Das gilt 


aber auch fiir die Gruppe 7 - Denn ist p irgend eine,in der Ordnung m’ 


M , : er : 
von j, aufgehende Primzahl und ist sie in m genau x mal, in m’ genau 


4 mal, in der Ordnung » = ~ von % also genau x — Amal enthalten, 
so muss §t nach dem Sylow’schen Satze eine Untergruppe von der Ordnung 
p*, und, weil diese nach Voraussetzung cyklisch ist, ein Element P von der 
Ordnung p* enthalten, und es kann keine niedere als die p*” Potenz von 
P der Gruppe % angehéren. Denn der Exponent der niedrigsten in % ent- 
haltenen Potenz von P muss ein Divisor der Ordnung von P, also von 
der Form p* sein, und wire nun etwa 4’ < 4, so miisste Mt die ganze durch 
P»”’ erzeugte cyklische Gruppe von der Ordnung p*~* enthalten, es miisste 
also » durch p*~* theilbar sein, wahrend doch die Primzahl p nur x —A 
mal in » aufgehen soll. Es enthilt demnach die Gruppe = eine durch 
ihr Element P® erzeugte cyklische Gruppe von der Ordnung p’, ihre 
Untergruppen von Primzahlpotenzordnung sind also cyklisch. Da nun x 
als Abel’sche Gruppe ebenso wie Mt das directe Product von Gruppen von 
Primzahlpotenzordnung ist, so folgt, dass 3 und cyklisch sind. 


Das erzeugende Element von %t heisse N, dass von rs heisse MM, 


wo M ein Element von XM bedeutet, dessen niedrigste in MN enthaltene 
Potenz die m’® ist. Es sei 


(1) M” =N"; Nn=1. 


*) Frobenius, Ueber auflésbare Gruppen, IJ. Berl. Sitz. 1895. 
Burnside, Proc. L. M. S. Vol. XXVI, 1895. 
**) Derartige Gruppen besitzen demnach Hauptreihen, deren zugehérige Indices 
eine nicht absteigende Reihe von Primzahlen bilden. Dasselbe gilt auch fiir die 
allgemeinen in § 1 betrachteten Gruppen, wie leicht nachzuweisen ist. 
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Das Element N kann man sich so gewahlt denken, dass m’ ein Divisor 
von » ist*) Denn, ist d der grésste gemeinsame Divisor von » und n’, 


sind also + und 7 relativ prim zu einander, so giebt es eine zu d und 


deswegen auch zu » theilerfremde Zahl x, welche den gleichberechtigten 


. (mod. =) und dx =m’ (mod. n) geniigt. Setzt “man 
nun N’ = N*, so ist zufolge (1) M™ = N” = N***= N"*; man braucht 
also nur N durch N’ zu ersetzen, um den gewiinschten Erfolg zu haben. 

Ist N derartig gewiahlt, dass » durch n’ theilbar ist, so ist die Ord- 


Congruenzen x == 


nung von YM gleich m’- = , da die von N” gleich ist. 
Weiter kann man nun das Element M so wihlen, dass die Zahl a 


nur Primfactoren besitzt, die in m’ aufgehen, oder, was dasselbe ist, dass 
n’ alle diejenigen Divisoren von » enthilt, die zu m’ relativ prim sind. 


: * is n . . . 
Denn, ist d der grésste Divisor von =, der zu m’ relativ prim ist, so 


wiirde M*@ die gewiinschte Bedingung erfiillen, weil (*)"” = N”@ ist. 
Es wird sich spiiterhin ergeben, dass »’ relativ prim zu m’ ist. 

Da ® eine invariante cyklische Untergruppe von 2 ist, so muss eine 
Gleichung von der Form 


(2) M-'NM = N’ 
bestehen. Fiir positive ganze Zahlen 6 und r folgt hieraus 
(3) M-*N°M*=N*” oder N°M*= M*N*™. 


Setzt man hierin t = m’, so ergiebt sich mit Hiilfe von (1) N°= N°”, 
folglich 
(4) v™ ==1 (mod. n). 

Versteht man aber unter 6 eine durch m’ theilbare Zahl 6 = n’- 0’, 
so wird die linke Seite der Gleichung (3) mit Riicksicht auf Gleichung 
(1) gleich M-*(N”)*° M* = M-*(M™)* M* = (M™)” = N”'’, es muss 
also N*:* = N”:*-” fiir alle Werthe von o’ und t sein. Daraus folgt 
n’-6’-(v*— 1) = 0 (mod. ) und speciell fiir r= 1, o = 1: 

(5) n’ (v—1)==0 (mod. n). 
Diese Congruenz ist auch hinreichend fiir das Bestehen der allgemeiner 


aussehenden Congruenz. 
Erfiillen umgekehrt die Zahlen m, n, m’,n’,v die bisher aufgestellten 
Bedingungen, ist also m = m’-n, bedeutet ferner »’ einen Factor von n, 


*) Fiir den Fall M” = 1 gelten die folgenden Schliisse, wenn man sich in diesem 
Falle n’ gleich n gewiihlt denkt. 
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der durch alle zu m’ relawvy primen Divisoren von m theilbar ist, und 
geniigt die Zahl » den Congruenzen (4) und (5), so definiren, wie leicht 
zu sehen, die Gleichungen (1) und (2) eine Gruppe Mt von der Ordnung 
m= m'-n, welche die cyklische Gruppe %— N, N*,--- N"-1, 1 als 
invafiante Untergruppe enthilt, deren complementiire Gruppe = ebenfalls 
cyklisch ist. Jedes beliebige Element von Mt lisst sich auf die Form 
M* N’ (a = 0,1,---m’—1; y=0,1,---n—1) bringen, und zwei Ele- 
mente M" N% und M*N™ setzen sich nach Gleichung (3) nach folgender 
Regel zusammen 


6) (MN) (Ma Ns) = Mata Nort, 


Nun ist noch weiter der Bedingung Rechnung zu tragen, dass % die 
grosste invariante cyklische Untergruppe von Mt ist, und auch die Forderung, 
dass die Untergruppen von 9% von Primzahlpotenzordnung cyklisch sind, 
ist noch weiter auszunutzen. 

Die Zahl vy muss nothwendig zum Exponenten m’ (mod. n) gehéren. 
Denn wire etwa schon v”” == 1, wo m” ein Theiler von m’ ist, so wiirde 
aus der Gleichung (3) fiir t = m” folgen, dass M-™’ N° M”" = N’, d. h. 
dass M™’ mit allen Elementen von %t vertauschbar wiire. Das Element 
M”" wiirde also mit der Gruppe 9%t zusammen eine Abel’sche Gruppe 
erzeugen, die, da sie als (invarianter) Theiler von Yt die Higenschaft 
haben muss, dass ihre Untergruppen von Primzahlpotenzordnung cyklisch 
sind, sogar cyklisch sein muss. Es wiirde also eine gréssere invariante 
eyklische Untergruppe von 9t existiren als §t, und das ist gegen die An- 
nahme. Die Bedingung, dass vy zum Exponenten m’ (mod. m) gehért, ist, 
wie leicht ersichtlich, auch hinreichend dafiir, dass Jt die grésste invariante 
cyklische Untergruppe von Mt ist. 

Durch wiederholte Anwendung der Regel (6) ergiebt sich 


(7) (M= NY)? = Mee NOC~ 7400-974... 4 44 A)y 
yF Fy 


——'9 
= YrrN “-!1 
or = 


_ " , , ; 
Der Bruch ———— nimmt fiir 6 = m’, nach dem Modul einer in » auf- 
y — 





gehenden Primzah! betrachtet, zufolge der Congruenz (4) entweder den 
Werth m’ oder 0 an, je nachdem v*—1 durch den Modul theilbar ist 
oder nicht. Wiire nun p ein gemeinschaftlicher Primfactor von m’ und— 
n’, also auch von », so wiirde der Bruch in jedem Falle = 0 (mod. p) 
sein, also die Form k-p haben. Aus Gleichung (7) wiirde demnach fiir 
6 =m’ mit Benutzung von Gleichung (1) folgen 


(M? NY)” oe N” :=NP* — Be, 











oe me Lf Uy, vee 
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und daraus (M* NY)? = 1 fiir alle Werthe von x und y. Es kénnte dann 
aber kein Element in WM existiren, dessen Ordnung gleich der héchsten 
in m enthaltenen Potenz von p wiire, weil nach der letzten Gleichung die 


Ordnung ja stets ein Divisor von — sein miisste, und das ist gegen die 
Pp 


Voraussetzung. Es ist also ’ relativ prim zu m’, und da m’ nach dem 
Vorigen alle diejenigen Divisoren von m enthilt, die zu m’ relativ prim 
sind, so stellt demnach n’ den gréssten Divisor von m dar, der zu m’ 
relativ prim ist. 

Diese Bedingung ist auch hinreichend dafiir, dass die Untergruppen 
von Primzahlpotenzordnung der durch (1), (2), (4), (5) definirten Gruppen 
cyklisch sind. Dazu ist nachzuweisen, dass, wenn eine Primzahl p genau 
x mal in m aufgeht, ein Element von der Ordnung p* existirt. Es sei p 
genau Amal in m’ und infolgedessen genau x— Amal in » enthalten. 


Dann muss p auch genau x — 4 mal in - aufgehen, weil ja »’ relativ prim 
zu m’ und daher nicht durch p theilbar ist. Daraus folgt, dass die Zahl 
m’ - = welche die Ordnung von M darstellt, durch p* theilbar ist,' und 


eine gewisse Potenz von M hat daher die Ordnung p*. 
Somit ist folgender Satz bewiesen: 


Alle Gruppen vin gegebener Ordnung m, deren Untergruppen 
von Primzahlpotenzordnung cyklisch sind, und nur solche, werden 
durch folgende Gleichungen definirt: 


M-!NM=N’; M™ = N*; N"=1; m=m'-n, 


wo n einen Divisor von m und n’ den grissten Divisor von n 
bezeichnet, der zu m’ relativ prim ist, und wo die Zahl v zum 
Exponenten m’ nach dem Modul n gehdrt und ausserdem die 
Congruenz (v —1)n’ = 0 (mod. n) befriedigt. 

Die gruppentheoretische Aufgabe ist damit auf die rein zahlen- 
theoretische zuriickgefiihrt, zu den verschiedenen Divisoren » von m die 
brauchbaren Reste v zu finden. Auf diese Aufgabe, welche nach Art der 
Untersuchungen des Herrn Hélder zu erledigen ist, gehe ich nicht weiter 
ein. Ich will bloss bemerken, dass mir Herr Steinitz ein Verfahren 
mitgetheilt hat, wie man den allgemeinen Fall auf den speciellen zuriick- 
fihren kann, wo » quadratfrei ist, und dass, wenn m= p®- p®--- ist 
und ,, ~.,°*+ verschiedene Primzahlen bedeuten und ” = p,-p,--- gesetat 
wird, es ebensoviele verschiedene Gruppen 2 giebt, deren grésste in- 
variante cyklische Untergruppe 3t die Ordnung n hat, als es solche giebt, 
in denen 9 die Ordnung 7 hat. 
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Zwei auf oben beschriebene Weise erhaltene Gruppen sind 
dann und nur dann (eindeutig) isomorph, wenn die Zahlen 
n und m’ in beiden dieselben sind und wenn die Zahlen v modulo n 

Potenzen von einander sind. 
Den Beweis dieser letzteren Behauptung unterdriicke ich, weil die von 
Herrn Hélder in der citirten Abhandlung iiber Gruppen von quadratfreier 
Ordnungszahl auf 8. 220 gegebene Darstellung nur zu wiederholen wiire. 


§ 3. 

Ich kehre zu dem in § 1 behandelten allgemeineren Falle zuriick. 
Wollte man die Aufgabe, alle méglichen Gruppen 2% von vorgeschriebener 
Ordnung m zu bestimmen, ebenso weit durchfiihren, wie es in § 2 fiir die 
speciellen Gruppen geschehen ist, deren Untergruppen von Primzahlpotenz- 
ordnung cyklisch sind, so miisste man erst die bis jetzt ungeléste Auf- 
gabe erledigen, alle verschiedenen Gruppen von Primzahlpotenzordnung zu 
bestimmen. Bei dem Versuch, die erstere so weit als méglich auf die 
letztere zuriickzufiihren, bin ich auf einen Satz aufmerksam geworden, 
der, selbst wenn seine Kenntniss auch nicht durchaus nothwendig zur 
Lésung der Aufgabe sein sollte, mir doch hinreichend Interesse zu ver- 
dienen scheint, um hier hergeleitet zu werden. Er bezieht sich auf den 
Isomorphismus, welchen die Gruppe Xt erfiihrt, wenn man dieselbe durch 
gewisse Elemente von Yt transformirt. 

Man betrachte eine invariante Untergruppe von 2, welche eine Prim- 
zahlpotenzordnung p* zur Ordnung hat. Dieselbe ist natiirlich in 9 ent- 
halten. Es lisst sich eine Hauptreihe von Mt bilden, in der $ vorkommt. 
Dieselbe laute von $ ab folgendermassen 


(1) $= PF, Bi, B,--- P= 1. 
*. (s=0,1,---«—1) sind alle 





Die Ordnungszahlen der Factorgruppen 


%, +1 
gleich p. Fiir jedes beliebige Element M von It hat man 
(2) M'P MF, , = BR, 135 (s=0,1,---a—1), 
woraus fiir beliebige positive ganze Zahlen 6 und rt die Gleichung folgt: 
(3) M'P?M'§,,, _ ) lin, Tee 


Setzt man hierin t gleich der Ordnung uw von M, so ergiebt sich 
o o- vit 
P, Bai =P. ‘Bay 


v/*==1 (mod. p). 
Zu jeder Wurzel v, dieser Congruenz lisst sich bekanntlich eine ganz 


folglich 
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bestimmte zu v, (mod. p) congruente Zahl finden, deren uw Potenz der 
Einheit sogar nach dem Modul p* congruent ist. Da P? der Gruppe $,,, 
angehért, so kann man », selbst gleich derartig gewahlt denken. Dann ist 
(4) vf ==1 (mod. p*). 

Ich fiihre die Untersuchung fiir den Fall weiter, dass uw relativ prim 
zu p ist. Die Gleichung (2) schreibe man in der Form 


(5) M~' PMR, ,, bs Pr P8413 (s'>s), 


wo Py, falls es von 1 verschieden ist , noch in $y, aber nicht mehr in 
¥,+1 enthalten sei. Entsprechend den Gleichungen (2) und (3) hat man 


(6) M*P,MR,,,—=P8,,.;5 M “PMS, ,, = Po "R,,,. 


Ich behaupte, dass, wenn P, nicht gleich 1 ist, », und vy von einander 
verschieden sein miissen. Ware nimlich », = v,, so wiirde, da P, als 


Element von % mit den Elementen der Factorgruppe as vertauschbar 


By 41 
ist (s. § 1), aus Gleichung (5) mit Hiilfe von Gleichung (6) fiir beliebige 
positive ganze Zahlen 6 und rt 
yt-1 


M“P’M'$,,,=Po"Po B,, 
folgen, und daraus mit Hiilfe der Congruenz (4) fiir r= yp, 6 =1 
PBy a1 — P pens 


a’ +1? 
weil P?* = 1, oder 


Oe i 
Das Bestehen einer solchen Gleichung ist aber unméglich, weil der Ex- 
ponent w- ” is von P,, nicht durch p theilbar ist. Es miissen also », 
und v, von einander verschieden sein. Daraus folgt weiter, dass man 
eine Zahl x, bestimmen kann, welche der Congruenz 
1=2,(v,—v,) (mod. p) 

geniigt. Mit Hiilfe dieser Congruenz und der Gleichungen (5) und (6) 
erhilt man 

M~* (P,P) MP, =P PLP, =H PEP B= (P,PP)"B, 419 


also, wenn 


(7) P.P* = P 
gesetzt wird, 
(8) M'P. MF, = PLB (s'>s). 


Das Element P,’ gehért ebenso wie P, noch der Gruppe §,, aber nicht 
mehr der Gruppe ,,, an. 
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Falls s’ noch nicht gleich a ist, lisst sich das Verfahren, das soeben 
angewendet wurde, um aus Gleichung (2) die Gleichung (8) zu gewinnen, 
fiir die letztere wiederholen. Man findet dann ein in §,, aber nicht in 
$,,, enthaltenes Element P,”, welches die Gleichung befriedigt 


mM ‘p” My - Pp’ R,. i ; (s” » 3’ > 3) ‘ 


s"+1 
Durch geniigend hiufige Wiederholung des Verfahrens muss man schliess- 
lich zu einem in §8,, aber nicht in $,,, enthaltenen Element gelangen, 
welches durch M in eine Potenz von sich selbst transformirt wird. Dieses 
Ergebniss gilt fiir alle Werthe s—=0,1,---«—1 und jedes beliebige 
Element M, dessen Ordnung relativ prim zu p ist. 

Hat man irgend welche Elemente P,(s=0,1,---«—1) gewihlt, 
die noch zu §,, aber nicht mehr zu P,,, gehéren, so lisst sich, wie 
leicht zu sehen, jedes Element von P auf eine und nur eine Weise in 
die Form setzen 

% =0,1,---p—1 
(9) Pe ++ Os; " woh, h,-- pt 


e-1? . . 
\%q-1= 9, 1, sth -p—l 


und P?; (s=0,1,---«—1) ist die niedrigste Potenz von P,, welche sich 
durch die Elemente P,,,, P,,3,---P,_, darstellen lisst. 
Es besteht also folgender Satz: 

Ist MN eine Gruppe, in deren Hauptreihen die Factorgruppen 
von Primzahlordnung sind, und bedeutet 8% eine invariante Unter- 
gruppe von IM, welche eine Primzahlpotenz p* zur Ordnung hat, 
ist ferner M ein Element von Mt, dessen Ordnung wu relativ prim 
zu p ist, so lassen sich in $% « mit folgenden Eigenschaften ver- 
sehene Elemente 

Py, P,, ii Pi-1 
finden: 

1) Jedes von ihnen wird durch M in eine Potenz von sich 
selbst transformirt, deren Exponent eine Wurzel der Congruenz 
v* == 1 (mod. p*) ist; 

2) Jedes Element von MM liisst sich auf eine einzige Weise 
in der Form (9) darstellen: 

3) P?; (s=0,1,---a@—1) ist die niedrigste Potenz von P,, 
welche sich durch die Elemente P,, ,, P,,.3,°::P,_ darstellen lisst. 


8 
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Note sur la convergence d’une série neumannienne de fonctions 
cylindriques. 


Par 


Niets Nietsen & Copenhague. 


Il est bien connu que M. C. Neumann a démontré pour la premiére 
fois qu'une fonction holomorphe aux environs de zéro peut étre déve- 
loppée en séries qui procédent ou d’aprés des fonctions cylindriques ou 
d’aprés des produits de deux telles fonctions: series newmanniennes de 
premicre et de deuxiéme espéce. Il est bien connu de méme qu'un tel 
développement en séries neumanniennes est toujours possible et ne peut 
étre effectué généralement que d’une seule fagon. 

Quant au champ de convergence d’une série newmannienne, on n’a 
pas encore, d’aprés ce que je sais, suppléé le résultat incomplet indiqué 
déja par M. Neumann, savoir que ses séries sont absolument conver- 
gentes, toutes les deux, a l’intérieur du cercle de convergence de la série 
taylorienne autour de zéro obtenue pour la fonction actuelle. La raison de 
cette inaction est a chercher peut-étre dans le fait qu’on a appliqué 
généralement les expressions intégrales obtenues pour les coefficients de 
la série newmannienne au lieu des expressions explicites 4 l'aide des coeffi- 
cients de la série de puissances donnée. En effet, par ce point de vue 
il est aisé d’approfondir la question relative 4 la convergence d’une série 
neumannienne, comme le montrera la Note que voici. 

La forme méme d'une série neumannienne indique que le point 
essentiel des recherches qui nous occupent est constitué par la détermi- 
nation d’une expression asymptotique de J°(x), ot R(w) est extréme- 
ment grand et positif, tandis que |x| et la partie imaginaire de @ sont 
finis tous les deux. Or, la série 


oe (—1)" c2 w+2n 
(«) r@)= > a 


n=0 
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nous permet de poser 


(3) 


7 J"(@) = Fern (l—Ae), 
Gy OG 
inistirmeniediil 


— oFa| + lee 





ce qui donnera 








ou bien 
—t = 


Posons maintenant 
a (=z) J’*" (a) = 4 a(S) = 
n\ a ae Tv+t+n+i1) n? 
od les coefficients a, désignent des quantités quelconques, indépendantes 
de x; les formules (1), (2) montrent immédiatement la vérité de cette 
proposition: 
I. Les deux séries Z\u,| et X|v,} sont en méme temps convergentes ou 
divergentes; de plus, les deux limites: 


(8) lim|v,|,  lim|»,| 
sont en méme temps infiniment petites, finies ou infiniment grandes. 


Supposons maintenant que les limites (8) ne soient pas infiniment 
grandes, nous aurons, en vertu de (a), cette formule 


(3) kK, 
2 n 
(3) % = 4, + Sta ypi +n+i'™ + (@+n+i)’ 


ot |K,| est une quantité finie ou infiniment petite. 
Cela posé, regardons la série mewmannienne de premiére espéce: 


6) >() =) Darre, 


od les coefficients a, peuvent étre déterminés 4 aide des b par cette 
formule 


sf 
r _ 
(8) a= (V+ 2) P— by-2s, 
s=0 
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tandis que nous aurons inversement 


st 
vt 
(é) b, = ioRaTD a 1) *). Gn—2s- 


Mettons encore 
b,, s = i,, 


nous aurons, en vertu des formules générales, ces deux équations 





a \28 
(5) th ae 
(4) ss +z s! | @+n—1)---@~+n—s)’ 
s=1 








2s 
iad =) Un—2s 
(4a) f, = % + “@+n—s)---@~+n—28+41)’ 


de sorte que nous avons démontré, en vertu de I, cette autre proposition: 
Il. Les deux séries X\t,|, 2|u,| sont en méme temps convergentes ou 
divergentes; de plus, les deux limites 


lim |w,|, lim |2,| 
n=@ pro 


sont en méme temps infiniment petites, finies ou infiniment grandes. 

Cela posé, nous avons démontré que la série mewmannienne ne peut 
jamais @tre convergente a l’extérieur du cercle de convergence de la 
série de puissances donnée, tandis qu’elle est toujours absolument con- 
vergente a l’intérieur de ce méme cercle. Quant aux points situés au 
circonférence du cercle susdit, la série Xu, ne peut jamais étre conver- 
gente pour une telle valeur de z si |t,| croit & linfini avec n; c’est-a-dire 
que nous n’avons que de regarder le cas ov |#,| est toujours fini. 

Dans ce cas la formule (4) donnera, en vertu de (3), cette autre 
équation 

2 


= , a L, 
©) mht iepaaa ’-?—iptady & + ope pH 


oi |Z,,| est une quantité finie ou infiniment petite. Or, en se rappelant 
que |¢,| est toujours fini pourvu que |w,| le soit, nous aurons cette 
troisiéme proposition: 

III. Swpposons que l’on sache que |t,| ow |u,|; est fini pour n infini, 
désignons ensuite par « une quantité positive donnée auparavant et étant 
aussi petite qu’on le veut, il est possible de délerminer un positif entier n’, 
de fagon que 
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|js=n+p s=n+p 
(6) ; >«— >t <6, 
s=n+1 s=n+1 


pourvu que n>n’ et que p soit un positif entier quelconque. 
Quant aux séries mewmanniennes de deuxitme espéce, nous aurons 
ces formules fondamentales: 


> (5) = (2): Z a, J***(a) J"*(2), 


od l’on a posé 


s=p 
é,= (ut+v+2p)->' T(w+s+1) r(v+s+1) eartere~* b,, 
s=0 





u+v+ 2s p—s 


et inversement 


aa (—1)" Spe (e bet en 
b= Fututirotath 2 | 1y( me 


=0 





formules qui montrent que tous les résultats que nous venons d’obtenir 
pour les séries de premiére espéce gardent leur validité aussi pour celles 
de deuxitme espece; c’est-&-dire que nous avons démontré ce théoréme 
général: 

IV. Une série neumannienne (de premiére ou de deuxiéme espéce) est 
convergente en tout lieu ou l’est la série de puissances qu'elle représente et 
inversement; de plus, la convergence de ces deux séries est toujours du méme 
genre: absolue ou non, uniforme ou non. 

Du reste, l’inégalité (6) montre que la série neuwmannienne et la série 
de puissances correspondantes, ayant leurs termes trés éloignés finis et 
n’étant pas convergentes, possedent les mémes propriétés toutes les deux, 
savoir étre divergentes ou oscillantes entre des limites finies ow infinies. 

Remarquons encore que notre théoreme montre qu'une série newman- 
nienne possede entiérement le caractére d'une série de puissances ce qui 
s’accorde bien avec la remarque faite de M. Gram qu'une série newman- 
nienne n’est guére convenable pour un calcul numerique, pourvu que |2| 
ne soit pas petit. 


Copenhague, le 10 février 1901. 
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Querschnittstheorie. 


Von 


E. B. Curistorre.t, 
(aus dessen Nachlass mitgetheilt von A. Krazer in Strassburg i. E.*)). 


Die Lehre von den Schnitten durch die Fliche 7 ist veranlasst durch 
die Frage, unter welchen Bedingungen jeder ringférmige Integrationsweg 
ein Stiick dieser Fliche einschliesst, also der ihm entlang durch die Fiche 
gefiihrte Schnitt ein Stiick der Fliche ablést. Sie erfordert vor allem 
Andern eine genaue Classification der Schnitte durch eine solche Fiche. 


I. 


Der Ringschnitt, der Punktschnitt, die Querschnitte I. und II. Art; 
Randcurven der Fliche. 


Die Fliche 7 ist eine zusammenhingende, d. h. man kann in ihr 
von jeder Stelle zu jeder andern gelangen. In ihrem urspriinglichen Zu- 
stande fehlt ihr jede Begrenzung; eine solche erlangt sie erst durch 
Schnitte, welche in ihr ausgefiihrt werden, und bei diesen und ihrer 
Classification handelt es sich wesentlich um die Anzahl und die Beschaffen- 
heit der Randcurven, welche sie der Fliache ertheilen. 





*) Christoffel hatte wiederholt die Absicht gehabt in einer Reihe von Abhand- 
lungen einzelne Fragen aus der Theorie der Abel’schen Functionen zu behandeln. 
Kurz vor seinem Tode kam er nochmals auf dieses Vorhaben zuriick und iibergab in 


* diesem Sinne die Abhandlung: ,,Ueber die Vollwerthigkeit und Stetigkeit analytischer 


Ausdriicke* der Redaction dieser Annalen. Nach seinem Tode fand sich eine zweite 
Abhandlung: ,,Vollstindige Theorie der @-Function* mit dem Vermerke: druckreif 
vor und wurde im 54. Bande veréffentlicht. Bei der Durchsicht des handschriftlichen 
Nachlasses habe ich nun vor Kurzem eine dritte dieser Abhandlungen, ebenfalls voll- 
stiindig abgeschlossen vorgefunden, und es kommt dieselbe im Nachstehenden unver- 
iindert zum Abdruck, nachdem ich nur zur bequemeren Orientirung des Lesers die 
einzelnen Abschnitte mit Ueberschriften versehen habe. 
Krazer. 
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Ein Schnitt durch die urspriingliche Fliche 7' kann nur in der Fliche 
selbst ansetzen; wird er so weit fortgesetzt, bis er zu einer friihern Stelle 
zuriickkehrt, so heisst er Ringschnitt; solange das nicht eingetreten ist, 
Punktschnitt. 

Durch einen Ringschnitt erhilt die Fliche zwei Randcurven, durch 
einen Punktschnitt nur eine, aber das sind in allen Fiillen geschlossene 
Curven, d. h. man darf einer solchen auf der Fliche nur nachgehen um 
sicher zu sein, dass man zu jeder beliebigen Stelle derselben und néthigen- 
falls zur Ausgangsstelle zuriickgelangen wird. 

Hat nun die Flache 7 durch Punkt- und Ringschnitte Rinder erhalten, 
welche, wie wir nochmals betonen, lauter geschlossene Curven sind, so 
wird eine dritte und letzte Kategorie von charakteristischen Schnitten 
miglich, die Querschnitte der verschiedenen Arten. 

Jeder Querschnitt setzt in einem Rande an und, endigt in einem 
solchen. 

Zu einem Querschnitte gehért also, dass er nicht bloss in einem 
Rande beginnt, sondern auch, dass er in einem solchen endigt. Ein Schnitt, 
der bloss einen Rand 6ffnet, aber in der Fliche endigt, ohne zum zweiten 
Male einen Rand zu treffen, fiihrt keinen besondern Namen, da er weiter 
nichts leistet, als den Rand zu erweitern, 
von dem er ausgegangen ist. 

Endigt ein Querschnitt im nimlichen 
Rande, von dem er ausgeht (1) oder in 
sich selbst (2), so heisst er Querschnitt 
I. Art, endigt er in einer andern Rand- 
curve (3), so heisst er Querschnitt II. Art. 

Die Riander eines fertigen Quer- 
schnitts I. Art liefern mit dem Rande, von welchem der Querschnitt aus- 
geht, zusammen zwei Randeurven der Fliche, beides geschlossene Curven; 
die Rinder eines Querschnittes I. Art vereinigen sich mit den durch den 
Querschnitt verbundenen Randcurven zu einer einzigen, abermals geschlossenen 
Randcurve. 

Es springt in die Augen, dass jedes beliebige Schnittsystem in der 
Fliche 7 sich aus Schnitten der hier aufgezihlten Arten zusammen- 
setzen lisst. 





I. 
Die Flichen I. und I. Art. 


Dies vorausgeschickt, mége eine zusammenhiingende Fiche als eine 
Fliche I. Art bezeichnet werden, wenn sie durch jeden Ringschnitt zer- 
stiickelt wird; andernfalls heisse sie Flaiche I. Art. 








oo = 2 


I 
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Die Frage, welche hier zu beantworten ist, betrifft dann die Kriterien, 
aus denen sich erkennen lisst, ob eine vorgelegte Fliiche von der I. oder 
Il. Art ist; es werden sich dabei von selbst die Hiilfsmittel ergeben, um 
eine Fliche 7’ der Il. Art in eine den Bediirfnissen der Integralrechnung 
entsprechende Fliiche 7” der I. Art zu verwandeln. 

Die vorstehende Classification der Flichen und der Schnitte durch 
dieselben fiihrt nun zu folgenden Siitzen: 


a) Durch einen Querschnitt II. Art wird eine zusammenhiingende Fliiche 
nie zerstiickelt ; 
denn Verbindungen in der Fliche, welche durch ihn zerstért sind, kénnen 
durch Einschaltung von Umwegen wieder hergestellt werden, indem man 
niimlich, an einem Querschnittrande angelangt, zuniichst diesem und dann 
einer Randcurve bis zum andern Querschnittrande folgt, um von dort den 
unterbrochenen Weg weiter fortzusetzen. 

b) Wird eine zusammenhiingende Fliiche durch einen Ringschnitt oder 
einen Querschnitt I. Art iiberhaupt zerstiickelt, so zerfallt sie in zwei Stiicke; 
denn die Anzahl dieser Stiicke kann nicht grésser sein als die Anzahl 
der Riinder, an denen entlang sie von einander abgeldst sind. 

c) Wird eine Fldche I. Art durch irgend welche Schnitte in Stiicke 
zerlegt, so sind das lauter Flichen I. Art; 
denn wenn eines dieser Stiicke durch einen Ringschnitt R nicht zerstiickelt 
wiirde, so wiirde dieser auch die urspriingliche Fliiche nicht in Stiicke 
zerfillen, also ware dies eine Fliche Ll. Art. 

d) Eine Fléche I. Art wird nicht bloss durch jeden Ringschnitt, son- 
dern auch durch jeden Querschnitt I. Art in Sticke zerlegt; 
denn wire das nicht der Fall, so hatte man, nach Ausfiihrung des Quer- 
schnittes, eine zusammenhiingende Flaiche mit zwei, vom Querschnitt her- 
riihrenden Randcurven; von diesem Querschnittrande giibe es also durch 
die Fliiche einen Weg / zum gegeniiberliegenden Punkte des andern 
Querschnittrandes, also / entlang einen Querschnitt Il. Art ZL, welcher 
die Fliiche auch nicht zerstiickelt, also wiirde Z fiir sich allein die 
urspriingliche Fliche um so weniger zerstiickeln; sie wire also eine Fliche, 
welche durch diesen Ringschnitt Z nicht zerstiickelt wird, also keine 
Fliche I. Art. Aus b), c),d) zusammengenommen folgt 

e) Jeder Ringschnitt und jeder Querschnitt I. Art zerfallt eine Fiche 
I. Art in zwei Stiicke, wnd beides sind wieder F lichen I. Art. 
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Ii. 
Fortsetzung. 


Die Umkehrung des vorstehenden Satzes e) fiihrt nun zu einer Um- 
formung des Kriteriums fiir Fliichen I. und II. Art. 

f) Eine zusammenhdngende Flache t werde durch einen Ringschnitt Q 
oder einen Querschnitt I. Art Q in zwei Stiicke, E und 1, zerlegt. Sind 
dies Fliichen I. Art, so ist t selbst ebenfalls Fliche I. Art. 

Seien also FE und rt, von der I. Art; es ist zu beweisen, dass rt nicht 
von der II. Art sein kann. 

1) Jeder Ringschnitt durch E oder 1, allein schneidet aus dieser 
Fliche, also aus t selbst ein Stiick heraus; es ist also nur zu beweisen, 
dass rt auch durch jeden Ringschnitt zerfallt wird, welcher iiber Q hin- 
weg alternirend durch FE und 1, verliuft. 

2) Sei R ein solcher Ringschnitt. Folgt man sie etwa von EF aus, 
so kommt eine Stelle, wo er iiber Q hinweg in rt, eintritt, und auf ine 
solche Eintrittstelle folgt eine, wo er aus t, wieder austritt. Ist, in dieser 
Weise gezahlt, 

a 

die Anzahl der Ein- also auch der Austrittsstellen, so wird R durch Q 
in 2 Abtheilungen zerlegt, von denen @ durch E und ebensoviel durch 
t, fiihren. Jeder von ihnen beginnt auf einem Rande von @ und endigt 
auf demselben Rande von Q, weil er sonst eine Verbindung zwischen EF 
und rt, herstellen wiirde, wihrend diese durch @ von einander abgelést 
sind. Wenn zwei von diesen Abtheilungen sich etwa in E kreuzen wiirden, 
so ergiben sie zusammen drei Querschnitte fiir EK. Aber das ist aus- 
geschlossen, da alle diese Abtheilungen Stiicke eines einzigen Ringweges 
R sind. Also wird R durch Q in a@ Querschnitte 1. Art von LF, und 
ebensoviel Querschnitte I. Art von rt, zerlegt. 

Bringt man diese fiir EF in irgend eine Reihenfolge, so zerlegt der 
erste E in zwei Stiicke I. Art (e); der zweite fiihrt durch eines dieser 
Stiicke und zerlegt dieses in zwei Stiicke erster Art. So setzt sich das 
fort, und es folgt, dass HE, mithin auch 1,, in « + 1 Stiicke zerfillt. 

Bei den vorliegenden Voraussetzungen wird also rt durch Q und R 
zusammen in 2a + 2 Stiicke zerlegt. Dass dies Stiicke I. Art sind, kommt 
nicht mehr in Betracht. . 

3) Dieselben Stiicke erhalt man auch, wenn man zuerst den Ring- 
schnitt R und dann erst Q ausfiihrt. 

Sei r’ die Flaiche, in welche rt durch den Ringschnitt R verwandelt 
wird und 


a 





a 


oc 


di 
di 


sO 








Querschnittstheorie. 501 


die Anzahl der Stiicke, aus denen rt’ besteht also entweder « = 1 oder 
(nach b)) «= 2. Ist 1, so ist +’ eine zusammenhingende Fliche, 
t Fliche Il. Art; der zu beweisende Satz behauptet, dass x = 2 ist. 

In der urspriinglichen Fliche t war @Q ein Ringschnitt oder ein 
Querschnitt I. Art; in ct wird Q von R 2e-mal gekreuzt. Ist Q ein 
Ringschnitt, so zerfallt er in 2a Querschnitte von tr’; ist Q ein Querschnitt 
I. Art, so ist 2«@-+1 die Anzahl der Querschnitte von t’,.in welche 
zerfallt. Um beide Fille zu umfassen, bezeichnen wir diese Anzahl durch 


2a+ 4, 
so dass g = 1, wenn Q ein Querschnitt, und g = 0, wenn Q ein Ring- 
schnitt von t ist. 

Wir zihlen die Anzahl der Stiicke, in welche r’ jetzt zerfillt, von 
Neuvem ab. Dafiir ist es nothwendig zu bemerken, dass im ersten Falle 
sich unter den Querschnitten, in welche Q zerfallt, mindestens Ein Quer- 
schnitt II. Art befindet, niimlich die Abtheilung, welche von einem Rande 
der urspriinglichen Fliche t bis zu einem Rande von R reicht. Sei 

A+4q 
die wirkliche Anzahl aller Querschnitte IJ. Art unter jenen, so folgt, mag 
Q Quer- oder Ringschnitt sein, 

4S0, 
und es bleiben 2c — A Querschnitte 1. Art von +’ iibrig. Aber da iiber 
die Beschaffenheit der Fliche tr’ nichts feststeht, so ist der Fall in Aus- 
sicht zu nehmen, dass auch einzelne von diesen keine Zerstiickelung von 
t’ nach sich ziehen. Sei w ihre Anzahl, also auch 

u>9, 
so bleiben 2c — A — w wirklich zerstiickelnde Querschnitte I. Art iibrig, 
und diese machen aus den x Stiicken, aus denen rt’ besteht, deren 

z+ 2a—A—ug. 

Aber das sind die nimlichen 2«-+ 2 Stiicke, die wir in Nr. 2 fanden, 
also ist 2a + 2—=x2-+2a—A—p,diid+pu=—ax—2. Daz kommt 
A4+uS0, das giebb «52. Aber wir wissen, dass x entweder = 1 
oder = 2 ist, also folgt r= 2,A4+u=—0,4=0, u=0. 

Beschranken wir uns auf das, was wir brauchen, so folgt, dass rt 
durch jeden Ringschnitt R zerstiickelt wird, auch wenn er nicht bloss 
durch EF oder rt, allein fiihrt, also ist, wie behauptet, r eine Fliache I. Art. 

Nehmen wir hierzu noch den selbstverstiindlichen Satz dass 

g) wenn zwar E von der I, aber t, von der II. Art ist, nothwendig 
t selbst auch von der letetern Art sein wird, 
so ergiebt sich durch Vereinigung beider der 
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Lehrsatz A. Von einer zusammenhiingenden Fliche x 
werde ‘durch einen Ringschnitt oder einen einzigen Querschnitt 
ein Stiick E abgelist, und sei rt, die Fiche, welche dann noch 
iibrig bleibt. Ist E eine Fliche I. Art, so sind stets t und 1, 
Fliéchen derselben Art. 

Um diesen Satz fruchtbar zu machen, bedarf es des Nachweises der 
charakteristischen Flichenstiicke I. Art /; zuvor wollen wir aber die ver- 
langte Umformung der Kriterien fiir Flichen I. Art zu Ende bringen. 

Sei r eine zusammenhiingende Fliche, Q ein Querschnitt I]. Art in 1; 
er verwandle r in eine Fliiche I. Art, welche ¢’ heissen mége. Es folgt 
1) Jeder Ringschnitt von tr’ schneidet ein Stiick aus 1’, also das niimliche 
Stiick aus t heraus, also wird rt durch jeden Ringschnitt zerfillt, welcher 
@ nicht iiberschreitet. 2) Sei ein Ringschnitt von +r, welcher, wenn 
man @ ausfiihrt, von diesem geschnitten wird. Durch diesen Ringschnitt 
wird t in eine Fliiche +t” verwandelt, welche entweder noch zusammen- 
hingt, oder aus zwei Stiicken besteht. Sei 

y 
die Anzahl der Stiicke, aus denen tr” besteht, und 
ce 


die Anzahl] der Punkte, in denen Q@ und R einander kreuzen. Wir ziihlen 
nun auf zwei Arten die Anzahl der Stiicke ab, in welche t durch Q und 
R zerlegt wird. 

1) Das sind zuniichst die Stiicke, in welche r’ durch R zerfillt. Es 
ist aber nach Voraussetzung tr’ eine Fliiche I. Art, die beiden Rander von 
Q, als Querschnitt I]. Art, haben sich mit den durch @Q verbundenen 
Randern von t zu einer einzigen Randcurve @ von 1’ vereinigt. Der 
urspriingliche Ringschnitt R wird durch Q in « Abtheilungen zerlegt, 
die emander nicht kreuzen, jede beginnt und endigt in einem Rande von 
@, also auf derselben Randcurve @ von 1’: sie sind hiernach simmtlich 
Querschnitte I. Art von rt’ und zerfillen demnach rt in « + 1 Stiicke. 

Durch F und Q zusammen wird also t in « + 1 Stiicke zerlegt. 

2) Das aber sind auch die Stiicke, in welche +” durch Q zerfiillt. 
Aber in dieser Flache list @ sich in a + 1 Querschnitte auf, darunter 
mindestens zwei von der II. Art, niimlich der erste und der letzte, da die 
Randcurve von t, in welcher einer von diesen beginnt, verschieden ist von 
dem Rande von F, in welchem er sein Ende erreicht. Sei 

a+2 
unter jenen die genaue Anzahl von Querschnitten II. Art, und unter den 
noch tibrigen « — 2— 1 Querschnitten I. Art 


u 
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die Anzahl derjenigen, welche keine Zerstiickelung nach sich ziehen; es 
bleiben «& — 4 — w— 1 zerstiickelnde Querschnitte iibrig, und diese machen 
aus den y Stiicken, aus denen t” besteht, deren y+ «@—A—yw—1. 
Das sind also die « + 1 vorigen; es folgt y+ «—A—yw—1l=e«+1, 
also A+ uw =y—2. Wiederum ist A50,u 50 alsot4+u50, yS2, 
wihrend y nur = 1 oder = 2 sein kann. Es folgt y=2, A=0, u=0. 

Beschrinken wir uns auf das, was fiir unsere Zwecke ausreicht, so 
haben wir den Satz: 

h) Wird eine zusammenhiingende Fliche durch einen Querschnitt IT. Art 
in eine Fldche I. Art verwandelt, so ist sie selbst eine Fiche dieser Art. 

Die Umkehrung dieses Satzes liegt auf der Hand: 

i) Wenn eine Fliiche I. Art iiberhaupt einen Querschnitt IT. Art ge- 
stattet, so wird sie durch denselben in eine neue Fliiche I. Art verwandelt; 
denn ein Ringschnitt, welcher letztere nicht zerstiickelt, wiirde auch die 
urspriingliche Flaiche nicht in Stiicke zerlegen. 

Beide Siitze zusammengenommen zeigen weiter, dass eine Fliche II. Art 
durch einen Querschnitt Il. Art niemals in eine Fliche I. Art, also, da sie 
durch ihn nicht zerstiickelt wird, stets in eine neve Fliiche II. Art ver- 
wandelt wird. 

Folglich wird durch einen Querschnitt II. Art der Gattungscharakter 
einer zusammenhiingenden Fliiche niemals geiindert. Und da dies bestehen 
bleibt, wenn zu jenem ein Querschnitt Il. Art nach dem andern kommt, 
so haben wir den 

Lehrsatz B. Durch Querschnitte II. Art wird die Art 
einer zusammenhiingenden Fiche niemals gedéndert. 

Dazu kommt nun noch eine Schlussbemerkung. 

Riemann nennt ecinfachzusammenhingend jede zusammenhingende 
Fliche, welche durch jeden Querschnitt zerstiickelt wird. Eine solche darf 
also keinen Querschnitt II. Art gestatien, also nicht mehr als eine Rand- 
curve haben. Sie darf auch nicht unter den Flichen IL. Art gesucht wer- 
den, denn eine (durch eine Randcurve) begrenzte Fliiche, welche durch 
einen Ringschnitt R nicht zerstiickelt wird, wird auch nicht zerfallt durch 
den Querschnitt [. ‘Art, welcher sich zusammensetzt aus R und einem vom 
Rande nach FR fiihrenden Querschnitt I. Art. Dazu gehért der Satz 

k) Die einfach zusammenhiingenden Flichen sind nichts anderes als 
diejenigen Fléchen I. Art, welche nur eine einzige Randcurve haben. 

Dass sie nur unter den Flichen dieser Art zu suchen sind, wurde 
soeben bewiesen; dass auch umgekehrt jede Fliche I. Art, die nur eine 


Randecurve hat, im Sinne Riemann’s einfach zusammenhingend ist, folgt 
daraus, dass nach d) eine Fliche I. Art durch jeden Querschnitt 1 Art 
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zerstiickelt wird und, wenn sie nur eine Randcurve hat, keinen Quersehnitt 
II. Art, sondern nur Querschnitte I. Art gestattet, also durch jeden Quer- 
schnitt iiberhaupt zerlegt wird. 


IV. 
Die Stiicke E und W erster Art einer Fliche 7. 


Um von diesen Lehrsitzen Anwendung machen zu kénnen, ist nur 
noch néthig, die charakteristischen Stiicke einer F'liche 7 nachzuweisen, 
welche zu den Fiachen I. Art gehdren und deren successive Ablésung, 
wenn sie fiir jedes Stiick durch einen einzigen Ring- oder einen einzigen 
Querschnitt erreicht wird, die Art der Fliche ungeindert lisst. 

Das sind nur zwei verschiedene Gattungen von Flichenstiicken. Die 
Stiicke der ersten Gattung sind solche, die sich auch aus einer Ebene 
herausschneiden lassen, also ebene Stiicke von 7; we ‘eine Bezeichnung 
wiinschenswerth ist, mégen sie als 


Stiicke E von T 


bezeichnet werden. Dass ein solches durch jeden Ringschnitt zerfallt, 
versteht sich von selbst, und liegt der complexen Integration in der 
Ebene zu Grunde. 

Ein Stiick der andern Gattung fallt aus 7 heraus, wenn ein Ring- 
schnitt in einem vollstindigen Umlauf um einen Verzweigungspunkt «a, 
aber nicht um mehr als einen, ausgefiihrt wird. Eim solches gewundenes 
Stiick von 7’ soll als ein 

Stiick W oder W(a) von T 

bezeichnet werden. Dass es eine Fliche I. Art ist, beweist man am ein- 
fachsten, indem man durch dasselbe vom Verzweigungspunkte « aus eine 
geniigende Anzahl radialer Schnitte nach seinem Umfange fiihrt. Die 
beiden ersten Schnitte zusammen und alsdann jeder folgende fiir sich 
allein sind lauter Querschnitte I. Art; jeder von ihnen lést von W ein 
Stiick E ab, also ein Stiick I. Art nach dem andern; was iibrig bleibt, 
ist selbst ein Stiick KF und von derselben Art wie W, mithin W von der 
I. Art. 

Mit diesen ebenen Stiicken EF und den gewundenen Stiicken W sind 
aber alle charakteristischen Stiicke I. Art von 7 erschépft, indem 7’ selbst 
und jeder Theil von 7' durch eine hinreichende Anzahl von Ring- und 
Querschnitten in solche Stiicke HE und W aufgelist werden kann, und die 
Frage nach dem Gattungscharakter von 7’ nur davon abhingt, wieviel 
solcher Schnitte zur Ablésung eines solchen Stiickes erforderlich sind. 
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V. 
Die zweibliittrige Fliche 7 mit einer einzigen Doppellinie. 


Wir beginnen mit der einfachsten Riemann’schen Fliche, der zwei- 
blattrigen Fliche mit einer einzigen Doppellinie. Es ist nach dem Voran- 
gehenden sehr leicht zu beweisen, dass sie von der I. Art ist: aber der 
Beweis selbst und einige Nebenumstiinde, die sich dabei ergeben, liefern 
uns die Hiilfsmittel, mit denen wir auch in allen folgenden Fiillen aus- 
reichen. Eine gewisse Ausfiihrlichkeit an dieser Stelle wird dem Folgen- 
den zu Gute kommen. 

Seien also zwei Ebenen FE, und F, in emer einzigen Doppellinie A 
aneinander geheftet; die Endpunkte «, 8 von A sind dann die Verzweigungs- 
punkte der so entstandenen Fliche 7. 

1) Ein Ringschnitt b zerlegt die Ebene EF, 
in zwei Theile, einen fiussern und einen innern 
E,'; fiihrt 6 in der Fliche 7 um A herum, so 
fallt jener ab, dieser bleibt an EF, haften, und 
bildet mit FE, zusammen eine Fliiche gleicher Art 
wie 7. 

2) In dieser Flaiche fihren wir von } aus, 
also in EZ,’ beginnend, einen Querschnitt I. Art Q, 
so aus, dass er zuletzt um « kreist, bis er sich 
schliesst. Er schneidet aus der Flache ein Stiick 
W,, heraus, was von der Fiche iibrig ist, ist von 
der friihern Art. 

3) In dieser Fliche fiihren wir einen zweiten 
Querschnitt I. Art Q, aus. Er beginnt in E,’ auf 
dem Rande von W,, folgt dann dem Rande von 





+ 
E,{ und endigt mit einem vollstiindigen Umlauf um £. Er schneidet aus 
der vorigen Fliche ein Stiick W, heraus, lisst also die Art der Fiche 
ungeindert. A a 

In dieser Fliche ist FE,’ villig abgelést von E, aber es haftet noch 
_ — ' 
E, an E,' von W,, bis W,. 


4) Nun fiihre man noch einen Querschnitt 7 


I. Art Q, aus, er folge dem Rande von Ey und 
fiihre von W, bis W,. Er lést das, was von 
E,’ nach Ausscheidung von W, und W, noch 





iibrig geblieben ist, von E, véllig ab: von 7 ist nur noch F,, mit emer 
sofort zu erwihnenden Modification iibrig, das ist eine Fliache I. Art, also 
ist auch 7’ von der I. Art. 
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Was hier vorgegangen ist, wird sich im Folgenden stets wiederholen. 
Wir werden dann néthigenfalls b als einen zur Doppellinie A gehérigen 
Ringschnitt und Q,, Q, Qs als die drei zu b, A gehérigen Querschnitte 
bezeichnen. 

Abgesehen vom iiussern Theile des Blattes F,, beziiglich dessen sich 
bei den folgenden Aufgaben andere Verhiiltnisse einstellen werden, leisten 
die drei zu b, A gehérigen Querschnitte folgendes: 1) dass der innere 
Theil E,’ von E, nebst Stiicken von FE, ohne Aenderung der Flachenart 
abgelést werden, und 2) in E, eine Liicke entsteht, indem die zu W,, W, 
gehérigen Stiicke von FH, ausgefallen sind, aber ihre Riander sind durch 


die von Q, und Q, herriihrenden Schnittrinder von F, und von E, zu 
einer einzigen Randcurve vereinigt. 

Das sind die Operationen und die dabei aufzufassenden Umstiinde, 
auf welche wir im Folgenden Bezug nehmen werden. 


VI. 
Die Fliche 7 der elliptischen Functionen. 


Sei 7 wieder eine zweibliittrige Flache aber mit zwei Doppellinien 
A und A, also vier Verzweigungspunkten « Bp y 0; A reiche von « bis 8, 
A, von y bis 0. 

Diese Flache ist nicht von 
der I. Art. Man fiihre iiber das 
erste Blatt von 7’, welches 
wieder E, heisen mége, einen 
Ringschnitt 6, um A,, so ent- 
steht eine Flache r, von welcher wir beweisen werden, dass sie eine zu- 
sammenhingende ist. Daraus folgt dann, dass 7’ selbst von der II. Art ist. 


(o) 





_ oo _ 
Seien b,, b, die beiden Riinder von b,, und zwar b, derjenige, welcher 


- + 
A, zugewandt ist. Alle Wege durch 7, welche zu b, fiihren und von 6, 
aus weiter fortzusetzen sind, sind unterbrochen; aber man kann ihre Ver- 


bindung durch einen Umweg a, wieder herstellen, der von b, durch A,, 
dann iiber FE, nach A und durch die Doppellinie hindurch wieder tiber 


E, nach b, fiihrt. Man kann also in der Fliche rt noch von jeder Stelle 
aus jede beliebige Stelle von 7’ erreichen, r ist also eine zasammenhingende 
Fliche, T selbst eine Fliche II. Art. 

Aber t ist eine Flache I. Art. Zum Beweise fiihre man iiber FE, zu- 
nachst den zu A gehérigen Ringschnitt b aus; alles was vom Blatte E, 
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ausserhalb b und b, liegt, fallt ab; was iibrig ist, ist von derselben Art 
wie t und besteht aus Z, und den von b bis A und von b, bis A, reichen- 
den innern Theilen FE,’ von E,. Diese. 
werden durch die drei zu b, A und die 
drei zu b,, 4, gehérigen Querschnitte 
Q, Ge Ys abgelist, wieder ohne Aenderung 
des Flachencharakters. Was iibrig bleibt; 
ist E, mit den beiden von A, A, herriihrenden Liicken, also eine Fiche 
I. Art; also ist auch t eine Fliche I. Art, wie behauptet wurde. 


b, 





= + 

Aber diese Fliche I. Art + hat zwei Randcurven, b, und by, sie ge- 
stattet also einen Querschnitt IJ. Art, ohne zu zerfallen und ohne ihre 
Art zu iindern. Dafiir nehmen wir . 


den Schnitt lings des vorhin benutzten (0 
Umweges a,; t verwandelt sich in —A__ 
eine Fliche I. Art 7”, die vier Schnitt- 


rander pb,q, qa,*, ris, Sa,p ver- 
einigen sich zu einer einzigen Rand- 
curve, also folgt, dass diese Fliiche T’ 
eime einfach zusammenhdngende ist. 

Wihrend also +t durch jeden 
Ringschnitt, aber nicht durch jeden Querschnitt (z. B. a,) zerstiickelt 
wird, wird 7” durch jeden Ring- und jeden Querschnitt in Stiicke zerlegt. 

Es ist wohl zu beachten, dass diese Untersuchung nur den Zwecken 
der Inteyralrechnung dient. Wir treten in diese Frage sofort ein, um 
so mehr als das, was sich im vorliegenden Falle noch mit geniigender 
Einfachheit herausstellen wird, vollkommen ausreicht, um die ndéthige 
Aufklirung in die folgenden, wenn auch noch so verwickelten Fille zu 
bringen. Sei 


(T) 





8 = V(z—«) (e—B) (e—7) @—8) 


die Irrationalitit, welche der vorliegenden Fliche 7’ eindeutig zugeordnet ist, 


[> 
w=] - 
e 


das zugehérige Integral 1. G. Auf diesen Fall beschriinkt, besteht die der 
Integralrechnung angehdrige Frage, welche den Anlass zur Flichentheorie 
giebt, darin, ob und unter welchen Umstiinden zwei verschiedene Wege 
al,z, al,zg durch J denselben Werth fir w liefern; allgemeiner in der 
Aufgabe, wenn w,, w, die Werthe sind, welche sich auf diesen Wegen 
fiir w ergeben, den Werth von w, — w, zu ermitteln. Das ist der Werth 
den das fdw auf dem Wege al,zl,a erlangt, als Ringweg heisse er R. 


& 
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Die Frage lisst sich beantworten, sobald R ein Stiick der Flache 
abgrenzt. In der Fliche 7 ist das nicht bei jedem Ringwege FP der Fall, 
wohl in der Flaiche r. Fiir diese soll also w, — w, ermittelt werden. 

Sei demnach R Ringweg durch 1; er zerfallt c in zwei Stiicke LE 
und F, und sei FE dasjenige von beiden, welches bei der beabsichtigten 
Integration in positiver Richtung umlaufen wird. 

Beziiglich E sind nun folgende drei Fille herstellbar, also méglich: 
erstens der Fall, wo E von R allein begrenzt ist; zweitens der Fall, wo 


+ 
R und ein Rand von 6,, etwa b, die Begrenzung von F bilden; und drittens 


ao _ 
der Fall, wo die Begrenzung von FE aus FR, b, und b, besteht. 
In allen Fallen ist das iiber die ganze Begrenzung von EF in positiver 
Richtung erstreckte fdw = 0: 


few == (). 


(£) 
+ - 
Zu ihm liefert R in allen Fallen den Beitrag w,— w,; seien B, B die 


co — 
Beitrage, welche 6,, b, in den iibrigen Fiillen liefern, so haben wir in 
den drei aufeinanderfolgenden Fiillen 


+ + = 
(1) w,$—w,=—0, (2) u4—u,+B=0, (3) wu,—w,+B+B=0. 


- + 
Aber da im dritten Falle b, mit denselben Werthen von s wie b, aber 


- + 
in entgegengesetzter Richtung durchlaufen wird, so ist B= — B, und 
wir erhalten 

in den Fiillen (1) und (3): wy = w,, 


oP 
im zweiten Falle: W, = w, + B. 


Die Frage nach der Beziehung zwischen w, und w, liisst sich also in der 
Flache rt beantworten, und insofern lést die Fliche t die Aufgabe so, wie 
sie urspriinglich gelautet hat. 

Aber die Liésung, welche wir finden, zeigt, dass man die urspriing- 
liche Aufgabe vervollstindigen kann und an ihre Stelle, so weit sie das 
Integral I. G. betrifit, die Frage stellen kann, ob sich die Flaiche rt so 
modificiren lisst, dass der zweite Fall unméglich wird, denn dann liefern 
alle Wege zwischen denselben Endpunkten denselben Werth fiir w, und 
w ist emdeutig geworden. 

Das ist erreicht, wenn man bewirken kann, dass entweder kein Rand 
von 6, oder beide zur Begrenzung von E gehéren. Dies leistet der Quer- 
schnitt a,, da a, und 6, zusammen nur eine einzige Randcurve ergeben. 
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Ist E Stiick von 7”, so ist entweder R allein seine Begrenzung, oder diese 

besteht aus R und der genannten vollstindigen Randcurve; zum J dw liefert 
: (£) 

R den Beitrag w,— w,, die Integration iiber gegeniiberliegende Theile 

der Randcurve hebt sich iiberall auf; es folgt w,— w, =0, d. h. w,=w,, 

also ist w, auf’ die einfach zusammenhdngende Fliche T’ beschrinkt, eindeutig. 

Und das riihrt, wie man deutlich erkennt, einzig und allein davon 
her, dass die Riinder des Schnittpaares a,, b, eine einzige Randcurve 
bilden, dass" sie also entweder ganz oder gar nicht zur Begrenzung von 
E gehért, und dass die Integrationen iiber diese Randcurve einander auf- 
heben. 

Dies ist also der Grund, wesshalb man schon im vorliegenden Falle 
die Flache t aufgiebt, und zu Zwecken der Integralrechnung sich der ein- 
fach zusammenhangenden Fiche 7” bedient, obgleich auch t die urspriing- 
liche Frage der Integralrechnung lost. 


VI. 
Die allgemeine Fliiche 7 der ultraelliptischen Functionen. 


Der Lehre von den ultraelliptischen Functionen von beliebigem Genus 
p liegt die Irrationalitit 


s = V[(e—«) (eg—a,) (e—aq)- -- (2— G5 41)] 
zu Grunde, wo unter dem Wurzelzeichen das Product aus 2p + 2 un- 
gleichen Wurzelfactoren steht, also die 2p-+ 2 Werthe wa,---a,,4 
ungleich sind. Um sie eindeutig zu machen, bedarf es einer zweifachen 
#Ebene T, deren Blatter E, und E, in p+ 1 Doppellinien AA, --- A, 
zusammenhiingen. Man kann diese, ohne an der Zuordnung der Werthe 
von s zu den Punkten der Fliche etwas zu findern, so anlegen, dass A 








von « bis «,, A, von a bis a,,-*- A, von ay, bis a,,,°-* und A, von 
Uy, bis a», reicht. 

md _ = —_— — = (T) 
@ q, a & Oey Crprs a, Qe ” 


Dass diese Fliche von der II. Art ist, ergiebt sich wie im vorigen Falle, 


indem man durch E, um jede der p Doppellinien A, A,---A, einen zu- 


gehérigen Ringschnitt b, b,---b, legt. Dann entsteht eine neue Fliche r, 





4, ba b 


von der man wie im vorigen Falle beweist, dass sie eine zusammen 
hingende ist. 
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Aber diese Fliche t ist von der I. Art, a. h. sie wird durch jeden Ring- 
schnitt in Stiicke zerlegt. 

Der Beweis wird geleistet, indem wir von dieser Fliche rt ein Stiick 
I. Art nach dem andern ablésen, und zwar das erste durch einen Ring- 
schnitt, jedes folgende durch einen Querschnitt I. Art, und zwar so lange, 
bis als Fliche gleicher Art wie rt ein ebenes Stiick iibrig bleibt. 

Diesen Ringschnitt fiihren wir durch FE, um A: es ist der Ringschnitt 
b der folgenden Figur; er lést den ausserhalb 6 b,---b, liegenden Theil 


é 6 b 
(-) 


von E, ab und lisst iibrig eine Fliiche, welche aus /, und den inneren 
Theilen EF,’ von E, besteht. Diese nebst zugehérigen Stiicken von L, 
lésen wir ab durch die drei zu b, A, zu b,,4,,--- zu b,, 4, gehérigen 





p? 
Querschnitte Q, Y, Q,: was iibrig bleibt, hat den urspriinglichen Flichen- 


charakter, ist aber nichts anderes als FE, mit den von AA, --- A, her- 
riihrenden Liicken, also eine Fliche I. Art: folglich ist auch rt selbst von 
dieser Art, wie behauptet. 

Sei wieder w ein Integral I. G., um es an dieser Stelle wieder bei 
diesem einfachsten und wichtigsten Falle zu lassen, und seien w,, w, die 
Werthe, welche w auf den durch rt fiihrenden Wegen al,z, al,z erlangen, 
mithin w, — w, der Werth, den das fdw auf dem Ringwege al,zl,a, den 
wir R nennen, erhilt. Dieser Weg zerlegt t in zwei Stiicke F und F; 
sei wieder F dasjenige, an welchem diese Integration in positiver Richtung 
vorbeifiihrt. Gehéren beide Rinder eines Ringschnittes b, zur Begrenzung 
von FE, so hat das, wie beim elliptischen Integral w, auf den Werth 
von w,—w, gar keinen Einfluss; welchen Werth w, — w, hat, hingt 
nur davon ab, ob von einigen dieser Ringschnitte nur ein Rand zur 
Begrenzung von E gehért, und welche das sind. Das richtet sich, wenn 
der Weg /, gegeben ist, ganz und gar nach der Wahl von /,; in jedem 
Falle kann man w, — w, ermitteln, aber nicht in jedem Fall findet sich 
dies = 0. 

Begniigt man sich nicht mit der Reduction von w, auf w,, so ist 
der Weg gewiesen um w eindeutig zu machen, so nimlich dass stets 
w,— w, =O wird. Man darf, um das zu erreichen, die Fliche nur so 
einrichten, dass, so oft irgend ein Schnittrand zur Begrenzung von E gehirt, 
der gegeniiberliegende Rand thr auch angehért. 

Fir b, leistet das der Querschnitt Il. Art a,, den wir bei der Fliche 
der elliptischen Functionen benutzten, und zwar leistet er dies zugleich 
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fiir sich selbst, weil die Rinder von a,, 6, zusammen eine einzige Curve 
bilden, die hiernach entweder ganz oder gar nicht zur Begrenzung von 
E gehirt. Fiir b, ergiebt das nach dem njimlichen Muster einen Querschnitt 
II. Art a, u. s. w. bis 6,, zu dem sich ein Querschnitt II. Art a, ergiebt. 





(T 





So erhalt man jetzt p Schnittpaare a,b,, a,b,,---a,b,, und die 
Fliche 7',, in welche sie 7’ verwandeln, ist ee zusammenhiingende Fliche 
I. Art. Auf sie beschriinkt, ist jedes Integral I. G. eindeutig. 

Aber diese Fliiche hat p Randcurven, ist also keine einfach zusammen- 
hingende. Fordert die Aufgabe eine solche, was bei den Integralen der 
Classe nie der Fall ist, so hat man nur zu bewirken, dass alle Randcurven 
sich zu einer einzigen vereinigen. Das erreicht man durch Querschnitte 
Il. Art: einen von der ersten Randcurve zur zweiten; seine Riander ver- 
einigen sich mit beiden Randcurven zu einer einzigen; von dieser fiihrt 
man, mit dem gleichen Erfolge, einen zweiten Querschnitt II. Art zur 
dritten Randcurve von 7,; fahrt man so fort, so erreicht man das vor- 
gesteckte Ziel durch » — 1 Querschnitte II. Art. Diese kann man, nach 
dem, was soeben ausgefiihrt wurde, so anlegen, dass man auf einem Rande 
des ersten einen Punkt @ annimmt, und von diesem die p — 2 folgenden 
alle ausgehen lisst. Dann lassen die p— 1 Querschnitte II. Art sich 
auch ansehen als ein Biindel von p Schnitten ¢,¢,---c,, die alle von @ 
ausgehen und, ohne einander zu schneiden, durch die Fliche 7, nach den 
Rindern von a,,, @,b,,--- a,b, fiihren. 

Dann entsteht ein Schnittnetz, welches aus p Querschnittbiindeln 
(14, b,, Cydgdy, - - -¢,a,b, besteht, und die Fliche 7’ in eine einfach zusam- 


ppp 
menhingende 7’ verwandelt. 


VIL. 
Die allgemeine »-blittrige Fliche 7. 


Diese Principien erledigen auch den Fall, welcher der allgemeinen 
Lehre von den Abel’schen Functionen zu Grunde liegt, und bei dem die 
Fliche 7 aus beliebig viel Blittern besteht, aber der Zusammenhang 
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zwischen denselben nur durch Doppellinien zwischen je zwei Blattern 
vermittelt wird. Seien also EL, E,---E, die Blatter von 7, 

n 
ihre Anzahl und 

d 
die Anzahl ihrer Doppellinien. Zuniichst ist die Vorfrage zu erledigen, 
wie man es sich zu denken hat, dass » Ebenen durch d Doppellinien in 
Zusammenhang gebracht sind. 

An FE, muss wenigstens ein anderes Blatt angeheftet sein, weil EF, 

sonst mit 7’ nicht zusammenhinge. Sei FE, an EF, angeheftet. Dazu ist 
eine Doppellinie erforderlich und hinreichend; sei 


1+ a, die wirkliche Anzahl aller Doppellinien zwischen F, und F,, 
also a, > 0. 


Eine von diesen wihle man als fiir den Zusammenhany zwischen FE, und — 


E, wesentlich heraus; die a, iibrigen sind dann entbehrlich 1) fiir den 
Zusammenhang zwischen EF, und F,, also 2) fiir den Zusammenhang von 
T selbst. 

Mit diesen 1 + a, Doppellinien bilden F, und EF, eine zusammen- 
hingende Fliche, welche wir E,, nennen werden. 

An £,, muss mindestens ein anderes Blatt E, angeheftet sein, sei 


1+ a, die wirkliche Anzahl aller Doppellinien zwischen E,, und £,, 
also a, 5 0. 
Unter diesen wihle man eine, D,, als fiir den Zusammenhang zwischen 
E,, und FE, wesentlich heraus; die a, iibrigen sind dann fiir diesen und 
fiir den Zusammenhang von 7 selbst entbehrlich. Mit diesen 1 + a, 
Doppellinien bilden E,, und EF, zusammen eine Fliche £,,,. 

Mit dieser muss irgend ein Blatt E, in 1 + a,, a; 5 0 Doppellinien 
zusammenhingen, von denen irgend eine, D,, wesentlich ist, die a, iibrigen 
iiberzihlig sind. Zusammen bilden E,,., und EF, eine Flache £,,,,. 

So setzt sich die Schlussweise fort bis zu einer aus den »— 1 Blittern 
E, E,---E,_, gehefteten Fliche F,,...,_,; an sie muss E, geheftet sein; 
ist 1 + a,_, die Anzahl der Doppellinien, welche das leisten, so ist irgend 
eine von ihnen, D,_,, fiir den angegebenen Zweck wesentlich, die a, _, 
iibrigen sind entbehrlich. 

So erhalten wir 1) »—1 Doppellinien D, D, --- D 


, welche fiir 


n—1 


den Zusammenhang der » Blitter ausreichen aber auch unentbehrlich sind, 
und 2) wenn a, +a, +---+4,_, =p, also pS 0 ist, noch p andere 
Doppellinien, welche fiir den Zusammenhang von 7' entbehrlich sind. Dies 
giebt als Anzahl aller Doppellinien von 7’ 


d=n—1-+ > p. 
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Ist also eine n-blittrige, zusammenhiingende Fliche 7 nur in Doppel- 
linien geheftet, so ist die Anzahl derselben 


dSn— i. 


Ist insbesondere d > nm — 1 und 


d=n—1+p, 
so kann man aus diesen Doppellinien auf mindestens eine Art eine Gruppe 
von ” — 1 Doppellinien 

D, D; +++ Dy_s 
herausheben, welche die » Blatter der Fliche in Zusammenhang bringen, 
und dann bleiben p Doppellinien 


A, A,--- A, 
iibrig, welche fiir den Zusammenhang der Blatter entbehrlich sind. Jene 
werden wir als die wesentlichen, diese als die iiberziihligen Doppellinien 
der Fliche 7’ bezeichnen. 

Die Untersuchung dieser Fliche 7’ griindet sich auf ihre Beziehung 
zu der einfacheren Fliche, welche entsteht, wenn zur Heftung von /, F,--- 
nur die wesentlichen Doppellinien D, D, ---D,_, verwendet werden; wir 
wollen dieselbe als eine 7’? bezeichnen, so dass, wenn bei der obigen 
Entstehungsweise von 7’ ebenfalls nur diese Doppellinien, aber nicht die 
iiberzihligen benutzt werden, EF, eine 7,°, E,, eine 7,°,--- E,»...,,-, eine 
T°, heissen wird. 

«. Diese Fliche T,° ist von der I. Art. 

Sie entsteht, indem FE, mittelst der Doppellinie D,_, an eine 7,?_; 
geheftet wird. Man fiihre durch FE, einen Ringschnitt b um D,_,; er lost 
den iiussern Theil von E, ab, den innern lése man ab durch die drei zu 
b, D,_, gehérigen Querschnitte Q, Q, Q;; was tibrig bleibt, ist von der- 
selben Art wie 7'?. Aber was iibrig bleibt, ist 7:°_, bis auf eine von D,_, 
herriihrende Liicke, vermége deren an 7,?_, ein ebenes Stiick fehlt, und 
ist aus diesem Grunde von derselben Art wie die vollstindige Fliche 7')_,. 
Also sind 7:0, T°_,, T,°,--- 72, T? alle von derselben, mithin alle von 
der I. Art. 

B. Fiihrt man in der Fliiche T um jede itiberzihlige Doppellinie 
A, 4,--- 4, in einem der beiden Bitter, zu denen sie gehirt, einen Ring- 
schnitt b, b,---b, aus, so erhilt man eine Fliche +t, welche noch zusammen- 
hiingt und von der ersten Art ist. 

Dass die Flaiche rt eine zusammenhingende ist, ergiebt sich sofort, 
wenn man fiir jeden Ringschnitt b den fusseren Theil des Blattes, auf 
dem er ausgefiihrt ist, unterscheidet vom innern, welcher von b bis zur 
zugehérigen Doppellinie A reicht. Der Zusammenhang zwischen allen 


n 
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aussern Theilen ist durch die wesentlichen Doppellinien gesichert, an ihnen 
haften die innern Theile in den iiberzihligen Doppellinien. 

Um die Art der hiernach zusammenhingenden Fliche t zu ermitteln, 
lése man diese innern Theile ab durch je drei zu b,A,, zu b,A,, --- 
und zu b,A, gehérige Querschnitte Q,Q,@Q, was den Charakter der Fliche 
nicht fandert. Uebrig bleibt dann 7’? mit p ebenen Liicken, also eine 
Fliche I. Art, mithin ist auch t eine Flache I. Art. 

Bei jedem Ringschnitte b unterscheiden wir seine beiden Rinder, 


= + ; 
indem wir den einen Db, den andern b nennen. In der zusammenhiingen- 
den Fliche +r fiihrt ein Weg von b, nach dem gegeniiberliegenden Punkte 


von bs; schneidet man ihn durch, so hat man eizien Querschnitt II. Art a,; 
die neue Fliche ist 1) eine zusammenhiingende und 2) von der friihern, 
also der ersten Art. Die Riander von a,, b, vereinigen' sich zu einer ein- 
zigen Randcurve, welche a,b, heissen mége. In dieser neuen Flache fihrt 


- + 
auch ein Weg von b, zum gegeniiberliegenden Punkte von b,: durch- 
geschnitten, liefert er eimen Querschnitt II. Art a,, seine Rinder ver- 


= + 
einigen sich mit b, und b, zu einer einzigen Randcurve a,b,, und die 
Fliche ist noch immer eine zusammenhiingende von der I. Art. Diese 
Schlussweise setzt sich fort, und es folgt: 


y. In der Fliche t kann man, ohne ihren Zusammenhang zu zer- 
stiren, die Rénder jedes Ringschnittes b,, durch einen Querschnitt II. Art 
a, verbinden. Dann erhilt man fiir die urspriingliche Fiche T p Schnittpaare 
a,b,, dgb,,--+ a,b,, welche sie in eime zusammenhiingende Fiche T, ver- 
wandeln, und diese ist von der I. Art. Auf sie beschrénkt ist jedes Integral 
I. G. eindeutig. 

Aber diese Fliche hat p Randcurven a,b,, a,b,, --- a,b,, ist also 


PP 
keine einfach zusammenhingende. 


6. Um diese Fliche T, in eine einfach zusammenhdngende T’ zu ver- 
wandeln, ist es ausreichend, von irgend einem Punkte @ aus durch T, nach 
jeder Randcurve einen Schnitt zu fithren, c, nach a,b,, c, nach dyby,-- + ¢, 


nach a,b,, aber so, dass diese Schmitte c, c,---¢, ausser w einander nicht 


mehr kreuzen. 


Denn unter dieser Voraussetzung bilden ¢,¢, zusammen einen Quer- 
schnitt II. Art zwischen a,b, und a,b,, mit diesen zusammen also eine 
einzige Randcurve; diese wird durch ¢, mit a,b, zu einem einzigen Rande 
vereinigt u. s. w., so dass 7”, weil nur Querschnitte II. Art zur Ver- 
wendung kamen, eine zusammenhiingende Fliche 1. Art, und weil sie nur 
noch eine Randcurve hat, eine einfach zusammenhingende Fliche ist. 
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Das Schnittsystem dieser Fiche ist sehr leicht zu tibersehen. Fiihrt 
man, wie tiblich ist, jeden Schnitt c, nach einer Ecke des Schnittpaares 


a,,b,,, 80 bilden diese drei Schnitte ein Querschnittbiindel ¢,a,,b,,, und aus p 





vom nimlichen Punkt  ausgehenden Querschnittbiindeln setzt sich das 
ganze Schnittsystem zusammen. 

Liisst man es in der Reihenfolge entstehen, dass man in der Fiche 
T zuerst die p Schnitte c, c,---¢, anlegt, so bilden diese zusammen einen 
Punktschnitt, und an seine Aeste ¢, ¢,-+- ¢, sind dann die Querschnittpaare 
a,b,, dgb,,-+- a,b, angehingt. 

Die Anzahl 

p= d — (n—1) 

dieser Querschnittpaare ist durch die Zahl der Blatter und der Doppel- 
linien der Fliche 7' véllig bestimmt und heisst das Genus der Fliche T 
selbst und der ihr zugeordneten Classe von algebraischen Functionen. 
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Bemerkungen zum Weierstrass’schen Doppelreihensatz und zur 
Theorie der gleichmassig convergenten Reihen. 


Von 


F. v. Dauwiex in Marburg a. L. 


§ 1. 
In der z-Ebene sei ein endliches und einfach zusammenhiingendes 
Gebiet © gegeben und in © (einschliesslich der Begrenzung) seien die 
monogenen Functionen 


fol), f(), a f), rae 
frei von Singularitiiten und die Reihe 
» ae 
F= 5'f,)*) 
gleichmiissig convergent (absolut oder nur bedingt). F ist dann eine 


stetige Function des Ortes in &. 
Cauchy und Briot-Bouquet**) haben den Satz aufgestellt: Sind 


PAO und >t @ beide in & gleichmiissig convergent, so ist PAO 
eine monogene Function und a f.’ (2) ihr Differentialquotient. 

In dieser Form ist der Satz noch in neuere Werke, z. B. in Jordan’s 
Cours d’Analyse (2. Aufl., 1. Band, 8. 314, § 331)***) und in Fricke’s 
analytisch-functionentheoretische Vorlesungen (5S. 124, 25) iibergegangen. 

Man kann jedoch leicht das Integral von F' fiir einen in © ver- 


laufenden Weg von 2, nach 2, untersuchen, es ist gleich > fi f, (2) dz, d. h. 


unabhiingig von solchen Aenderungen des Weges, bei denen 2, und 2, fest 
bleiben. Und aus Betrachtung einer unendlich kleinen Verschiebung von 


*) » geht von 0 bis oo. 
**) Bei Cauchy ist noch nicht von gleichmiissiger Convergenz die Rede. 
**) Tm Inhaltsverzeichniss steht der Satz in weit grisserer Allgemeinheit aus- 
gesprochen, als er im Text bewiesen ist, und zwar gerade in der nachher zu be- 
sprechenden richtigen Form. 








® 
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2, folgt sofort, dass das Integral in Bezug auf z, einen eindeutigen (von 
der Richtung unabhingigen) Differentialquotienten hat und dass dieser 
gleich dem Werth von F in 2, ist. Darum ist das Integral eine monogene 


Function der oberen Grenze, und Fo > hil 2) ist als der zugehdrige 
Diffferentialquotient auch monogen. So hat die gleichmiissige Convergenz 


von > f.@) allein schon den monogenen Charakter der Reihe zur Folge. 


§ 2. 

Weiter kann man zeigen, dass > fi) mindestens in einem Gebiet 
®&’ gleichmissig convergirt, welches aus & durch Wegnahme eines Rand- 
streifens hervorgeht, und dass PAO in & den Differentialquotienten 
von 4 (2) darstellt*), Als ich vor Jahren in Géttingen diese Siitze 


vortrug, stellte ich fest, dass Herr Burkhardt schon Beweise dafiir besass, 
die er spiter in § 50 seiner functionentheoretischen Vorlesungen Bd. I 
verdffentlichte. Darum gehe ich auch auf den letzten Satz nicht niiher ein. 


Bemerkt sei noch, dass gleichmiissige Convergenz von > |f,(@)| in 


® ebensolche Convergenz von 4 fi f,(z)dz in © und von >| f,’ (2)| 
in & zur Folge hat. 


e 


§ 0. 

Die Beschrankung auf ein Gebiet einfachen Zusammenhanges lisst 
sich leicht beseitigen. In einem mehrfach zusammenhiingenden Gebiet 
hért im wesentlichen nur die Hindeutigkeit der Reihe der bestimmten 
Integrale auf. Bei einem Gebiet aus mehreren getrennten Theilen hat 


=. (z) natiirlich in jedem Theil den Charakter einer monogenen Func- 


tion, ohne dass im Allgemeinen diese einzelnen Functionen durch ana- 
lytische Fortsetzung zusammenhiingen werden. 


*) Dieses Ergebniss widerspricht durchaus nicht dem Satz, dass >’ - cos (a”- x) 
bei b<1 und ab>1i1-+ > nirgends einen Differentialquotienten hat. Denn diese 


Reihe convergirt nur bei reellem 2; sobald « eine complexe Grisse mit noch so ge- 
ringem imaginiiren Theil ist, wachsen die Glieder mit » ins Unendliche. — Interessant 
war mir immer die Anmerkung von Du Bois-Reymond [Journal f. Math. Bd. 79, 8. 31], 
aus der hervorzugehen scheint, dass nach Weierstrass die Reihe schon bei ab > 1 
keinen Differentialquotienten mehr hat. In den Weierstrass’schen Veriffentlichungen 
selbst (,,Abhandlungen aus der Functionenlehre“ und ,,ges. Werke‘) ist dieser Punkt 
nicht beriihrt. 
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Die Uebertragung der Siitze auf mehrfache unendliche Reihen und 
auf einfach oder mehrfach unendliche Producte braucht nicht niaher be- 
sprochen zu werden; manches in der Lehre von den Product-Entwicklungen 
ganzer transcendenter Functionen wird dadurch erheblich vereinfacht. 
Allgemeine Folgerungen iiber den Riemann’schen Functionsbegriff und 
eine Stelle in Riemann’s- Dissertation bespreche ich in § 5. 


§ 4. 
Jetzt werde zuniichst ein bekannter Weierstrass’scher Satz als eine 


fast selbstverstindliche Folge des Laurent’schen Satzes und der Sitze von 
§ 1 erwiesen. 


Fiir 0 < R, <|z2| < R, seien die Reihen 


“ 

(I) P,(2) =) a". a ' (v= 0, 1, 2,---) 
—2,+@ 

convergent. Dann convergiren sie gleichmissig fiir R, + d<|z|<R,—d 

(bei kleinem positiven 6), und in diesem Bereich sei auch 


a) > P.@) ->( >“) 


0, © —2,+@ 
gleichmiassig convergent (bedingt oder unbedingt). 


Die Doppelreihe ist in diesem Kreisring eine monogene Function 
F(z) und lasst sich nach dem Laurent’schen Satz in eine Reihe 


(11) ys, e* 


— 2, +H 


entwickeln, die mindestens fiir R, + 0<|z|< R,—@ convergirt, also 
fir R, + 0 <|z2|< R, — 0’ (wo 6 >60 ist und im Grunde auch nur 
die Bedingung erfiillt, wesentlich positiv zu sein). Dabei ist 


v Me \ 
_ =4 re 2 (v) dg 
unin fthanc [(3 Se-r) 8 


0,02 —@,+a 


= /(> See) dg 


0,0 —x,+o 





und man kann durch zweimalige Anwendung des Satzes von § 1 die 
Integration gliedweise ausfiihren. Dabei erhilt man aus der bekannten 


+1---w=x 
Sal gure td = 
a O---w2x 


Formel 
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den Ausdruck 


(IV) A, = >) al? 
0,2 - 


und hiermit ist fiir jedes z im Innern*) des urspriinglich gegebenen Kreis- 
ringes der Satz erhalten: 


ee 2 atm 3 (Se) 
- 2 0, 


a 


(wobei wieder w statt x geschrieben ist.) 

Das ist aber der ,,Weierstrass’sche Doppelreihensatz“, welcher zuerst 
in den Berliner Monatsberichten vom August 1880, dann in den ,,Ab- 
handlungen aus der Functionenlehre“ (1886)**) verdffentlicht wurde und 
seitdem in viele Biicher iibergegangen ist. 

Uebrigens hat Weierstrass den Satz verdffentlicht als Grundlage fiir 
den Nachweis, dass eine gleichmiissig convergente Summe analytischer 
Functionen selbst eine analytische Function ist, womit er also gerade den 
hier in § 1 stehenden Satz erhielt***), 


Die Sitze von §§ 1—3 (und darum auch die Folgerung, welche 
Weierstrass aus seinem Doppelreihensatz zog) haben eine interessante 
Beziehung zu Riemann’s Dissertation. Dort spricht Riemann am Schluss 
von art. 1 aus, dass eine durch Verbindung der einfachen Gréssenopera- 
tionen bestimmte Function w von z stets einen von der Richtung unab- 


haingigen Differentialquotienten pte hat, und er legt dann ,dieses Merkmal 


aller irgendwie durch Gréssenoperationen bestimmbaren Functionen“ seinen 
folgenden wane als Definition zu Grunde ,ohne jetzt dessen 


*) Auch wenn die Reihen (I) und (II) fiir R, < |2|< R, gleichmissig convergent 
wiiren, wiirde die Formel (V) doch im Allgemeinen nur fir R,<|z|< R, gelten 
wegen der beim Laurent’schen Satz néthigen Voraussetzungen. 

**) §. 73—76 und Werke II, 8. 205—08. Die dort nicht angefihrte Arbeit auf 
S. 67—74 des I. Bandes zeigt, dass Weierstrass den Satz schon im Jahre 1841 fand. 

**) Noch friher findet man diesen Satz in der Litteratur insofern, als Herr 
H. A. Schwarz 1870 den gleichwerthigen Satz fir eine absolut und gleichmiissig con- 
vergente Reihe logarithmischer Potentiale aussprach. [Berliner Monatsberichte vom 
Okt. 1870, S. 7883—784; gesammelte Abhandlungen II, S. 160, obere Hilfte; in der 
urspriinglichen Ziiricher Mittheilung — ges. Abhandlungen II, 8. 139 oben — findet 
sich dieser Beweis noch nicht. | 
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Allgemeingiiltigkeit und Zulinglichkeit -.- zu beweisen“. Im art. 20 
spricht Riemann weiter hieriiber und erklirt in einer Anmerkung (am 
Schluss) den Begriff der Gréssenoperation genauer. Nimmt man zu dem 
von ihm gesagten hinzu, dass die convergenten unendlichen Processe 
(Summationen und Productbildungen), um welche es sich dort neben den 
Elementaroperationen im wesentlichen handelt, gleichmissig convergent 
sein sollen und dass man sich auf ein zusammenhingendes Gebiet be- 
-schrinken muss, dann ist die Riemann’sche Behauptung in der That richtig. 


Marburg a. L., im Juni 1900. 
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The hyperorthogonal groups. 
By 


Leonarp Evcene Dickson of Chicago. 


Introduction. 


In volume 52 of the Annalen*), the writer investigated the linear 
homogeneous groups definied by an invariant 


Ay & + As § + isa) + An En 
and showed that, for » > 2, the structures of such groups in any Galois 
Field depend upon the structure of the group in the Galois Field of 


order p** defined by the invariant &’ "+1 +> eae. Using the results 
there obtained for the order, generators and structure of the latter group, 
the present paper investigates the character of its substitutions and their 
distribution into sets of conjugates within the group. 

In §§ 2—5, the group is shown to possess successive generality, a 
property of certain linear groups defined in § 2. 

In §§ 6—13, the group is represented as a transitive substitution 
group; likewise for the simple quotient-group. 

In §§ 14—23, the fundamental properties of the characteristic equa- 
tion of a hyperorthogonal substitution are proved. If x be a root of 
such an equation, then is also z~”" a root. Every equation having this 
property is the characteristic equation of some hyperorthogonal substi- 
tution. Such an equation is never irreducible in the field if it is not a 
cubic; it decomposes into linear factors and a single non-linear irredu- 
cible factor only when the latter is a cubic. 

The rest of the paper is devoted to the reduction of hyperorthogonal 
substitutions to canonical forms belonging to the group and a study of 
their distribution into complete sets of conjugate substitutions. The 





*) Math. Ann., 52, pp. 561—581. It will be referred to by page or section. 
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results are exhaustive for the case m = 3, a table being given in 
§ 37. For p*=3, a more explicit table of the substitutions is given 
in § 38. 


Definition of the hyperorthogonal group. 
1. The hypérorthogonal group H,,,,,, is composed of all substitutions 
Sz Ff = 0,1 & + aig be te + in bn (¢=1,2,---,m) 
with coefficients in the GF'[p**] of determinant unity such that S leaves 
formally invariant the function 


eae pe + pet 
The conditions for the invariance of w are the following: 
g 
(1) ahs ahs e-em = 1 (j= 1,2,-+-,m), 


(2) obj are + ab; ccrn + +++ ahs cme = 0 (j,k=1,---,m; j==h). 

If the coefficients «,; belong to the GF'[p*|, the conditions (1) and 
(2) reduce to the known orthogonal relations. Hence the group H,,,,, 
contains as a subgroup the group of all orthogonal substitutions of 
determinant unity, so that the larger group may be called the hyper- 
orthogonal group. 

In view of (1) and (2), the inverse of S is (Annalen, § 1) 

hd: Ef = ofits + abs ks e+ toe iEn (¢=1,2,---, m). 
Since the inverse of a hyperorthogonal substitution of determinant unity 
is obtained by replacing «;; by aft, the adjoint (first minor with proper 
sign prefixed) of «;; in the determinant |«, ;| equals uf. Making the above 
replacement in (1) and (2), we obtain the conditions that S-' shall leave 
w invariant: 
(3) af + aft 4... taht =1 (j=1,2,---,m), 
(4) tty oe + tty cfs + ie jm thm = O (j, kK=1,---,m; jh). 

The order of the group Hp,»,, is (Annalen, p. 570, p. 573) 


Onas —— [p*™ ao (— 1)"] poe-» [pr™-») Saad (—1)"""] pom-) Gall [ p?s —_ 1] p 
Except for p*’ = 2, m>3, Hn,» is generated by the substitutions *) 


she, fo = 46, + mw, pi+1 p+. 
Or; ane. are, ( Te —1). 


*) Annalen, top of p. 579, where m = 3 should read m > 3. 
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Successive generality of the hyperorthogonal group. 
2. For any set of solutions in the GF [p**] of 


(6) ee i it ae 

there exists a substitution of H,,,»,, which replaces &, nd @,,8,+--+a,,,6, 
(Annalen, p. 571). A new proof of this theorem is given in § 5. If we 
consider the conditions, viz., (3) for j = 1 and 2, (4) for j=1, k= 2, 
upon the coefficients of the first and second rows of the matrix of a 
hyperabelian substitution, it is shown (§ 4) that for an arbitrary set of 
solutions of these conditions there exists a substitution in H,,,,, having 
these solutions as the first and second rows of its matrix. In general, 
for arbitrary marks of the G F'[p**] satisfying the hyperabelian conditions 
(3) and (4) for j,k <r, where r is a positive integer — m, there exists 
in Hy,»,s @ substitution having these marks as the first r rows of its 
matrix*). The linear* group is thus said to possess successive generality. 
This property is possessed by the abelian, the first and second hyperabelian, 
and the two orthogonal groups**). 

Another statement of the property is as follows: it is impossible 
to derive by elimination between the conditions (3) and (4) a relation 
involving only @;,, @jg,°-*-,G@;_ (j= 1,---,7) which is independent of 
the explicit relations (3) and (4) for j,k =1,---,r 

Using this explicit definition, certain linear groups***), in whose 
defining relations the coefficients enter to a degree > 2, are seen not to 
possess successive generality. 


3. Theorem. — For any set of solutions in the GF [p**| of 


(6) Dott =1, Dderraa, Dadi=o 
i=1 i=1 i=1 


there exists in the growp Hy,»,, @ substitution S which replaces &, by 
= w,,§; and & by a B; §;. 
i=1 i=1 


By § 2, Hn,»,. contains a substitution of the form 


m 


A: b= >) ab, (j= 1,2,---,m), 


i=1 


*) For r = m, the theorem follows from the definition of the group. 
**) American Journal of Math., Vol. XXIII, pp. 3837—377. 
**) Dickson, Quarterly Journal, July, 1899; Proc. Lond. Math. Soc., Vol. XXX, 
p. 200, 
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and therefore its” inverse (see § 1): 
A-1; & - yee (j=1, 2,---, m). 


By the hypotheses (6), not every «,; is zero and not every £; is zero; 
moreover, the ratios «,,/B,, @/B.,---, &,,/B,, are not all equal. Hence 
there exists a linear substitution S, with coefficients in the GF'[p**] and 
of determinant not zero which replaces &, and & by the same functions 
that S does. The product A-1S, — R is seen to replace &, by &,, and & 


by a linear function a R,§, where 


i=1 


(7) R= > Baki (k = 1,2,--+, m). 
i=1 ' 
By (6), R, =O and, since A belongs to the group H,,,,,;, 
m m ; | i,j=1,- my p 
) Sar Slee Sal eS" (nor Bate 
i=1 k=1 ij k=1 


i Pet ef 
> 


In order that S,- AR shall be the required substitution S belong- 
ing to H,,»,,, it suffices that R be any substitution of H,,,,, having 
the form 


(9) ." = §, => R,&,, iM => 03, & (@ = 3, 4, cots m), 
k=2 k=2 


where the R, are defined by (7). But in view of the relation (8), a set 
of marks g;, may indeed be found (by § 2, applied to m — 1 indices) 
such that (9) does belong to the group H,,,,,. Hence if R be such a 
substitution (9), the product AR is the required S. 

This theorem admits of the generalization given in the next section. 


4. Theorem. — For any set of solutions in the GF'| p**| of 


m m 


(10) > dit =1, > its: = 0 (j,k=1,---,u; jh), 


i=1 i=l 


(11) > ott =1, > Biati = 0 (j =1,--+,m), 
éi=1 i=1 
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where w is any positive integer <m, there exists in the group Hn». a 
substitution S which replaces &; and & +41 by respectively 


m 


z ae;; §;, P B;§; 
i=1 f=1 
for j any one of the integers 1, 2,- 

The proof proceeds by induction. Assuming the theorem true when 
the coefficients «,; of the first w rows of the matrix are given marks 
satisfying relations (10), it will be proven to hold when the coefficients 
«;,, B; of the first w + 1 rows are given marks satisfying relations (10) 
and (11). By § 3, the theorem is true for u=1. The induction will 
therefore be complete*). 

By our hypothesis, there exists in H,,,,, a substitution 


A: &/ = >) ay 6, (i =1,2,+++, m). 
i=1 
As in § 3, we define the marks 
Dhol A, 2,--m) 
t=1 
In view of (10), we have Rj = Ry =---=—R,=—0. By (8) 


e+e a vee ot R?* as 


Hence, by § 2, there exists in H,,»,, a substitution of the form 


g =, (j = 1,2, ++) Qh), 


m 
, 
E41 = > R,§;, En ti= > Ousrig & i? 


j=eutl j=ertl 


R: 


for i= 2,---,m. It affects only the indices & 4.1, §.42,°*'» §m- The 
product AR may be taken as the required substitution S, since it 


replaces §; by > “i ;, for i=1,---,u, and replaces go41 by 


é=1 
1---m m 
2 Ria; § = > a; §;, 
ki 


*) The induction might proceed from the case » = 0, when the theorem is 
true by § 2. But the notations become artificial for « = 0; moreover, the treate- 
ment of the case » = 1 makes the present proof more intelligible. 
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where 


a, = > R,%; = > B; (> cue) = p;. 
k=1 j= 1 


k= 

Corollary. The (ordinary) orthogonal group possesses successive 
generality [see § 1]. 

5. The preceding results, including that quoted at the beginning of 
§ 2, may be established otherwise. We first prove that, if a,,,0,9,:++,@;,, 
(j = 1,---,m—1) be given marks satisfying (3) and (4) for j,k =m —1, 
marks @,,,, mo) °°"; “mm May be determined so that (3) and (4) are 
satisfied also for j =m, k =1,2,---,m—1, viz. 


(12) ems oft + Onze + +--+ @nmetn =O (k= 1,2,-+-, m—1), 
(13) rg BP itt. 
Relations (12) are linearly independent*) and determine the ratios of 
the @,,;: 

C1 = e— oP Boas +o <9 Cae o(— 1)"—* Anis + 5 ie OAnm: 
where A,,,; denotes the first minor of «; in D laf" (j, i=1,-+-,m). 
Substituting these values in (13) we find that 9D —1. Substituting for 


«,,; and oc; their values, (13) gives .1e condition 


(14) fee 4 2 +--+ ee 1, 


which determines 9” *' and therefore @ in terms of the given marks 


O51y°**y jm (J = 1,--+,m—1). In order that the substitution («,,) 
shall have determinant unity, it is necessary and sufficient that D = |«,,\?" 
shall be unity. Hence @ must be unity (in accord with the theorem of 
§ 1). The condition (14) may be written 





| oer |» ean 
het 413 Gm Pt | M%, %s ym ied 
le x = aga 
22 G3 Om 21 23 2m 
ee ce ee Re Se ani 
Gm—12 %m—13 *** %m_im | On—1 %m—12°** Sn-im 
Oy 8 Omi eet 
+ oy "8° Bom y wet 
| Suita °° * Cm_ia mos | 


*) For example, let m= 3. If «= ta, (¢=1,2,3) relations (12) and (13) 
require t = 0, in contradiction to the given relation (5). 








Thi 
For 
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This relation is a consequence of the given relations (3), (4), j, k<— m—1. 
For example, if m = 3, the left member equals (modulo p) 


(agit? + gt? + cyt?) (agi t* + ott + aft) 
_— (a,, OR ey OR + Og ag) tt, 

To prove the general theorem (§ 2), we should proceed from the 
case r= m—1 just established to the case r—m— 2, etc. The 
method will be illustrated by the case m= 3. We are to prove that, 
if 1, % 9, %4 3 be any marks satisfying 
(5’) opi +1 4. obit + gett = 1, 


there exists a substitution in Hs, having «,,, %,, 03 in the first row 
of its matrix. By the theorem just proved, it suffices to show that 
marks 0 ;, G9) %g may be found such that 


(15) o@it* + amet + ofstt—= 1, a, a8, + eget + oy, 085 = 0. 
From the symmetry of the equations we may suppose that «,, +0. The 


second condition (15) determines of! and therefore a,,. The first con- 
dition (15) is then equivalent to the condition 


(agit + gett) agit? (anit? fp cath t4) ast!  otyy Oy fy tag 
Hath Oy gy OR, = att 
If ati+1 + of+4 +0, we may take «0 and determine a solution 
@, in the GF [p*]. If ot! + ait! = 0, we may take a. =O and 
determine «,, in the field. If both sums vanish, then a, +0, a, +0, 
and the condition may be written 


= gp?’t! — 
ww = ai tl, wh OP) Oy gs OS. 


Raising both members to the power p’, we find that w?** = w, so that 
all the roots of the equation belong to the GF [p**]. Taking any root 
w and any mark a, += 0, as, is determined in the field. 


Representation of the hyperorthogonal group as a transitive 
substitution group. 


6. The general linear homogeneous group on m variables §& with 
coefficients in the GF'[p*] is known to be capable of representation as 
a transitive substitution group on p”*—41 letters. The simple group 
defined as a quotient-group of the general linear group may be represented 
as a doubly transitive substitution group. In these representations the 
hyperorthogonal group and the corresponding simple quotient-group 
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appear as intransitive substitution-groups, owing to the invariance of 


the function w of &,---,§,. In §§7—12, a method is developed by which 
the groups in question are represented as transitive substitution group 
on a comparatively small number of letters. The method is general and 


has been applied by the writer to various linear group (American Journal, 
Vol. XXIII, pp. 337—377). 


7. The general substitution of the group H,,,,,s 
A: & = >) a,8, (i= 1,2,-++,m) 
j=l 
replaces A, g + As &> + sf “+ An Sm by Uy g, + My & + setae + een where 
U; A 1%; + hs Os +: es Ain & mi ((=1,2 "+, M). 
The matrix of coefficients («,;) is therefore the transposed of the matrix 
(a,,) of A. The former defines a substitution of H,,,,,, since the con- 


ditions (§ 1) are symmetrical with respect to the rows and columns. It 
follows that 


Pia ala oa lee oe ale Se Or 
The substitutions of i, ps permute amongst themselves the linear functions 
A,&, +--+: +4,,8,, im which 4,,---,4,, are marks of the GF [p**| which 
satisfy the relation 


(16) AY AT pe din tt = © = constant. 


8. The left member of (16) is unchanged upon being raised to the 
power p’. Hence we may set c = o?’+!, 6 being a mark of the G F[p**]. 
Supposing that ¢=+- 0, we have 


OYE OY tan 
Hence, by § 2, there exists a substitution of H,,,,,, which replaces &, 
by o-1(A,8 + 4.8 +---+4,,6,). The group Hy,»,s permutes transi- 
tively the functions 4,§ + +--+ 4,,&, defined by (16), ¢ + 0. 

For c = 0, we consider the function Dé, + E& in which 

(17) De’ +t + E’ti—0, D+0, E+0. 
The conditions that A shall replace D§,+ Fé, by a function 4,&,-+----+-4,,& 
where 4,,---,&, (not all of which vanish) satisfy (16) for c= 0, are 
(18) Da,; + Ea,,;= 4, (j= 1,2,---,m). 
Hence the first two rows of the matrix of A are 


m? 


(a. Bio’ ** & 
il 12 lm ms Bien f sf 
( ; a, ,=E 4,—E De, ;. 


Oo, Ugg + ** Os 





In 


au 
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In order that H,,,,,, shall contain such a substitution A, it is necessary 
and sufficient (§ 3) that «,,, a, satisfy 


j 


m 


> ait =1, > oft =i, yas, = 0. 
j=1 


j=l 


Substituting the values of «,,; in the third condition, we get 


> ai, = DS ei —=D. 


Likewise, the second condition. reduces to the form 


™m 


> aa + Det! S) of** aie D > «,,% — D” > aay = Bt. 
j=1 j=1 


j=1 j=1 
Applying the previous condition and the same raised to the power p’, 
the second condition reduces to (17), viz., 
De**! a Det! -) Det? = Rett 
Hence the three conditions reduce to the two: 


m m 


(19) Ps of,** = 1, a a?’ a; = D. 


j=l j=l 
Since 4,,---,4,, enter symmetrically in (16) and (19), we may suppose 
that 24, + 0 and then, in view of (16), that A, + 0. 


If m = 3, we take a?)A, + ofA, = 0, thus determining «,., when 
the conditions become a?! 4, = D and 


aya tayn = 


Since A, + 0, (16) gives ag’++ + 4*+14-0. The last condition deter- 
mines w+! as a mark of the GE[p’], so that values of «,, exist in 


the GF [p*’}. 
If m = 2, we eliminate «,, between the conditions (19) and get 


— (agit + ag) att + Da, ag’ + Det ats dy = Det? — yt, 


Since the first term vanishes by (16), the equation takes the form (20) 
below and hence has solutions a. in the GF'[p?*|. Then the second 
condition (19) determines @,, in that field. 

For general m, we ” fix the notation so that the A; different 
from zero are 4,,4,,-+°,4,, 2<r<am. We take a,,,,;=-- =a,,,= 0. 
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The determination of «,,,---, «,, has been shown possible for r= 2 
and r= 3. For'r odd, we take 


ails Aa + ats As = athe dg tg As = +++ = a1 Aya + hed, =O. 
The conditions (19) then become «4, = D and 
1+ Gy + elegy + tet Gey] 
D\p*+1 
=-1—(;)". 
The sums in brackets are not all zero by (16), so that one of the terms 
af, is determined in the GF'[p*] and hence «; in the GF'[p**]. 
For r even, r > 4, we take 
wily Ay ots As = atts Aa + avis As = +++ = ag dpa + oy dp-1 = 0, 


when the conditions become 


of, Ay = D — of A,, 
ys Lye eye Je 
+[1+(7 etal a 4 Dutt) (2 


a, 
If the coefficient of ot, ‘* is not zero, for any j = 3,5,---, or r—1, 


then af;** is determined in the GF [p’], so that «, ; belongs to the 
GF |p**). If all these coefficients vanish, then by (16) will the coeffi- 
cient of «?,*? vanish, when the equation become 
(20) a? 4 ee Dt gg = Dey, a. 
Raising it to the power p’, we find that 2’—«, so that all its roots 
belong to the GF'[p”*| and consequently «,, does. 

The grcup Hn,»,. permutes transitively the functions 4,&,+---+4,,&, 
defined by (16) for any given mark c of the GF[p’'). 


9. The number of sets of solutions in the GF[p**] of equation 

(16) for ¢ = 1 is (Annalen, p. 570) 
Paya = prem — (— Inpro? 

Upon multiplying all these sets of solutions by a fixed mark 6 such 
that «+! —=c, we obtain all the distinct sets of solutions of (16) for 
given c. Hence the various marks ¢+-0 of the GF[p*| lead to the 
same number P,,,y,, of sets of solutions. Denote by N,,,,,, the number 
of sets of solutions of (16) for ¢=—0. Then 
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Na, », + (p’— 1) Pass = rp: 
Nm, p,3 _— pran- 1) + (— 1)" p™ — (— 1)” prm— 1) 


10. If 4,, 4,,---+, 4, satisfy (16) for e+ 0, then will also r4,, 
tA,,--*,T4,,, Where t is any mark such that r’”’+!—1. The corresponding 
p’+ 1 linear functions may be combined into a symbol 


(AE es tb An bm} = (ta be tay En} | (ott = 1). 
These symbols are permuted amongst themselves transitively (§ 8) by 
the substitutions of H,,»,,. They are unaltered by the substitutions 
(21) &/ = 0; (¢=1,---, m) [o”tt= 1, oe" = 1) 
and by no other substitutions of H,,»,, except when p*=2, m= 2 
In fact, among the symbols occur 


{o8,}, {8}, ---, {o8,}, {u8 + 4, §;}, 


of t* awe, ie +f* = ¢, 
solutions w;=- 0, u;+- 0 existing in the GF[p*'] if p’>2. If p*= 2, 
m>3, we use {u;§,+ u,&;+ u,§,}. Denote by HO(m, p**) the quotient- 
group of H,,,,,, by the invariant subgroup formed of the substitutions 
(21). It is a simple group*), except in the three cases m=2, p*'=2; 
m=2, p'=3; m=53, p'=—2. If d denotes the greatest common divisor 
of m and p’+ 1, the order of HO(m, p*’) is 


1 2 8 3 
r [y'™ — (- —1)"] pr [pe-» — (— LPs te ie | p® — 1] p 4 


We may state our results in the following form: 


m 


where 


The hyperorthogonal quotient-group HO(m, p**) may be represented**) 
as @ transitive substitution group on the 


[ prem—H) — (— Ly" pr™-] ie [p'+ 1] 
symbols (4,& +--+ +4,,&,} im which a feet a+" is a con- 
stant +0. The case m=2, p*=2 is an exception; HO(2,4) is of 
order 6 and the number of symbols is 2. 


11. For c= 0, we combine into one symbol {4,& + +--+ 4,,&,} 
the p**— 1 linear functions w(4,& + .---+ 4,6) in which w runs 
through the series of marks + 0 of the GF'[p**|, the case 


A, =A =:-- ld =0 


*) Mathematische Annalen Vol. 52, pp. 573—-580. 
**) Since the isomorphism between the two groups is holoedric. 
34* 
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being excluded. The number of symbols is therefore 


(Nn, »,s— 1)/(p** — 1). 
These symbols are permuted transitively (§ 8) by the substitutions of 
Hn,»,s- Suppose that a substitution S of the latter group leaves fixed 
every symbol. Consider the p*-++ 1 symbols (where j > 1) 


{8, + m5} uf tt = — 1 (¢=1,2,---,p*+ 1). 


Let S multiply &, + w,§; by @, and & + u,&; by a, where o**' = 1, 
There S will replace (u,—w,)& by 


(oy fy — Oy My) , ty Wy (%y — &,) & 
If m> 2, there exist at least two values 2 and 3 of j. Hence «,—a,—0, 
so that S multiplies §& and §; by «, and has the form (21). A like 
result follows for m= 2 unless the multipliers «,, a,,---,o,.,, corre- 
sponding to ,,Uy,°--,Ms,, are all distinct. Supposing the latter to 
be the case, one of the multipliers, say a,, must be the solution 1 of 
w*+1—-1. Introducing x = & + u,& as a new index in place of &,, 
the substitution S takes the form 

S’: a aaz, §' —x§,-+ Az, 
while —,-+ u;& takes the form x;&-+ 4,7. Since S’ must multiply the 
latter function by @,, we have a,x,—=xx;. But x,=—0, so that a,= x, 
a constant. Hence, contrary to hypothesis, S multiplies p* functions 
—, + u;& (é>1) by the same constant. It follows that the isomorphism 
between the quotient-group HO|m, p**| and the corresponding substi- 
tution group is holoedric as well for c= 0 as for c+ 0*). 

The quotient-group HO(m, p**) may be represented as a transitive 

substitution group on the 


0, = [9 — (— 1] Lr — (— 1-4] + [a1] 


symbols {Ay +--+ + Ay k,} in which Ht 4... at = 0, not 
every 4,== 0. 


12. The number of letters required by the representation when 
¢=+ 0 exceeds the number required when c—0O except in the case 
p’ = 2,m even. Indeed, the condition may be written 


pe-» (pi — 1) > pm-*) nee (= _*, 
and is satisfied if p’ >2 (m being > 1) or if p* 2, m odd. But for 
c=+0 the representation fails if p* 2, m—2. We may state the result: 


*) A second proof follows from the simplicity of HO(m, p**), the three ex- 
ceptional cases requiring special consideration 
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By the present methods, the minimum number of letters necessary for 
the transitive representation of HO(m, p**) is @,, except when p*== 2, m even, 
m > 2, when the minimum number (given by ¢ = 1) is } (2?™-*— 2™-1), 


13. For m=2, a, =p'+ 1, a result in accord with the isomorphism 
of HO[2, p®*] with the linear fractional group in the GF[p*]*). The 
latter group may be represented as a substitution group on p’-+ 1 letters, 
but on no fewer number except when p* = 5, 7, 9, 11**). 

For m=4, p’=2, the number of letters is 40. The group 
HO(A4, 2°) of order 25920 may be identified***) with the simple group 
oceurring in the theory of the 27 straight lines upon a general surface 
of the third order; there are known resolvent equations of degree 40. 

For m = 4, p'> 2, the number of letters is @,= (p?*+-1)(p**+1). 
But HO(4, p**) is isomorphic with the senary second hypoabelian simple 
group S H(6, 2°), the senary first orthogonal simple group in the G F'[p*], 
or the senary second orthogonal simple group, according as p* has the 
form 2*, 41—1, or 41-4 1, respectively+). The latter groups may be 
represented as transitive substitution groups on ++) 


+1) @+1), p+1, ph] 


letters respectively. Hence a reduction in degree takes place. For 
p’ =2, the number is 27, which is the lowest possible degree (Jordan, 
Traité, p. 319). 


Characteristic equation of a hyperorthogonal substitution. 


14. The determination of an ultimate canonical form for a given 
linear substitution S depends upon the existence of a function 


o=  A,&, + A,& +---+A,6,, 


which S replaces by x, x being a constant. The conditions for <A; 
and x are 

1,---,m 
(22) a A, «;; + A,(«;;—*) = 0 (j =1,2,---, m). 

i+j 


*) Annalen, p. 568; Proc. Lond. Math. Soc., Vol. 31, p. 39, foot-note. 
**) The famous Galois theorem when s = 1; for s > 1, proofs by Moore and 
Wiman. 
***) Proc. Lond. Math. Soc., Vol. 31; Comptes Rendus, Vol. 128, p. 873. 
+) Bull. Amer. Math. Soc., May 1900, pp. 323—8. 
+t) American Journal, Vol. 23, pp. 337—377. 
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The determinant of the coefficients of A,,---, A,, ‘equals 


Oy,—L ayy Oy "°° Gm 
O34 Oyg—L Ogg "++ Oem 
A(z) Os) G39 Ogg — H>>+ Oy, | 
| 
Ont One Ons *** hugh | 


Hence « must be a root of the characteristic equation A(z) 0. We 


expand A(z) according to powers of —z. The constant term A(0) is 
unity being the determinant of S. We set 


A,-+-m | Oj, Oy Oy | 


1,---m 
| Oi; ce; ; | 

6, =>’ G5,  G. -2> Ca a,,|? 6; -2> Mi 33 Mya ia 

i,j J dd i,j,k | Op, ' Ot Op 5 | 
where i<j<k<--~ im each of the summations. Hence 
(23) A(x) = (—a)" + 6,(—a)""* + 6,(—2)"-? +--+ 6,,_1(—2) +1. 
In 6,,_, the terms are the first minors of @,, Gg, +++, Gm in the deter- 
minant |q;;|, and hence equal a’, af), ---, a", respectively (§ 1). By the 
theory of determinants it follows that 





i ' “ee | | “ee 
| G99 om | | Go, Ogg Oss | | 
| | a — oh 
P ai | | &me*** mm Ony %mg*** mim | 
pgp | 
| Oy, Ms) _ | 
s | | “++ @& } eee | 
| oe" apt | | | Lm | [11 = %43 1m | 
|—|"= a | Oy Msg °° * Ogm 
} 
a ee a a . 
m2 “mm m1 %ms° °° mm | | 
equals the product of the determinant «;,|==1 by the determinant 


| Ogs "7° 83m | 


| &mgrre & | 


mm | 


But 6,,_, is formed from such determinants. Proceeding thus, 


8 = 3 s 
(24) 6, =o, 6, ,= 8, 6 = of ,---,6, =o 


27? “m-3 3 m—1° 


If therefore we raise A(x) to the power p* and divide by (—2’)", we get 





mh 
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Lf of (an) of (art eee (Garey (ar 
(art part a(t fb oy (—a? 
, +6,,_,(—a-*) + 1, 
which is seen to be A(a-”"). We have therefore the theorem: 
If x be a root of the characteristic equation of a hyperorthogonal sub- 
stitution, then x-”* is likewise a root. 
The theorem holds true for hyperorthogonal substitutions of deter- 


minant A, necessarily a root of A”+!=1. For example, for m= 3, the 
characteristic equation is then 


e— 67°+ o' Ax —-A=0. 
Raising it to the power p* and dividing the result by — 2°?’ A~', 
a7 §h — 6y-*" + ot" Aa” —A=0, 


so that «-”’ is a root of the former equation. The substitution 


y O A O 
| —o" 0 8B ] (a +14 gr'+1—=1) 
| rn i i 


satisfies the hyperorthogonal conditions and has the above cubic as its 
characteristic equation. Given the quantities 


23 


a, oP go (gh +1 A, ot11), 


we may find, as in § 17, a hyperorthogonal substitution whose characte- 
ristic equation has these quantities as is roots, the equation being irredu- 
ducible in the GF[p**]. 


15. We proceed to prove for m=4 that, inversely, if 6,,---,6,,_, be 
arbitrary marks of the GF'[p**| such that 6, _, = o?" (for i=1, 2,---,m—1), 
there exists a substitution in H,,,,,, whose characteristic determinant has 
the form (23). The theorem is doubtless true for general m. 

For m = 3, A(x) = — «° + 6,2* — ov’ x + 1, and the required sub- 
stitution may be taken to be 


‘-O —1 OO 
—d 0 6, 


where ot*+! 4 §#+1 — 1, an equation having solutions @ in the field. 
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For m=2, A(x) =z? —6,x+1, subject to the condition 6, =o". 
The general substitution of H:,, has the form 


- B p+ S41 | 
— pr a?" (a + pr tt=1). 
It remains to prove that there exists a solution « in the GF'[p*'| of 
the pair of equations 
atea’=6,, ao” =—1— prt, 
in which 6, = 6? and 6 is a mark of the GF[p**], the choice of which 
is at our command. The equation 
v—o,4+1— pti —0 
has its coefficients in the GF'[p*| and therefore its roots in the GF p**}. 
If it be irreducible in the GF'|p*], one root may be chosen as the required 
mark «, since the second root is then a”. If p>2, the equation is 
irreducible if 6,2— 4 + 4?'+! is a not-square in the GF [p*l, a condition 
readily satisfied since the expression takes any value in the GF'p*] by 


suitable choice of 6. For p= 2, with 6,0, we make the evident 
choice « =; while for 6, +0, the substitution 7/6, = y leads to the 


equation . 
y—y+d=0, 6=(1—fr't)/o,2. 
By suitable choice of 6 in the GF[p**|, 6 may be given any desired 
value in the GF[p*| and hence one for which 
d+ 6? + 6% 4+... + 0"-'=1, 
when the above equation will be irreducible in the GF[2*|*). 


For m= 4, A(x). a — 6,2°+ 6,2°— 6° x+1. To determine a 
substitution with the characteristic determinant A(x), we consider 


0 1 0 0, 
—e« 0 B 0 
Ber 0 OP 
—pY yw 0 —ar ye 6 
which belongs to H,,,, if, and only if, 


(25) om +1 gett — 1, yeti gett — 1. 
It has the characteristic determinant A(z) if 
(26) ae+oe=6, d+ od" —6,. 





*) American Journal of Mathematics, vol. XXI, p. 224. 
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For o’+1==1, the second equation is equivalent to 
0(1— a?’ +1) = 6, — ao". 
It therefore remains to be shown that « may be determined in the 
G F|p**| so that, for some mark uw +1 of the GF[p’l, 
e+oe™=o6,, tt—wtl. 

Then 0 is determined and then solutions , y of (25) exist in the GF'[p*’]. 
Now « and a” will be the roots of 

“2—ox+u=0, 
if it be irreducible in the GF[p*|. If p> 2, the latter condition is 
satisfied if 6,?— 4u is a not-square in the GF'[p*|. Since w has p'—1 
possible values, at least one value makes 6,?— 4u a not-square. Indeed, 
if p>3, pp—1> ; (p'+-1), the latter being the number of marks which 
are squares or zero. If p*= 3, and if 6,=— 0, we take u = —1; if p'=3 
and if 6,0, we take 10, whence a=—0, d=o,. If p=—2, we 
proceed as in the case m= 2 above, an exception occurring if s = 1, 
6, = 1, since the value u = 1 is excluded. For the latter case, equations 
(26) become 

e+e’=—1, d+ —46,. 

By squaring the second, we see that 6,7=o,. If 6,0, we take d=0. 
For 6, == 1, the first equation gives a= 1, so that the second gives 
6°-+ «d =a. Squaring the latter, we get 

6+ a?d® =o? +1. 
Hence, for p* = 2, the above substitution cannot have the characteristic 
determinant at — z+ 4?—wx-+-1. We may define the GF[2*] by 
means of the irreducible congruence 

P=j+1 (mod. 2). 
Then at — «2 + 2? — 2+ 1 decomposes into (Compare § 21) 

(@-+-je+1) (@’+jfe+1), 

each factor being irreducible in the GF([2*]. Among the substitutions 
of Hy,2,2 having this quartic as characteristic determinant we find*) 


0100 
j O11 f7 
yey s 
sos 


*) This substiuttion is related to the additional generator W (Annalen, p. 571) 
necessary in the case p*=2, m>3. See the end of § 24. 
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16. If x satisfies A(x) 0, equations (22) reduce to at most m—1 
linearly independent equations. We drop the equation given by j = m. 
For m = 3, he have 


4 | ay tts, | A | 31 ty, — 2 | Mees Oy — TM 
9 » &s—@ 9 ae 

Ogg L Ogg Ose Mg “2 Ogg 2 
In view of § 1, these determinants equal respectively 


(27) ot, + ety, oth + Hetgg, = Z® — (y+ egg) + ahs. 
If these quantities all vanish, equations (22) impose a single condition 
on A,, A,, As. 


17. Suppose that A(x) = 0 is irreducible in the GF[p**|. Then, 
if A be one root, the m distinct roots are 
(29) A, ar 2 aly gree - 9 ' (as™" a). 
By § 14, 2-#", a", a-2"",.-., a-#P"™— are also roots of A(z) =0. If 
A-”* = 4, then 4?" = 4-”’ = A, which is impossible if m>1. Hence, for 
m = 2, i-”* = »"*. For m>2, a-” + 2”; for, if so, °° = A-?* =H", 
whence 4”** = 4”** and therefore A= 4”°*" = 2°". Hence, for m= 3, 
ae = we". If m>3, a-”* + 2"; for, if equal, 4° = 2", whence 

1 re or pe" or ae 
which is impossible. Hence, if m= 4, 4-” = #°*. Proceeding similarly 
we find that, for general m, 
A-” ve grea 
Raising the two members to the power p*’, we find that 
a-#°* = A. 

It follows that 4°°° = A, so that m= 3. 

For m = 3, the roots may be written 
(30) a, a ae (nett, ttl), 
since their product is unity and 4~” + 4. 

Inversely, any set of marks (30) are the roots of the irreducible 
characteristic equation of some hyperorthogonal substitution. 

In fact, if 6, denote the sum of these three marks, we have 

AAP nan ge ae an a = ot". 

Hence the given marks are the roots of 


(31) — A(z) = «5 — 6,2°+ oe x—1=0. 
Since o?”’ — 6,, this equation belongs to the GF[p**]. It has no linear 
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factor in the field and hence is irreducible, since none of the marks (30) 
belong to the GF[p**]. Indeed, since 4?°*+1 = 1, either 
2 —- . (ar?* p?? a* or (a-)??* — 4-P 


would require 4”°+1= 1, contrary to one of the assumptions (30). The 
group H;,,, contains the substitution 


0 —1 0 
( « 0 (or'+1 + 8°41 — 1) 
—d 0 46, 
whose characteristic determinant is given by (31). Indeed, for 6, arbitrary 
the condition determines marks d in the GF[p**]. 

The characteristic equation A(a)=0 is never irreducible in the GF p**| 
if m+ 3. For m=3, it is irreducible if, and only if, its roots have 
the form (30); to every such set of roots (30) there corresponds at least one 
substitution of Hy, ps. 

18. Let m>2 and suppose that A(x) decomposes in the GF p**] 

into a linear factor and an irreducible factor of degree m—1. The distinct 
roots of the latter may be expressed as follows: 
(32) A, Fa ae et alti yr") a). 
Then 4-” is a root of A(z) =O. It is not a root of the linear factor 
equated to zero, since (4-”’)?** = 4-”" requires 2”°° = 2”’ and therefore 
also 4 == ae"*("~" — je** which is impossible if m> 2. Hence 2-” must 
oceur amony the roots (32). As in § 17, this requires that m—1 = 3. 

If m = 4, we have 

apt? we 4-2", 4P"* ae A, 
so that 2 = 4°° = 1-»**, whence 4°*+1=1. If w be the root of the 
linear factor, so that w belongs to the GF p**|, we have 
Apt rh+d yl prt) a 
the latter following from the identity (p?*—p*-+1) (p'+1)=p*+1. 
Hence the four roots may be written in the form 


(33) a, ar ame, geet ny (yet tl, ttl). 
Inversely, any set of marks of the form (33) are the roots of an equation 
(34) at — 6,2° + o,2°— ox +1=0, 

where 


6p pat e+e, 
Oy = (Ae Ber?) fe (gett p aoehtet) 4 (arett t goed), 
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whence or** 6,, 6° = 6,, the quantities in each parenthesis of 6, being 
equal to their (p*) powers. The equation (34) has therefore its coef- 
ficients in the GF [p**|. Moreover, it decomposes into a linear and an 
irreducible cubic factor in the field. Since 4”°*+1—=1, the irreducibility 
of the cubie follows as in § 17. 

The following substitution of H,,,,, 


u 0 0 0 " 


0 0 —1 0 


s 1 s = 
O u-' 0 o%u-! en 


0 —eo 0 T 
has the characteristic determinant 


(a—p) (a®§—r a? u-!'ex—p-") = at — 6,05 + 6,27 — ox + 1, 
if we take 
(35) cA a, paar -1, 
The condition between t and @ may then be solved for 9 in the field. 

The characteristic determinant has an irreducible factor of degree m — 1 

in the GF p**| only when m= 4 and the roots of A(x) = 0 are of the 
form (33). Inversely, to any such set of four marks there corresponds at 
least one substitution of Hy, »p,s. 


19. It follows for m=3 that A(x) is either irreducible in the 
GF [p**| or else decomposes into three linear factors. For m = 2, A(z) 
decomposes into two linear factors. 

For m > 3, a repetition of the previous argument shows that A(z) 
decomposes in the GF p?*| into two linear factors and an irreducible 
factor of degree m — 2 only when m — 2 = 3, and that for m = 5, we 
must have ; 


A-P’ _— apt -% ~ yp 4 qe** — ti 


In general, A(«) decomposes in the GF'| p**| into linear factors and a 
single irreducible factor of degree >1 only when the latter is a cubic 
with roots of the form 

a, we ae (p41 1, yeti). 

Let the linear factors vanish for the values w,, u.,-*-,u,,_3 respectively. 
Since uy” is a root (§ 14) and belongs to the GF[p**], it equals one 
of the set u,,---,u,,-3- If uy” +-m4,, we may choose the notation so 
that u,=py”. Then wy” —u,. If uy” us, we set u,—pz”, whence 


uz” =u;. If m—3 be odd, at least one u, satisfies uw”t'—i. Wo 
general, the m — 3 roots u; may be exhibited in the form 
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Ue, Uy =a’, U4, Us Ma? yes, Yer, U2ar-1 ua; , U2er+1,°**, Um-s, 
where 

af; 1 (‘=1,--,r), PS ee | (j=2r+1,2r42,---,m—3). 
The characteristic determinant A(x) then equals 


r m—3 
IT [ 2*—a(usi + ua?”) + wai **) | | [z—p,] - (@*—a*e aor? —u-*) 

i=1 j=2r+l1 
where rt and w are defined in terms of 4 by (35). Since u”+! = 1, the 
constant term in the above product is unity. To prove that the group 
Hn,»,3 Contains a substitution whose characteristic determinant equals the 
above product, consider first the factor given by ¢=—1. The binary 

substitution - B 
(as"* + prtt = 1) 
—K Rat oar 


has the characteristic determinant 
a? _— ao +. oc?" w=?" +1) yo pt . 
It is identical with the factor given by i= 1 if 
a a ase tt = wy + ws”. 
Dividing by u,, we obtain the equivalent condition 


()+(@-14 


ly I 





1 

Pm +1. 

Upon raising it to the power p’, we find, since up’ =m, that a?” = a, 
Hence it has p’* roots « in the field. Corresponding to each root «, we 
derive one or p*-++ 1 marks # in the field. The required substitution 
may therefore be chosen in the form: 





Os B, 0 0 0 0 0 0 ) 
— pe wy?! ap wt! 8) 0) cee 0) 0 0 @) 

0 0 Os B, 0 0 0 0 

0 0 — Buz?) apy? t) soe «6 0) ?) rf) 

0 @) 0 O "Monat Sens 0 0 ?) 

0 0 0 0 wo Bae oR ee 0 

0 0 0 0 vee Qe? 0 op? 
0 0 ~ 0 0 -» O «+ —e@ O a 





in which @ is determined so that o”+! 
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The results of $§ 17—19 may be combined into the theorem: 

If the characteristic determinant A(x) of a substitution of the group 
Hn,p,s decomposes in the GF(p**| into linear factors and a single (non- 
linear) irreducible factor, the latter is a cubic with the roots 2, #**, 1-” 
where 4°*+1== 1, 4*+1+-1. To any such decomposition of A(x) there 
corresponds at least one substitution of the group. In particular, A(x) is 
never irreducible when m + 3. 

20. Passing to the general case, let A(x) have a factor f,(x) of 
degree ¢ belonging to and irreducible in the GF[p**]. Its distinct roots 
may be exhibited in the form 


(36) A, a ap +8 qeee- 1) (ap?*t 4). 
By § 14, A(x) = 0 has also the roots, all of which are distinct, 
a”, ae ee. vee q-pret- 9 


They are the roots of an irreducible factor f; of A(x). In the first place, 
they satisfy an equation of degree ¢ with coefficients in the GF p**]. 
Indeed, 4-1, 4-?**, 4-”**,---, satisfy the equation F(x) = x'f,(a-') =0 
whose coefficients belong to the field. Then 4-, 4-»*,--., satisfy the 
equation*) 

fi (2) = (F(x) #" = 0 
whose coefficients are the (p*)-th powers of the coefficients of F,(a) = 0 
and hence belong to the field. [Another method of building f/(x) is 
illustrated in the examples of §§ 21—23.] In the second place, f/(x) is 
irreducible in the field. For, if reducible, it would have an irreducible 
factor of degree d < t, which vanishes for the d quantities 

re ae? .... err (g- 9° POF 9 xe g-#"). 


Every symmetric function of these quantities would belong to the field 
and their product would not vanish. Hence the elementary symmetric 


fonctions of 
s 38 3(2d—1) 
ar’, a’... ae 


would belong to the field. Raising these functions to the power p’, we 
obtain the elementary symmetric functions of 


ars qe" one a (aeeet) a?**) 


? 


as marks of the field. Hence these d roots of /,(#) = 0 would satisfy 
an equation belonging to the field, contrary to the irreducibility of /,(z). 


*) The quantity in brackets is raised to the power p* to produce a function 
of « containing only positive integral powers. 
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If A(x) has in the GF p**| an irreducible factor f,(x), it has also 
the complementary irreducible factor x' { f; (- 1/e") \y ” of equal degree: 

If these two factors have a common root, they have all their roots 
in common. Then /,(x) = 0 will have the root 4~”” and therefore ¢ must 
be 3 (§ 17). Hence an irreducible factor of degree t == 3 must be distinct 
from its complementary factor. 

21. As an example, consider the case m4 and suppose that 
A(a) has (distinct) completementary irreducible quadratic factors in the 
GF|p**|. Let one factor be 

a? — wa + B = (4—A) (c2—2") (av** =A), 
where 8=— 0. The complementary factor is then 
poy 4p 
—1-?) @@—a-) = eye) 1 
(o—4-¥) (0) ata (TE) + ep 
= x? — xa" p-?* + Br. 
Hence A(x) must have the form 
at — a8 (a av" B-#) + 23 (B+ BP art! BP 
— 2(up-” + a” B-P+1) 4 Brit), 
Since the constant term of A(x) is unity, the determinant of the sub- 
stitution, we have B”-!= 1, so that B belongs to the GF[p*|. Setting 
Sapo 4 =B+ RI ep, 
we see that A(x) has the form 

a*—o6,2°+ 6,27 — ox +1, 6, =o”. 
By § 15, there exist substitutions in H,,, with this characteristic 
determinant. 

For m = 4, every pair of complementary irreducible quadratic factors 
of A(x) in the GF[p**| may be given the form 

2—azat+p, 2—a«e*p'+p-' (pinthe GF[p')). 
There exist substitutions in H,,, whose characteristic determinant is the 
product of any such pair of irreducible quadratics. 





22. Suppose that, when m= 5, A(x) has in the GF[p**] a linear 
factor «—w and two complementary irreducible quadratic factors. As 
in § 21, the quadratic factors must have the form 


2—av2a+ Bp, «?— ara" p-’+ p”. 


Hence must uBp-” =1. Since A(x) =O has a single root uw in the 
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G F[p*], u-” =u (§ 14), in accord with the result » = p-'. By 
actual multiplication we verify that the product of the three factors has 
the form | 

2° — 6,x* + 6,25 — op’ 2? + ox — 1, 


a result evident in view of the origin of these factors. 


23. Consider, for m—6 the general pair of complementary irreducible 
cubic factors in the GF|p**|. If one factor be 
a — oa? + Ba — y = (a—A) (a — a”) (w@— ar) (ae**-1 = 1), 
the complementary factor is 
ee. 1-28) (a — 1-9"* _ 9-78 i i. a\r i\" 
(a a-”’) (a a-?*) (a a-?*) =2 (5) @+(=)"2 (-Y’. 


Since the constant term of A(x) is unity, we have y”-'= 1, so that y 
must be a mark of the GF|p’|. The second factor may also be obtained 
from the first factor by raising the latter to the power p’, dividing the 


result by — y”’ x*”* and afterwards replacing 2~”” by x. The product of 
the two cubics is therefore a sextic having the properties indicated in § 14. 


Reduction of hyperorthogonal substitutions to canonical forms 
within the group Z,,,,,. 


24. Theorem. — If p*> 2, any substitution S of Hn,»,, is conjugate 
within the group with some substitution replacing §, by a function of &, 
and § only. 

The theorem has been proved*) except in the case when 
(37) aft =1, of*? + outst? =0, «,,=0 (Gj=4,---,m), 
with «,, + 0, m3. It remains to show that a substitution S in which 
(37) holds is conjugate within the group with a substitution having 
a? *S +1. If ak, - + 1, we transform S by Oe and obtain the desired 
substitution. Suppose, therefore, that in S relations (37) hold and that 
oi **—=1. We transform S by O?$, whose inverse (§ 1) is Oj’ “ (4==2""’), 
and obtain a hyperorthogonal substitution of matrix (A;,), where in 
particular 


Agy = APF ty WPT tag AP tty, + Ap? erg. 
To prove that, if p* > 3, solutions A, w in the GF{[p**| of 
(38) weet yittt md 





*) Annalen, p. 574 for p> 2; p. 575 and top of p. 576 for p= 2. 








e3 
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exist such that Af *? + 1, we suppose that every set of solutions of (38) 
make A? **=1 and prove that a contradiction results. The latter equation 
may be written 
[ety + Me (gg — Oey) + A pegs + Aw ess] [ey, + eu (Gg —%1) 
+ Awe, + Apes] =1, 
upon setting w= pw", «=a, 4 = 2". Expanded, it becomes 


(39) uup, — wu*B, + AuBs + Au Bs + Au?uB, + Au?wB, 


h + AAwWB, + APE cry tty, + AWG, 909, = 0, 
where 


By = My Wag + Oy Myo — 2, Bs = O41 Og + G1 Oy, 

By, = G34 (Ogg — 044) + My (%ag— 1), By = My yg + Orgy yy. 
Relation (39) is satisfied if w= 0; or if 40, so that wu = 1 by (38). 
Consider the values wu +0 and set 4 ay. Then will 
(40) uu = (1l+oo)', 
the p*+ 1 marks @ for which a@@ = — 1 being excluded. Each of the 
p**— p’— 1 marks @ of the GF|p**| lead to marks w in the field, and 
therefore to corresponding marks 4==@u. Substitute wm for 4 in (39), 
divide the resulting equation through by u*u*, and replace the terms 1/wu 
which remain by 1+ @@. We obtain the equation 

(1+) (8,+-@f,+ of) — B, + 8, + @8, + 6, 

ft ey gy + 79%, = 0, 

which must be satisfied by p**— p*—1 values of w. Its degree being 
2p'+ 1, it is an identity in @ unless 

p* — pt—1S2p'+1, or (p'—1) (p'—2) <4, 
viz., unless p* = 2 or 3. Supposing p* > 3, no combination of terms can 
take place in the identity on account of a reduction by @?* = wo. Among 
the conditions for the identity occur 

Bz; = 0, 42%, = 0, 

whence ¢,. = a, == 0, contrary to hypothesis. 

For p* = 3, we consider only the solutions of (38) in which 4 + 0, 
w=+0. Then 4#A—-+1. It follows that 4*——1, ws——1. Then 
Ad, = {AP ety, Aw ecg — @ yy — Ogg} { APwat, + Aura, — a}, — ado} 

=— Buy, — Ape yi — Pury, +1 + ys, 
where 
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4 = Og Oi tiny Cy Hig yy TF Og Mag) Yip = gy Why O98, 
Ys = 1 A ey By HE hy Mag FO, HE Me. 
Set 4 tu, so that *=—1. If At; —1, we have 
ay, + ryt + 27, + ys = 0. 
If this cubie be satisfied by every root of rt = 1, then 
%=9, w=90, y=. 


Since either a4, or of, is unity, we can suppose that «,,—1, a{, =—1, 
applying if necessary a transformation within the group [Compare § 25]. 
If «,, = 0, then y, = 0 would give a. = — «,, whence y, = 1. Hence 
must a, +0, so that the conditions y, = 0 become 
ay (5, 3y) Oey (ys + ge) = 0, aig + 3, = 0, crys Orgy (ard + },) = 1. 
Upon squaring the last condition, we find «?, =, and then a. —=—a,,. 


Transforming S by O{’$, we may suppose that A‘, + 1 unless 
Og, (3, as) + ety (Gy 33) = 9, eg, ai, + 503, = 0, 
1 + 0%, 055 + Ot, 35 + as, + ats = 0. 


If a, = 0, then «,, + «3, =O and the third condition is satisfied. By 
one of the hyperorthogonal conditions (4), we find thai a%,a,.—«,, 0, 


whence Gs. = — @, 0. If a, += 0, the second condition gives «2, ——1. 
Then the third equation requires that «?, + «2,0. Then «,, + e359, 
so that the first equation gives —«,, «,, @s3;-+-1—0, whence a, =—¢,, @33. 


By one of the conditions (4) we find that a,. = 0. 
Similarly, by transforming S by O2$, we may make Ai, + 1 unless 


G9 ( G3. O35) + O35 (Ogg Ogg) = 0, egg ard, + aged, =O, , 
1 + tgg a3 + O95 + of§, + oc, = O. 
These conditions are shown to be impossible. For «,, = 0, we had 


= = — =— << SC sue ——— 
gg = — Oy, Ogg = — yy, Ogg —= — Hy Mg, OH, = 1, a, = — 1. 
By the third condition, a4, + a4, = 0, whence af, == 1. Then the second 
va , . i hil “prs. gang 
conditions requires a3, + o2, = 0, giving of, = of, = — 1. 
~~ TF ite os all ee 
For a, += 0, we had «=O, a2, = — a?,, OM —=— @,,. Hence 


33 ++ 9-0, so that the first condition gives «,, = 0. The left member 
of the third condition thus equals unity. 
For p* = 2, the preceding method does not serve to transform S into 


a substitution with y =+- 1, since one of the solutions 4, u of (38) 


is necessarily zero. For p’=2, m=3, the theorem fails. Indeed, a 
substitution of Hs; which replaces &, by a function of & and & only 








\w . 
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is seen to be conjugate with one of the following substitutions in which 
a == }' == 1: 


a 0 0 a 0 0\; /9 1 0 01 0 
0 b 0 ; 190 0 bi;| 0 O b}3;fa0 0 
0 0 a ‘bh? ect © bv? 0 0 0 0 a 


of periods 1 or 3; 2 or 6; -3; 2 or 6, respectively. Hence no one of 
them is conjugate with the following substitution of the group: 


2s 

W=|1 5 #F [j?==j+ 1 (mod. 2)}, 
'f 3 

having period 4. The group H;.1 of order 72 is solvable. 


25. Owing to the interest attached to the simple group Hs, of 
order 6048, a direct proof will be given of the theorem of § 24 for 
the case m = 3, p’ = 3. Incidentally, illustration is afforded of general 
methods to be employed later in the paper. As shown at the beginning 
of § 24, we may assume that, in the given substitution S. 

(41) of, = 1, oy = 1, os = 1, ety + os = 03, + O95 = 05, 1 Oh = 0. 
By the hyperorthogonal conditions (1), we have 

os, + a, = 0, af, + a = 0, ats + og, = 0. 
Since «,, += 0, we have 


(42) a, = a = a,= +1, of, = of, = of, = +1. 
Tranforming S by 
O78 B's: &,’ = r&,, = 6§, §, = t 16-185, 


we obtain the substitution 
Ory TO Oy. = TF Mg 
( T 16 a, Oa To" “| , 
ote a, o'o*a, Se 
It is possible to.choose t and 6 so that 
teaeot=1, ro-'a,=<=1, +t %o- 1a, = 1. 
In view of (42), we may satisfy the resulting conditions 


T = Oyq/y,, 6 = ai / etsy. 


Hence S is conjugate within the group with the substitution 
@, 1 Ms Ot = Oy = Oy = 1 
D “=o, “_ “we (33 =1, a,—=—1 
1 agg gg we, =—1, of, ——1 


35* 
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By § 1, we have 
_ oa — sai — 7 
Cg = 41 Ogg Gig, Ogg —= Oy Moe Gay, 1 == Ogg — O43 Og, 
= ab “al 
CS, = Ogg Ogg Oso Mog, Ago = 44 Ogg f- Ohay Oy. 
It follows readily that 
— —— oa, —— _— 
Oy, = 1 Msg G9 Gg, == H 11 Mog—— Ogg, Ag, == O11 Ugg Uys, 
ae — —_— 
Ogg = WI, Hf Ogg Msg = at, O31 %oq %3- 
. a 
In particular, we have @?, a3,02,—— 1, so that 
sa a. 5 
041 Ug9 O33 = ¢ (?=—=—1). 


Hence 2 takes the following form 


O11 1 41 Us (1 —#) 
a3,3(—1—i) —ia#, ag, —# (ef, =1, os,—=1), 
1 a, (1—i) O33 


satisfying the conditions (3) and (4) and having determinant unity. Since 
@,, and o, have only the values + 1, +7, at least one of the diagonal 
terms in Z is +7. If «,,——di, a, = — i, then 
— iad, 0, = $i. 

Hence at least one of the diagonal terms is +7. By an evident trans- 
formation within the group, we obtain a conjugate substitution of the 
above form with «,,—=7. Then o.—=— a§,. If as;—=-+ 1, then a, —=-+-1 
and either Z itself or its transform by O23 will have 03 = 1, @.—=—1. 
If os, = -++ 7%, then a. —-+ i. Hence 2 is conjugate with one of the 
three types: 


i 1 14% i 1 Sie 
a= (1 —1 —i}|, Bel si4+i +i i 
f aQucg 8 — a 


The sum of the diagonal terms is different in the three substitutions and 
therefore their characteristic determinants are different. Hence no two 
are conjugate. 

For 2,, the characteristic equation has the roots 7, i—1, —i+1. 
Taking x =i, the quantities (27) are seen to equal 1, 1, ++ 1 respectively. 
The sum of their fourth powers is unity in the field. Hence 2, multiplies 
the function 


> 46 =i th +G+D5 (2A}=1) 


by 7. Hence 2, is conjugate within H;5, with a substitution which 
replaces §, by 7&,. 
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The characteristic equation of 2 has the roots —i, i+ 1, —i—1l. 
Taking « = — i, we determine by § 16 the quantities 


3 
Ay=i+1, 4,=i, 4,=1, > 4=1, 
j=1 


by observing that the determinants (27) equal 1, —i—1, i—1 respectively 
and then setting @=7i-+1. We may verify that _ multiplies 


> Ags = G+DE + th + & 


by —i. Hence 2_ is conjugate with a substitution of the group which 
replaces —&, by — 7&,. 

The characteristic equation of 2, has a triple root + 1. Since 
x =1, the quantities (27) equal —7, —1, 1 respectively. Hence 

A,‘ + A,t+ Ass=0. 

Hence 2, is not conjugate within the group with a substitution which 
multiplies —, by a constant. 

For X. the quantity A,, of § 24 takes the form 

Ay =i + u(i—1) + Api. 
We seek to determine solutions 4, w of 4*+ w*=1 such that At, + 1. 
The value 4=O is evidently not suitable, likewise for u—0. Hence 
must 4* == u*==— 1 (mod.3). Then A,, A%, equals 
1+ aw {a?(1—i) + aX +i) — ag). 

The expression in brackets vanishes for at most two values of the ratio 
4/u. The desired solutions therefore exist. For 4—=w, we have A,, =0. 


26. Consider a substitution (;;) of H3,,, in which a,;=—0. By § 1, 


° 3 
Of! = — 9 Oss, Of) = 04 Hs, Of = O49 095, ef, —= — %y Mp. 


Hence S takes the form (where é,, = a?) : 


/ » 
O14 O19 0 
S=|— O19 M33 O11%s33 Aas |, 


G19 Oy, —Oyy lag Ogg 
the hyperorthogonal conditions reducing to the two*) 
(48) at a1, afb agttat. 


For example, the determinant of S equals the product of the two sums 
in the left numbers of (43) and hence is unity. 


*) Notice that S= "ig —. 
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The characteristic equation of S is (§ 14) 

(44) a — a6 + co? —1=0, 6 = ty + Oy O55 + oss. 

If either «,., 0 or «3, 0, S multiplies one index by a constant. 
Suppose next that «,. += 0, «3 =+-0 and consider the conditions under 
which S is conjugate within H;,,, with a substitution which multiplies 
an index by a constant. In order that S shall multiply 

@ = A,é, + A,& + 56, 
by aw, we must have (§ 16) 
Ay : Ay: Ag = XOly9 légg ? Ogg — Oly yg 2 Z* — Lory, + Oy Hyg) +H O55, 
since @,@ += by hypothesis and hence not all the second minors 
A,, A,, A; vanish. If the sum 


= Art + a 4. Art 

= 2 3 

has a value different from zero, it may be made equal to unity by a 
proper choice of the factor of proportionality. If also 

(45) gt! on 1, 

the function @ may be introduced as a new index by a transformation 
of indices representing a hyperorthogonal substition. Hence, if (44) has 
a root « which satisfies (45) and makes d=+-0, the substitution S is 
conjugate within the group with a substitution multiplying & by x. If 
every such root « makes 6 = 0, the conjugacy fails. We examine the 


latter case. For a root x of (44) which satisfies (45) and makes d = 0, 
we have 


of * * ocge tt + oft * (1 —aey,) (L—a-*e1) 
[22a (ey +01 5) + Ogg)” ** = 0. 
Expanding this eyuation and applying (43), we get 
L t33 + 2°, —22(6—,,) —2u7!(6 — G5) + 66—6 Gi, — Go, +3=0. 


Replacing x* and «~* by the values derived by multiplying (44) by 2-' 


and «~*, we get 


(46) Va + V"a-14+-W=0 
V = 60%, —26 + 3t%;, W = 66 — 26%, — 2G 04, + 3. 


The condition that (44) and (46) shall have a common root is that 
their resultant shall vanish, viz: 


V+V3+e2VV2+ 6 V2? V—26 V2 V—26V V?—3WVV 
+6V°W+oV?W+6VW?+6V W?+o06VV W+ W?=0 
where V = V”. Substituting the values of V and W and setting 
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@ == tg, b = G35 + Wg — Borg M%yg + 1, CH= Os — Zady + egg ttsy, 

the condition takes the following form: 

—ao'e’*?—ace'e’?+ 4a0°+ 406°+ (4a—c) 06? + (4a—c) eo? 

—(1+<aa) (4e4e+-40'o— 0° 6°) +-4c0'+- 4¢ 64+ (18+ 18aa—b)o*G? 

+ (4e—18a)6°o + (4¢—18a)0°6+-4b0°+- 4b6°— 18c0*6 — 18¢66°6 

+27a0e?+ 27a6—(18b4+-27aa+ 27) 66+ 27co+ 27¢6+27b = 0. 
For the special case «,,—0, whence 6 =a, the left number was observed 
to have the factors (1—aa)* and 
(47) 46° + 46° — o*6? — 1866 + 27. 
Likewise in the general case, the expression (47) is found to be a factor, 
the other factor being 
(48) aoe’ + ae? — (1+aa)o6+co+co+b. 
The expression (48) may be written in the form 

(6—a6+a*—a) (—6+a6—a’®+a) + (1—aa)’. 
Employing the value of 6 given by (44), we find that 
6—a6é6+a*—a=a,,(1—aa), a= as. 
Hence the expression (48) equals 
(1L—ae%y,) (1—etgs a%35)°. 

If it vanished, either «,. 0 or else a; = 0 by (43), contrary to hypo- 
thesis. Hence the expression (48) is not zero. Hence must the expression 
(47) vanish. We proceed to prove that (47) is the discriminant of 
equation (44). By Sylvester’s dialytic method, the eliminant of (44) and 
the equation derived by differentiation 
(49) 3a7— 2ox+6=—0 
is found to be the expression (47). Without having recourse to differen- 
tiation, but employing methods valid for the Galois field theory, we may 


prove that a double root of (44) must satisfy equation (49). A double 
root 2, must belong to the GF'[p**|, to which the coefficients belong. 


Moreover, x?+1== 1. Indeed, by § 14, zy” is a root of (44) and there- 
fore equal to x, or wy*. If the second alternative holds, then «?’-!=z,, 
so that, by raising to the power p’-+ 1, we have 1 = ?"+!. From the 
relations between the roots and the coefficients of (44), we get 
22, +a7*=6, 2+ 2a7'=6. 

The second may be derived by raising the first to the power p’. From 
the first, 27° + 1 = o2z*. Eliminating xz* by means of (44), we find that 
ov*— 26x +30. Raising it to the power p’, we get (49). 
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A common root x, of equations (44) and (45) makes d = 0 if, and 
only if, x, be a double root of (44). 

To complete the investigation, we examine the case in which (44) 
has a double root z,*). As shown above 2,, and hence also 2;*, satisfies 
a’ +11. If xy? differs from 2,, it is a simple root of (44) and therefore 
does not make d=0. In this case S is conjugate with a substition 
multiplying one index by a;*. Hence the conjugacy fails only in the 
two cases: first, when (44) has no root satisfying (45); second, when (44) has 
a triple root, necessarily a root of (45). We proceed to prove that, in 
the first case, (44) is irreducible in the GF[p*’]. 

By § 18, equation (44) can not have an irreducible quadratic factor 
belonging to the GF{[p**]. Hence (44) is either an irreducible cubic or 
decomposes into three linear factors. In the latter case at least one root 
satisfies equation (45). Denoting the roots by z,, 2, 2, it follows from 
§ 14 that 27”, x”, wy” are likewise roots. If z7”=-2,, we may set 
t= ay”. Then ay”=aP*=-2,. Hence must 25” = a5. 

Incorporating the result of § 24, we have the final theorem: 

Within the group H;,;., p*>2, a substitution whose characteristic 
determinant is neither an irreducible cubic nor a perfect cube im the 
GF p**| is conjugate with a substitution multiplying one index by a constant. 


27. A substitution of H;,,,, which multiplies &, by a constant may 
be given the form (see beginning of § 26): 
sum? 0 0 
[a, «, Bl = ( 0 @  B |) (ttt, of +t4 grt1—3). 


0 —pp? j wo? 
It has the characteristic determinant 
(50) A (2) = (@—w-') {2?@—2(e-+ por) +p} . 


Transforming this substitution by Of, we obtain [u, a, 7A]. Since + 
may be any root of r”+!—1, the substitutions [u, «, B], in which w and 
« are fixed marks, are all conjugate within H;,,. 

By § 26, a substitution S of the group whose characteristic determinant 
A(z) is neither an irreducible cubic nor a perfect cube in the GF[p**] 
is conjugate with a substitution of the form [u, a, B] in which uw! is a 
simple root of A(z) 0. A second substitution conjugate with S must 
have the same characteristic determinant A(x) and is therefore conjugate 
within the group with a substitution [u, A, B] where 


*) For p=3, +0, the roots are —6o~', — Go! and o —Go~'. 








a= st mm =. er 
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Av +14 BMH 1, 
By (50), they have the same A(z) if, and only if, 


(51) a+ wo” = A+ pA”. 
Hence A — « must be a root x of 
(52) ue” +a4=0. 


Raising the latter to the power p’ and multiplying the resulting equation 
by uw, we find that 2”*+ wa = 0. Hence (52) has p’ roots in the 
GF{p™). 

We proceed to determine a set of conditions necessary and sufficient 
for the conjugacy of [u, «, 6] and [u, A, B] within the group H;,,,. 
The investigation will also determine the number and form of the sub- 
stitutions commutative with [uw, a, 8]; We seek the conditions under 
which the ternary substitution 2 = (q;,,) will transform [u, «, 6] into 
[u, A, B]. The conditions for the identity 

[u, @, sj >—2[n, A, B) 


are the following (where @ = a”, ---): 
(53) (1—we) oy, + Bure, = 0, Buoys — (1—p*a) o,, = 0, 
(54) (1—w A) eg, — Bua, = 0, Buta, + (l1—u? A) as, = 0, 
(55) (~—A) yg = Bwttys + Begs, 
(56) (@—A) ty, = — Bory, — Bu-'e5s, 
(57) Bets, — Bogs + (ua—A)a, = 0, 
(58) w Bagg — w Bers, + (a—w A) tg, = 0. 
The determinant of the coefficients of «,,, «,,; in (53) equals 
—w+ wa + we—1 +0, 


since w~' is not a double root of A(x) =O given by (50). Similarly 
the determinant of the coefficients in (54) is 


w—wA—wA+1+0. 


Hence 9, 3, %,, %, are all zero. Hence 2 becomes 


/ 


Oy 0 0 
z= | 0 Ose Gog 
QO ay, 7, Ogg 


subject to the hyperorthogonal conditions 
(59) atlas 1, att apt! axl. 
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Then conditions (55) and (57) take the respective forms 

(60) (a@— A) egg = Buty, — Bey, ts, 

(61) (A—pe) tt, = Bet, — Bey, ty9. 

Conditions (56) and (58) may be derived from (60) and (61) respectively 
by raising them to the powers p’. We observe from (51) that 


(62) CY =—pw'0, C=A— pa”. 
If C= 0, conditions (59), (60), (61) are satisfied by*) 
B 


Og = 0, Mg—=1, oy = —=- 
up ae 
Hence [u, «, 6] is conjugate with every [u, wa, B] in which BB= BB. 
This result is directly proved by observing that 
i O33: £= é, 5 = és, 5, = = é : 
transforms [u, «, 8] into [u, wa, wB]. At the beginning of the section, 
the latter substitution was shown to be conjugate with [u, wa, B]. 
For C= 0, we substitute the value of «,, given by (61) into the 
relation (60) and apply (62) and obtain the condition: 
(a—A) Ca, = u(BB a BB) O39 - 
But by (51) and the relations between «, 8 and A, B, we have 
0=(A+uA—a—ywa)A = A?— ac A—poA+pu—uBB 
= upp — uBB— (a—A) (A—na). 
Hence (60) follows from (61) and (51) and may be dropped. 
Since C + 0, we have a. += 0, so that (61) may be written 


(63) B — Cetys/tyg = Bey, uf, *. 
Raising this to the power p’ + 1 and setting y =~ a3/t., we get 
(64) (8B—Cy) (B+ w-*Cy”) = Br, 


if a, belongs to the GF{[p**|. As at the beginning of the section, B need 
be determined only up to a factor t for which r”+1!—1. Hence (64) 
may be taken in place of condition (63). Then (50) becomes 

(65) y? tt 1 = a}. 

If there be a root y of (64) which belongs to the GF'[p?*] and makes 
y”+14+-1=-0, then (65) determines marks «,, in the field, when y gives 
the corresponding values of «,,;. Upon simplification, (64) may be written 


(66) C®y"+1— BCy” + BuCy + wae —wAA=0. 


*) If also B=0, AA—aa=—1 requires that B=0. If A+ a, we take a,,=—0, 


Gy, =1. 
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Raising this to the power p* and multiplying by uw’, we get 

Cry +? + BuCy™ — BCy* + wat —wAA—0. 
Subtracting (66), we find that 


(ye** — y) (C2y" + BuC) = 0. 
If the first factor is not zero, then y”* = — BuC™*, when (66) gives 


upp + waa —wAA=0, 
whence AA = 1, so that B=0. Hence, if B+ 0, every root of (66) 
belongs to the GF{[p**]. If every root of (66) makes y”+!+4 1=—0, 
then must B = 0, wae — ~AA = C*, whence uBB=C*. But 
(67) uBB— upp —(A—a) (A—na). 
In the present case, B = 0, so that C?—(A—a)C. Hence a= ua. 
Then «a = 1 gives «? =u. The roots of (50) are now a, a, a *, so that 
w=+-1. Since C+ 0, we have A=-a. That the substitutions [u, «, 6] 
and [u, A, B] are not conjugate in the present case is evident. 

There remains the case B = 0, y?”’ =— BuC™*. By (63), y= BC’. 
Then y”*+!+.1—0 only when uwBB=—C* By (67), A=wA. As 
before, the two substitutions are not conjugate. . 

For the case 6B = 0 and « = wa, the equation A + uA” = 2a has 
p® roots in the GF'[p**|. Indeed, by raising its members to the power p* 
and multiplying the resulting equation by wu, we get 


A? 4 yA” = Qau = 2a. 
Hence A?’ =A. For the root Aa, we have B=0, so that 
lu, «, B] =[«, A, B). 
The remaining p*— 1 roots A lead to as many conjugate substitutions 
[u, A, B], none of which are conjugate with [u, «, 0], «= we. 

Within the group Hs,,,, two substitutions having a common characteristic 
equation A(x) = 0, which is reducible in the GF|p**| but has no double 
root, are conjugate. The substitutions for which A(x) = 0 has a simple 
root w-* and a double root 8 are conjugate with one of the substitutions 
(68) b= 0%, 6/08, &' = 08 (O"t1—1, +1), 
(69) Lu, «, BI, a+ wa? = 20, u=d*, ad, +1, att gett], 


28. To determine the substitutions 2 commutative with [u, «, BI, 
when u-! is a simple root of A(z) =O, we have only to set A =a, 
B= £ in the conditions (53)—(58). By (53) and (54), ey, a3, Ga, Oy 
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are zero. Then & takes the form 2, subject only to the conditions (59) 

and the following special forms of (60) and (61): 

(70) Buoys = Bey, Hyg, Cogs = Belg, — Bey My, (C=a— pa). 
Suppose first that C—O. If 6 =O, the conditions reduce to (59), 

so that the number of substitutions 2, is (p’-+ 1) (p**—1)p* (Annalen, 

p. 568). Let B=-0. For a. — 0, there are p*+ 1 values of a, satis- 


fying «p+! 1, each of which determines «,, = < ap’-" so that a? t1—=1; 


there results p’-++ 1 substitutions 2,. For «,. = 0, conditions (70) give 
— Ms) g (%20)”". 
O14 ai *, Bu (=) 6 (=) 
If a, be determined in the GF[p**], the first relation gives «?+!= 1. 
The second relation and the last relation (59) may be written 
(71) y? = wpP—ty, y@tt+ lag! (y = G95 / try). 
For y= 0, we obtain p’+ 1 marks a,, in the GE[p**| and therefore 
p’+ 1 substitutions 2,. For y= 0, there exists a common solution of 
y? t= wpP-', y*tit1=0 
only when 
(72) (— up” 1p +1)/2 — 1. 
We suppose that p> 2, since for » = 2 (72) imposes no condition on 
w and B. For « = 0, then p” +1 = 1 and (72) requires that the power 
(p'+1)/2 of —w shall be —1, so that a root of «*?-+ u = 0 satisfies 


gv +t — —1. If (72) is not satisfied, its left member equals +1, so that 

aV@ti—1. For «+0, C=0 gives u—a-”’t', so that (72) requires that 
(Bjayo"—0/2 = (1-0, 

Since a = wa, the equation [see (50)| 

(73) a? — x(a+pa) + uw =0 

may be written in the forms 


2 “ . 2 +1 
Gy) term, (F-1--(" 
Hence (72) is satisfied if, and only if, x/« belongs to the GFp’], viz. 
oP) oe Gp! oe p!, 
If the root (§ 14) 2-” of A(x) =O differs from z, the product 2-”"x =p. 
But if 2” = a, the second*) root w/z of (73) differs from «~”", whence 
ag-¥+14-u4. Hence (72) is satisfied if, and only if, 2**+'=+- 1. According 





*) In the present case, B=-0, «a= wa, p+ 2, (73) has no double root. 
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as (72) is satisfied or not, there are (p*—2) (p*+1) or p*(p’+-1) sets 
of solutions y, o@,, in the GF p**| of equations (71). Including the result 
for t,=0, we find for p>2 that [u, «, B], « == wa, B+ 0, is commutative 
with (p*+-1)* or p**—1 substitutions according as the roots of (73) satisfy 
(74) e+! oe 1 


or do not; for p=2, the first alternative always holds true. Each sub- 
stitution (68) is commutative with (p*+-1) (p**—1)p* substitutions. 

Suppose’ next that C+-0. For B =0, (70) gives «,—0O. Then 
@,, and @,. are arbitrary roots of (74). Hence there are (p’+-1)? com- 
mutative substitutions. Let B+ 0. If a, = 0, we have 


—_ e—1 e+1 e+1__ 
Oy, = af 1, of tt=1, aft'=1, 


leading to p*-+ 1 substitutions 2,. Assume henceforth that a, + 0. 
The first relation (70) is seen to be a consequence of the second. The 
former gives 
“7 = pipe ttag 1, 

so that, if «,, be determined in the GF[p**], a?'+1—= 1 will be satisfied. 
The remaining relations under (59) and (70) may be written 

~19) — an £, SA. 
(75) (B-*Ow)"*#* +1 =a") L=w+wr (w= G *) 
The second equation has p’ roots w in the GF'[p**]. If a root w gives to 
the left number of the first equation (75) a value + 0, the latter deter- 


mines »*-++ 1 marks «,, in the field. In the contrary case, w and w” are 
the roots of the quadratic 


(76) w?—w—(8)"** 0, 


whose coefficients belong to the GF'[p']. 

If (76) be irreducible in the GF[p*], and one root be designated 
by w, the second root is w?. Hence only p’—2 values of w lead to 
solutions of (75). The number of substitutions 2, is thus 

p+ 1+ (p'—2) (p'+1). 

If (76) be reducible, a root w makes w+ w* =1 only when p>2 

and w= 1/2, requiring 1/4 = — (6C-1)"+1. Then, by (62), 
C?=4u pp, («+wa)?= 4y. 


Hence (73) has a double root uw. According as the reducible equation 
(76) has equal or distinct roots in the GJ’'[p*], the number of commutative 


substitutions is p*(p’+1) or (p'+1)*. 
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Equation (76) is reducible in the GF[p*| if, and only if, the roots 
of (13) satisfy the condition (74). 
Indeed, (76) is transformed into (73) by setting 
W = (a—2)C-". 
Then, if (76) be reducible, so that W” = W, we have 


po” +2—par +e, 
when (73) takes the form 
u(a?tt—_ 1) = 0. 
Inversely, if a root « of (73) satisfies (74), then 


a+pot=aotpc”=atpuae”, W"=W. 

We may combine our results into the theorem: 

A substitution [u, «, B| whose characteristic equation has no double root 
is commutative with (p*+-1)* or p**— 1 substitutions of Hs, according 
as every root or not every root satisfies x”+'=1. For a double root 
= u-', the substitution is commutative with (p*-+-1)(p**—1)p* or (p*-+1)p" 
substitutions according it has the form (68) or (69). 


29. Let d denote the greatest common divisor of p’-+ 1 and 3. 
There are p’+ 1—d substitutions of type (68) and as many of type 
(69); none of these substitutions are conjugate within H;,,,,. 

We proceed to classify the non-conjugate substitutions [u, «, 6] whose 
characteristic equations have no multiple roots. Let 4 be a root of (73). 


Then 4-” is also a root of (73), a result following from the equation 


obtained by raising (73) to the power p’. 


If a” +141, then 4-”=+- 4. The product 4~”+1 equals the constant 
term w of (73). Then w-'==4”-1,.4, A-” are all distinct. Indeed, 
4”-1==4 raised to the power p*+ 1 gives 1 = A”+!; 4”"-!—4-”" raised 
to the power p’ gives 4~”’+1== 4-1, whence 4” +! 1. Hence every set 


of three marks A, 4-”, 4”-1 of the GF[p**], such that 4?°+1= 1, leads 
to a characteristic determinant (50) having distinct roots, there being 
solutions « in the field for 


aetue®=A+ AY, wp HsAt!, 


The replacement of 2 by 4-” leads to the same characteristic equation, 
while any other replacement of 4 does not. There are 


1 


= ((e*—1) — (o' +} = $ ("+1 (22) 
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non-conjugate substitutions [u, «, B| for which the roots of (73) are wnequal 
and do not satisfy (74). 
If the roots of (73) satisfy (74), they are 


a, wan? (ar t+t— 1, wett— 1). 
They are distinct and differ from u~' if A is not + mw, w-1 or w®. But 
4? = w requires that u?’+/2=1. We consider three cases. If w(”’+/?—1 
and w*=+- 1, then w®+-1 and 4 or 3 values of 4 must be excluded 
according as: p >2 or p=2. If w*7=—1, 2 or 1 values of 4 are to be 
excluded. If p> 2 and w*+/?= —1, then wu? + 1 and 2 values of 4 
are to be excluded. Hence if » > 2 there are 


(FE —a) (7 —s) + a1) +E) = 0H) r—-2) +20 
sets of distinct roots. If p= 2, the number is 
(2*-++- 1—d) (2*—2) + d2* = (2'+-1) (2*'— 2) + 2d. 


Allowing for the 6 permutations of the roots, which lead to conjugate 
substitutions by § 27, we obtain the result: 


There are < (p'+1) (y'—2) + bs non-conjugate substitutions [u, «, B} 


whose characteristic equations have distinct roots satisfying (74). 


30. Suppose that A(x) = 0 has a triple root w-'. By § 14, wu” is 


a root, so that w”+!—1. Also w’—1 and therefore u*—1, d being 
the greatest common divisor of 3 and p*+ 1. 
For substitutions [u, «, B], equation (50) requires that 

(77) a+ pao = 2y’. 

If 6 = 0, then «a = 1, when (77) gives «= y-'. Then [yu, «, 6] multi- 
plies each index by uw‘ and is therefore conjugate only with itself. 
Supposing 6 + 0, we have «—yu*=+-0. The conditions that 2 = («,,) 
shall transform [u, «, B| into [u, A, B], B= 0, are given by formulae 
(53)—(58), where now the second conditions of the sets (53) and (54) 
may be dropped. As in § 27, the two substitutions are conjugate if 
A=a. Assuming that « — A=0, conditions (57) and (58) are seen 
to follow from (55) and (56). Although a, and «,, are not necessarily 
zero, it will be found sufficient to choose them to be zero. Then 
Gsy = — Gy, Ugg, Ogg = O, Hy. and XY takes the form 2,. Condition (56) 
now follows from (55) by raising the latter to the power p*. The con- 
ditions upon 2, are therefore (59) and (55), the latter being reducible to 
(60). The proof in § 27 therefore leads to the result that the substitutions 
[u,«,8] and [u,A,B), connected by the relation (51), are conjugate within Hs, »,s. 
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The conditions that 2 shall be commutative with [u, a, B], B + 0, 


are derived from (53)—(58) by setting A =a, B= £, viz: 
(1—wae) ej, + Bura,;=0, (1—we)as, — Bucs, = 0, 
B Wet, + Boss = 0, Boga — Porgy + (ua—a) Ga, = 0. 
It will be convenient to set 
6 = Bu/(a—p’). 
In view of (77), we find that 
oY = — B/(a—p*), o?tt—=—1. 
The substitution X takes the form 


Oy GO O13 
OF ot, G9 Gos e 
6% 
31 —uB Ogg Ugg — 26 digg 


Since u*® = 1, the conditions (3) and (4) reduce to the following: 
pea ale bape bee, 
G oty4 Og, Gots yg yg Wy = O, 
agit +t amt! + (cys —2 Gos)” +! = 1, 
Gurgi** — WB?" tia tgs + Ogg tty, — 2ouget? = 0. 
Upon applying (78), the latter two reduce to 


(tég3 — 6 gq)” ** = 1. 
Hence ty. = 60, + 1, where t+! 1. Observing that 


(78) 


a — wa = 2(a—p*?)=2fo, wpY-* =o’, 
the determinant of S is found to be 


| Oy Gas O43 
OP tts, 60g +1 er) SS yy T*. 
2 
1 — 66,3 —G60,-+Tt 


Hence must «,, = 1t~*, whence «7+! 1. Substituting the values of «,, 


and @, in the second and third relations (78), we get 


(79) (< ts) + (¢ ts)" = oft, a3 = — t taf. 


The number of substitutions XZ commutative with [w, «, B], B+ 0, is 
p**(p’+1). Indeed, a,, may be any one of the p** marks of the GF'[p**] 
and t any one of the p’+ 1 solutions of r”*+!—1. Then «,, and a, 
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are uniquely determined in the field. Equation (79) has p’ solutions «,, 
in the field, for each of which a, is determined. 

There are exactly d non-conjugate substitutions |u, «, B\, B += 0, whose 
characteristic equations have triple roots. Within H;,», cach |w, «, Bl is 
conjugate with (p**+-1) (p’—1) substitutions. For B =O, there are d 
substitutions each conjugate only with itself. 


31. It remains to consider hyperorthogonal substitutions not conjugate 
with substitutions multiplying one index by a constant. Set S be a sub- 
stitution (@,;) in which a, —«,=--- =, =90, and «,+0. If 
«,, = 0, then a+! 1 and S may be transformed into a substitution 
S, which replaces &, by §& by means of the hyperorthogonal substitution 
Ov$, 4 being a root of 4”%-'—=«a,,. For p* = 2, the hypothesis «,, +0 
requires «,, = since the cube of every mark +0 of the GF[2*| is 
unity, while 
(80) ttt ait me 1 

For p’ > 2, there remains the case @,, += 0, «,, 4-0. To determine 


when S is conjugate within the group with a substitution S, replacing 
§, by &, we introduce new indices 


m m 


X, =D 4b: X, =» nk: 


i=1 


The conditions that S shall replace X, by X, are 


m 


(81) b= >) a4, (¢==1,---,m). 


j=1 
The transformation of indices may be made hyperorthogonal if (§ 3) 


m m 


(2) Sapttent, Sarfttai, Sars, =o. 
i=l i=1 


i=1 


Since relations (81) define a hyperorthogonal substitution [Compare § 7], 
the second condition (82) is a consequence of the first one. Hence the 
conditions reduce to the following two: 


m 1,-+-,m 


(83) Sweat, Sari«,=0. 


é=1 yd) 
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We have therefore only two conditions upon the m marks 4; of the 
GF {[p**|*). Employing the abbreviations 


m 2,-++5m 
o = > 4,¢,,, 6 > AP A,0,,, 
j=2 i,j 


and eliminating 4?’+! between equations (83), we get 
(84) if at haf y-+0-+ ay (1— Saye) 0. 
\ é=3 


Multiplying (84) by +, determined so that 


(85) to =(r ay Os)”, 
the condition may be written 
(86) y? +y+z=0, 


where we have set 


(87) Y=TAAPa,, 2Sr1r6+ ta, (1- Sure). 


i=2 


Using the first equation (83) and (86), we see that y, y” must be the 
roots of the quadratic equation 


™ N 


(88) 1+ 2¥ + eafege'(1— Siar) —o. 


i=% 


Inversely, if it be possible to determine marks 1, A,,---,A,, of the 
GF p**], 4,+=0, so that (85) is satisfied, so that z belongs to the GF p*| 
and, lastly, so that (88) is irreducible in the GF p*|, then the roots of 


the latter may be taken to be y, y” and the corresponding vatue of 4, 
will belong to the GF p?*| and with d,,---,4,, will satisfy (83). 
The condition (85) may be written 


(89) afc) = tty, + >! oy Aydg = w. 
j=8 


Since t must be a mark +0 of the GF'p**], the condition on 4,,---,4,, is 
(90) aft = wt! 


*) If we define the GF [p**] by means of a quadratic @*-++ yO + d=0 belonging 
to and irreducible in the GF'[p*] and set 2,=1,+ OL,, «,;,-=a,;=OA 


t 
only three conditions of the second degree upon 2m variables L, L;. 


jj» We obtain 
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Eliminating r”"-' from the condition given by 2” = z, we find 


w | oF af (1- Sa) )|=«e jetea(1— Siar) | 


i=2 


i=3 


Dividing by A?*+! and setting 


- ade m ? _ a; w/i: p+ 
seit tn Soar SCY ara) 
: i=? ‘J 


we obtain the condition for 2” —z in the form 


. ‘ 

(91) igP-t Pes = wal 
weet, — % yy fy 

We exclude the case in which the denominator vanishes. Raising the 

fraction to the power p* and multiplying numerator and denominator by 

w, and afterwards applying (90), we get 


s a s 
we” ws, — wp? thy Mg (var! an wo") 


1 ee a a ps 
w Oy Ws, &i9 Os9 Wes, O11 &i9 


Hence the condition that z shall belong to the GF'[p*| merely determines 
Az”-1 as a function of A,/4,,+++, 4,,/a, belonging to that field. 
If m > 3, the determination of the ratios 4;/A,, ---, 4,,/dg so that 
(90) is satisfied and (88) irreducible offers little difficulty. 
For m = 3, we have, as in § 26, 
Uy, == — Ogg Ugg, ~ Mg, = yy My. 
Setting 9 = 4,/A,, we have w = &,.(9@3;— 3), so that (90) becomes 
< ? ys yg ee —38 — 
(92) o! o? = 9 4 —1=0. 
Raising it to the power p* and subsiracting the result from (92), we find 
that either 9?’ = @ or else 9” = G3/c3. But, in the latter case, (92) 
requires a?) +! + a¥+! = 0, in contradiction with (43). Hence equation 
(91) has p* + 1 roots in the GF |p**|. One root is seen to be*) 
Or = (Cr 1 M1 Mg YW 1 Ms - 
The remaining p’ roots are given by the formula 
= “u_,  RY+R+4+1=0. 
e=—a t+ R+a,, %,’ + 2+ 
*) It is for this value of @ that the denominator of (91) vanishes. 
36* 
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For m = 3, we have 


B= a (oP oag tt), v= tgy — cy + Qt *(cegg—04y) + Otis + O” Og. 
Setting Z—Y/z, (88) becomes Z*+ Z-+-/(R) = 0. In general, the latter 
is not irreducible for all the p’ possible values of R. As in § 15, the 
cases p= 2 and p+ 2 require separate treatment. If A(z) = 0 has a 
triple root when p= 2, the substitutions replacing § by & leave &, 
fixed; this exceptional case is treated in § 36. Aside from this case, a 
substitution of H;,,, not conjugate with a substitution multiplying one 
index by a constant, is conjugate with a substitution which replaces 


£, by &*). 


32. A substitution of H;,,,, which replaces & by §& has the form 


91 6 
to a=(—% 0 | (ca+pp—=1). 
BO «@ 


It is transformed into [a, wi~*B] by the substitution 


M: §,=6,, 5 = “és, 5 = Ag, 

of determinant Au*. Taking 4 = u-*, we see that |«, 6| is conjugate 
with [«, w*8| within the group, uw being any root of 
(94) oP+! on 1, 
If p’+ 1 is prime to 3, we may choose uw so that u* equals any given 
root of (94). Thus, if p*=3/-+ 1, then w=2'+! makes uw =a" t? =—2; 
if p> = 31, w=2-' makes uw’ =a” =x. But, if p’+ 1 be divisible 
by 3, w® is a root’ of a”+/3 1. Denoting the roots of the latter 
by t;, where i = 1, 2,---, (p’+1)/3, and a primitive root of (94) by @, 
we see that every root of (94) has one of the forms 1,, @1,, e’t;. If « 
be a fixed mark of the GI p**| such that**) a+! + 1, the p'+ 1 sub- 
stitutions [a, B| are all conjugate under Hy, if p’ + 1 be prime to 3, but 
give rise to three sets of conjugates represented by | a, B,|, [«, 08,|, |e, 07; | 
if p’ +1 be divisible by 3. ; 

The case p* + 1 = 3/1 requires further study. For later application, 
we let p’ be general. If r be apy root of (94), every ternary substitution 
which transforms [«, 8] into [a, 7B], 8 += 0, has the form: 


*) An indirect proof is furnished by the results of § 37. 


**) The case a” +!—1, whence B= 0, needs no investigation. As shown by 
their characteristic equations, [«, 0] and [a’, 0] are conjugate if, and only if, a’ = a. 
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Oy bas O43 
5,= — ty: & + 0438 Oy ; 43 B+ O30 , 
MTB MystABB-? aygtBB- T{ ey +a .a-++e,38-(e? +a) | 
The hyperorthogonal conditions (3), for j = 1, and (4), for j =1, k = 2, give 
(95) 41 yy Myo + My3%3 = 1, 
(96) DRS — egy yg yy yg B yy yy F yy 8 F M506 = 0. 
The four remaining conditions (3) and (4) reduce to identities upon 
applying (95) and (96). The determinant of S_ equals 
D=t {a + aa? ay, + p-'(a® +a)? a, + aa,, a2, —2app-*a,, 0%, 
—3 Bey ey 9%3 + hy + B-'(a+@*) af, os —2a6 B- *Ohyg th, 
+ B?B-1a3,}. 


33. Theorem. Jf the characteristic equation of the substitution |«, B| 
is irreducible in the GF {p**|, [a, B] is conjugate with every |a, rp), 
r+! —1, within the group Hyg, »,.. 

Taking « Art, where 4 is a root of (94), the substitution M of 
determinant a root of (94) will transform |a, 8] into [«, cf]. It remains 
to prove that [«, p| can be transformed into itself by hyperorthogonal 
substitutions of determinant A, where A is an arbitrary root of (94). 

To reduce |«, B| to its ultimate canonical form, we proceed as in 
$$ 14 and 16, where now 


A,=2x6, A,=f, A,=2'* +a. 
Introducing as new indices*) X, == A,&, + A,& + A,§& and the functions 


X,, X; obtained from X, upon replacing x by «?"*, a-*", respectively, we 
obtain the following canonical form for [a, 8]: 


(97) X= 2X,, X,=aP"X,, X= a" X,. 
The substitution S,, for r= 1, is seen to replace X, by AX,, where 
A = ty + Log + %38- (az? +a). 


Hence S, takes at the same time the canonical form 


(98) X,/=AX,, X,’/= A" X,, X,’ = AP" X;. 
Since z is a root of A(x) = 0, which may be given the forms 
(99) a—e#atea—1=—0, #®+a=—2e4+27', 


) The determinant of transformation is + 0 since the product of the tian 
of the roots of (99) does not vanish. 
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we may give to A?*’+! the form 


O44 yy yy yg yg 03 (2 B+2-'B") B-1B- ‘, 


where B denotes the expression 


yy Opp BB Oy O30 B + 0,1 O38 + Oygtyg0B + My 0ty38 + c30,3(a?+a) . 
If S, be hyperorthogonal, (95) and (96) are satisfied, so that 


B=aR+R*=0, AP*+i1—1. 


Inversely, if (99) be irreducible and if A”*+!=1, then (95) is 
satisfied and B=0. From the latter, R= 0, since aa=+1. Hence S, 
is hyperorthogonal. 

The determinant of (98) is therefore A = Ar**-v'+1_ By a suitable 
choice of A we can make A equal to any root of A”+!=1. Indeed, (99) 
is irreducible in the GF'|p**| by assumption and may therefore be used 
to define the GF{[p"*]. In the latter field, C?**+!—= 1 has a primitive 
root of the form C=y,+y,2-+y,2%. By a suitable choice of @,,, a2, 3, 
we can make A = C. 

To illustrate a more direct method of proof of the theorem, consider 
the example p*>=5, B = 2, a? +a-+2=0 (mod. 5). Then (99) is 
irreducible*) in the GF[5*]. The values 

Oh, = 2, Mg — Hy, yg = Oy 

satisfy (95) and (96) and make D=—-+ 2r(1—«). Hence [«, 2] is 
conjugate with [«,a—1] and with [#,—e«-+1]. It follows that [«, 2] 
may be transformed into itself by a hyperorthogonal substitution of 
determinant -+ 2(1—«) and therefore by its square of determinant 3«-+-1. 
Hence [a, 2] is conjugate with [«, 2(3«¢-+1)|. Hence the substitutions 
[«, B], B= +2, + (a—1), +(a+2) are conjugate, and each may be 
transformed into itself by a hyperorthogonal substitution whose determinant 
is any one of the roots +1, + 2(1—a), + 2(a+2) of A®°=1. 


34. We have shown that two substitutions are conjugate within 
Hs,»,, if they have the same characteristic equation which is is irreducible 
in the GF |p**]. The canonical form of either is (97). Here x may be 
any root of x?*-*'+!—1 such that +141. But if 2+! = 1, then 
x* = 1 and therefore 2“ = 1, so that exactly d of the p** — p’ + 1 roots 
are excluded. The replacement of x by z?** or by 2~” leads to a conjugate 





*) Employing the irreducible congruence 

e+ a + ott 28+ 2*+4+ 2+ 1=0 (mod. 5) 
and setting e=2+2%+2', the roots of (99) are x, «=x, 2 °=2*. Hence A(z) 
is irreducible by § 17. 
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substitution, so that there are exactly = (p* —p'+1—d) distinct ca- 
nonical forms. 

The commutative substitutions have the form (98) where A?**+!—1. 
The determinant being unity, (98) is a power of the substitution in which 
o, belongs to the exponent p?* — p’ + 1: 

X’ =X, X= ef" X, Xs =e" X, (op*-" +11). 

Hence each substitution (‘'7) is commutative with exactly p**—p'+1 
substitutions (98) which arise from substitutions of the group. 

Within Hs, p,5 there are + (p™— p+ 1—d) non-conjugate sets of sub- 


stitutions having irreducible characteristic equations. Each set contains 
(p?* — 1) (p'+-1)p** conjugate substitutions. 


35. It remains to consider the substitutions |[«, B] of § 32 whose 
characteristic equations (99) possess triple roots. 

For p= 3, we must have «=0. The p' + 1 substitutions [0, A], 
p’+1==1, are conjugate by § 32. As type we may take (&, & &,). 

For p+ 3, equation (99) has a triple root, necessarily « = +; if, 
and only if, «? = 3a, a® = 27. We therefore assume that 
(100) &=3a, @=—3a, wa=—9, PRB=—8, oF = 27. 

If p = 2, we have 8 =, whence |a, 8] multiplies —& by a and is 
therefore conjugate with [a, 0, —«a], a case treated in § 30. 

We proceed to study the substitutions [«, 8] when p+ 2, p +3. 
If p* = 31+ 1, we must have « = 3 since 

9 = gilt? — g?. 38 — g?. BP -1 = g@? 27 = a’. 

If p* = 31 — 1, « may have any one of three values 3@, where w* = 1. 

In view of relations (100), D of § 32 may be given the form 


/ 2 8 
= oe ap 
D=t(a, *? “3 — = ws) 


Hence [«, 8| is conjugate with [a,7B] only when rt is a cube, so that 
there are d non-conjugate substitutions [a, 6] with « fixed and there- 
fore in all d? non-conjugate substitutions [@, A]. 

Another proof follows by introducing the new indices 


X= Feb +ih+ Se, Y=—B_— Fah, X— Zab. 


Then [«, 8], assumed to satisfy (100), takes the form 
X= «aX, X,= 2(X,+X,), Xj) = 2(X,+X,+X) @=a/3) 
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and is therefore commutative only with the substitutions 
X,=aX,, X,=—aX,+0X,, X, —aX, + bX, + ¢X,, 
of determinant a’. 
Every substitution commutative with [«, 6], 6 += 0, has the form S, 
(given in § 32). If it be of determinant unity, 
ap 


(101) y+ + a“ “a, (o* = 1). 


Since @'=1 and a+! = 1, we have @ = @” = w*. Raising the members 
of (101) to the power p*+ 1, we get 


O43 yy M9 Oye PF Oy3%3 — = R— = RY = 1. 
Hence relation (95) follows from (96) and (101). Eliminating «,, between 
(101) and (96), we get 


a 


22 2 _ ap 2a 
(102) @* Bays — @* ay, + Weyy — “HQ hy 3 “1242 — 7 %3%s 


( 

bie Ein a, = 0. 
Raising (102) to the power p' and multiplying by — $ and adding the 
resulting equation to (102), we find that 


r 4 . Sues = 
@ (Bes a te) whieh & Boys + 44. = 0. 


This equation may be written in the form 


@ , 4 _ 
(103) aX = = x”, X = pa, — x Leys. 
Raising (103) to the power p’* and multiplymg by =; we find that 


X?** — X, so that (103) has p’ roots in the GF{ p**]. Substituting 
- Ss ‘ 4 
Boys = X + Fz ee, Bays = > X-+ 3 “%e 

in equation (102), we get 

(104) ap, = wee, + ox + a a? = 0. 


Raising (104) te the power p’, multiplying the resulting equation by 


-- = we, and adding to (104), we find that «?* = «,,. Hence, for each 


value of 2, equation (104) has p’ roots a,, in the GF[p**|. There are 
exactly dp** commutative substitutions S,, since @ has d values and 2, 
@, each have p* values. 

For p= 3, a substitution commutative with [0, 1] = (&,&&,) has 
the form 
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iy Hq Og 
Os Oy OQ T° 
ST as Cs BI 


It has the determinant «3, + «3, + «3, — 3a,,0,.0,;. Hence 
1, + Gy. + o,, = 1 (mod. 3). 
The condition (95) then follows from (96), which becomes 
yy yg PE yy yg HF yg yy = 0. 
Eliminating «,,, we get 
(105) yy — yy yy Fy yg HF Oy Myo HF yy — Myo yy = 0. 
Raising to the power p* and subtracting the result from (105), we get 
P= 2, Ley — M. 


Substituting «,. = «+ «,, in (105), it becomes 


a? +o, +r—2=—0. 
Raising to the power p*, we find that a?" = «,,. Hence (&, &,§,) is com- 
mutative with exactly p** substitutions of the group. 


36. We have finally to consider, for p = 2, the substitutions S of 
§ 26, not conjugate with a substitution multiplying one index by a con- 
stant, but having a perfect cube as characteristic determinant. In par- 
ticular ,, G9, @g, Gg are all different from zero. If (44) has a triple 
root, necessarily « = 6, we have 
eo=1, ®=—6, oo=—l, 6 = yy H My My + a5. 
Then 


ae = ‘ = 
1,5 = TH yy yy Egg yy yg = Oy + G41 4, 3 + 6 — 11 — Gs, 


—" $= Su — $4a (1a, %, $= 0). 


1 — @; &%, 

It may be shown that § is conjugate with a substitution of like form in 
which «,, has a particular value. Then the d values of 6 give as many 
values to «3. By an evident transformation in the group (see § 25), we 
may give a, a particular value, without altering «,,, «;. Then the trans- 
form S’ of S by Of3 O23 is of the form S but has (§ 25) 
41 = O11, 49 = 12, Co2 = Oe, 3s = 33, 093 = FS 


When rt runs through the series of roots of r+! = 1, 1° takes (p'+1)d 
values. Hence «3 assumes one of d distinct values. Hence there are 
exactly d*® non-conjugate substitutions S. The proof that each S is 
commutative with exactly d2** substitutions of H;2, will be illustrated 
by the example s = 2. 


3 
Qos. 
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For pp = 4, d=1 and 6o=1. Since a, +0, a. +0, we have 
w> = 1, «5, +1. Hence «5, =i, where 7? =i-+ 1 (mod. 2). As above, 


1 — o,, — of; + of, : 4 oe 

a3 = 1+, — i(1 + O11 + Oy + tat,). 
Now «@,, vanishes only when a?, + ia,, + 10, giving a, = 1, a case 
already excluded. Since o§, = 1 -+ «,, + ia? + a3, + at,, the case 
a __ = al 
a, = 1 gives «,, =i. Hence a, +0, a +0, if a, be any root of 
a =i except a,,—i. Hence a, is a root of one of the equations 


irreducible in the GF[4]: 
tay HiH9, at ayiti=—O. 


Taking «,, to be a root « of a + «+ i—0, we may (as shown above) 
take a. =i, a; =i, since a&,—=i, «8, =i. Hence the substitution 
becomes 





a - D ae 
S={fa+1 Pe i («*?-+-ae+i=—0). 
i? ia+i ia+1, 
The period of S is been to be 4. 
Every ternary substitution commutative with S has the form 
1 “ie “43 
LHl Cathay pigs — My t ame +(@+]) ms ya + (ta +0) 43 
beat (Ga 1)eys (a1) eypt(Patijeys a+ (dae) ee, +(e+ 1) m5 
Forming the minors of @, and «,, we have, by § 1, 
(106) ey 3 = ip + (a+ Ll) ai, + (Pat i?) eye + tat, + (ta +7*) ae, , 
(107) ey, eeyp = (Ce +P) ai, + (Pat ijats + Payses + (ta Lay, + tas. 
Equating the two resulting values for «,,@,.0,,, and setting «,.—ac,,;-+2, 
we obtain the congruence (mod. 2): 


(108) x(a* + iat + a a,, + at) = 0. 
For «= 0, a, = «a,;. If a, 0, Z is the identity. If «,, + 0, (106) 


gives o,, = «3, + ia,,. Then the hyperorthogonal condition on the first 
row of 2 gives 


a, (at$ + tot, toi.) = 1, taj,(ai,-+1) = 0. 
Hence «a 


*, = 1, when 2 takes the form, belonging to H5,,, 
tte bathe O43 | 
(a+1)ms Lay (Pa+i)oys | - 

\ Os Paces 1+ Pm 


Raising (108) to the fourth power and adding to (108), we find 








D 


7 
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that z®’—2'. For «+0, c® = 1, so that > —1. Taking « = 1, i, #, 
(108) gives respectively 

Os + 3 = 0, ats + os =0, as + m=. 
Upon raising each equation to the fourth power, we find that a! = a,,, 


so that each has four roots in the GF[16]. According as x = 1, ¢ or 7, 
we have, by (106) or (107). 


Oy = tty + Pati, oy tes a, my, = ies + ia + ?. 
In each case the four resulting substitutions are seen to belong to the 
group. Hence S is commutative with exactly 16 substitutions of H5,s2. 


Table of the substitutions of H;,,,, p’ + 2. 


37. To give a summary of the preceding results, the following table 
gives in the first column the non-conjugate types of substitutions of the 
group, the second column gives the number of such types and the third 
column gives the number of substitutions of the group conjugate with 
each type. Forming the sum of the products of the corresponding numbers 
in the second and third columns, we obtain the order of the group, 


(ps a 1) (p** cao. 1) ps ' 
The classification is based upon the character of the roots in the GF[p**] 
of the characteristic equation A(a) = 0, when the latter is reducible. The 
substitution [u, «, B] is exhibited in § 27, [a, B] im § 32. 











vane Number of conjugates to 
Type of substitution. | Number of types. each type. 
A(x) = 0 irreducible > (p**— p’' + 1—d) | p* (p?*— 1) (p' +1) 


Distinct roots, satisfying «+! = 1 | < (p'+1)(p*—2)+ < p*(p*—p'+1) (p'—1) 
| 


not all satisfying 2” +!—1 | + (e+) (p'—2) p**(p** + 1) 
Double root, type (68) | pt+i-d p**(p?* — p+ 1) 
type (69) | p+i-d p** (p+ + 1) (p*—1) 
Triple root, [u, «, B], B += 0 | d (p** + 1) (p'—1) 
[u, «, Bl, B=0 d 1 
ey |e lermanenns 











572 L. E. Diexson. 


38. For p* = 3, we have the following distribution into conjugate 


The hyperorthogonal groups. 





sets of the substitutions of the simple group H3,3;, of order 6048: 























Substitution. Roots of A(z) =0. | Period. ae 
os 1, $40 ( irreducible | 7 | 864 
[—é—1,i+1] lin the GFT9] 7 «| ~~ (864 

fl, 0, 1] L& —é 4 | 378 

[—i, 0, 1) i, ~~ 1, §—~1 8 756 

fi, 0, 1] =. $44, 7] 8 756 

nm. —1. 0 > es | 2 | 63 

[—1, é, 0] —1, i, i 4 63 

f—1,—é, @ —1,-—i,-—i | 4 63 
i, —~i—1, —i+ i} i, ~1, —1 6 504 
[—1, 641, +1] a 12 504 
[—1, —é+1,¢+1]| —1,-—i,-« | 12 504 
fl, é+1, i—1] a 3 | 56 
identity 4,3 1 1 

(0, 1] 1, 1,1 3 | 672 


The substitutions |— 1, 7-+-1, ¢-+ 1] and [—1, —*+1,7¢+1] are 
inverse to each other. The last substitution [0, 1] is (& & &). The results 
for p’=3 were first obtained without the use of the above general investigation. 


The University of Chicago, March, 1901. 
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Sul moto di un corpo rigido in uno spazio di curvatura costante. 
Sunto di alcune Note di 


Domenico De Francesco in Napoli. 


Il primo ad occuparsi del moto di un corpo rigido in uno spazio di 
curvatura costante fu il Clifford. Questi nel 1874 ne stabili l’equazioni 
differenziali, senza occuparsi della loro integrazione*); due anni dopo 
considerd il caso di un solido, non sollecitato da forze, in uno spazio di 
n — 1 dimensioni, e ne tentd l’integrazione generale per mezzo di funzioni 
® di nm — 2 ==s argomenti, uno dei quali, funzione lineare del tempo**). 

Nel 1884 il Sig. Heath trattd lo stesso problema***), limitandosi al 
caso di uno spazio ellittico a tre dimensioni, ed anch’ egli ne integrd le 
equazioni per mezzo di funzioni #, e la sua soluzione coincide con quella 
di Clifford (n=4, s=2); ma, come notd egli stesso, la soluzione non 
@ generale per difetto di numero delle costanti arbitrarie, che sono 4 
invece di 6. Se ne pud concludere che @ incompleta per la stessa ragione 
anche la soluzione di Clifford, sebbene |’Heath non ne parli. Lo notd 
bensi nello stesso anno il Killing, il quale, trovate per altra via le equa- 
zioni differenziali di Clifford aggiunge}): ,,.Wenn Clifford aber behauptet, 
diese Gleichungen kénnten durch einfache @-Quotienten integrirt werden, 
so hat er zu bemerken vergessen, dass dieser Lésung, welche nur bei be- 
stimmten Anfangsbedingungen médglich ist, der Charakter der Allgemein- 
heit fehlt“. I] Killing non trattd il problema della integrazione}7). 


*) Motion of a Solid in Elliptic Space. Math. Papers, n. 41 (Cfr. Klein, Nicht- 
Euklidische Geometrie, 1893, v. II, p. 220). 

**) On the free Motion under no Forces of a Rigid Sistem in an n-fold Homaloid. 
Proceedings of the Ldndon Math. Society, vol. VII, 1876. 

***) On the Dynamics of a Rigid Body in Elliptic Space-Philos. Transactions of 
the Royal Society of London, Vol. 175, 1884. — 

+) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Band 98, 1885, p. 48. 

++) Il Sig". Klein e Stackel si compiace farmi conoscere una Memoria di Cayley 
«Sur quelques propriétés des determinants gauches» (Journal fiir die reine und ange- 
wandtg Mathematik, Band 32, 1846) ed una del Sig". Frahm del 1873 « Ueber gewisse 
Differentialgleichungen» (Math. Annalen, VIII, 1875). 

Nella prima il Cayley pone il problema della rotazione in uno spazio di pit 
dimensioni, ma dice: «je n’ai encore rien trouvé sur ce sujet»; nell’ altra il Sig". Frahm 
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Il Prof. Volterra non si @ occupato esplicitamente di moti in spazi non 
euclidei, ma ha trattato di una classe di moti che egli ha chiamato moti 
spontanei a caratteristiche indipendenti, ed a questa classe si pud appunto 
riportare il moto di un corpo rigido, non sollecitato da forze in spazi non 
euclidei. I moti spontanei a caratteristiche indipendenti sono caratterizzati 
dal fatto che le loro equazioni si dividono in due gruppi, il primo dei 
quali @ un sistema di equazioni differenziali del 1° ordine rispetto a certi 
parametri o caratteristiche, che soli compariscono in esso come elementi 
variabili. Queste caratteristiche sono, nel caso nostro, le sei componenti 
della rotazione e della traslazione del corpo. Il secondo gruppo comprende 
altrettante equazioni differenziali che legano le caratteristiche con altri 
parametri che determinano la posizione del corpo. 

Il problema delle caratteristiche, o velocita, pud dunque esser trattato 
indipendentemente dalla completa questione dinamica, e il Prof. Volterra 
Vha risoluto per qualunque numero di caratteristiche, ottenendole espresse 
mediante serie di funzioni del tempo, i cui coefficienti si ricavano mediante 
operazioni razionali dalle costanti note delle equazioni differenziali, e dai 
valori iniziali delle caratteristiche. 

Della seconda parte del preblema, cioe del problema di posizione, né 
gli autori citati, né altri, ch’io sappia, si @ occupato, almeno per quanto 
riguarda corpi rigidi di forma qualunque. 

Per quanto riguarda corpi di forma speciale l’unico caso completa- 
mente risoluto che io conosca, @ quello dovuto al Sg". Klein, il quale nelle 
sue «lectures» sulla “Mathematical Theory of the Top” *) ha mostrato come 
dall’ equazioni differenziali (e quindi anche dalle integrali) del moto di 
una trottola sferica (top) nello spazio euclideo, si passi a quelle del 
moto in uno spazio iperbolico di un corpo analogo sotto forze analoghe 
con sei gradi di liberta, mediante la semplice sostituzione di variabili 
complesse al posto delle variabili reali. 

Esporrd ora brevemente i risultati a cui son giunto in alcuni lavori 
sul moto di un corpo rigido di forma qualunque in spazi non euclidei, 
sia in riguardo al problema di posizione, sia anche per quanto si riferisce 
a quello delle velocita, giacche sebbene questo sia implicitamente e com- 
pletamente risoluto nella serie di Volterra, non @ inutile, stante limportanza 
e la difficolta del problema, indicare altre vie che conducano ad altre soluzioni. 


stabilisce l’equazioni differenziali del problema (dunque prime del Clifford) e ne 
indica anche parecchi integrali; e per il caso di n= 4 afferma potersi dimostrare 
che basterebbe una sola relazione tra le costanti note dell’ equazioni differenziali per 
ridurre il problema alle quadrature (p. 42). . 

*) New-York, Scribner’s Sons, 1897. (Vorlesungen gehalten beim 150 jiihrigen 
Jubiliium der Universitit Princeton, 1896). 
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I. 


Una prima mia Nota*) ha per oggetto il solo problema della velocita. 
Le equazioni differenziali, usando le notazioni dell’ Heath, sono: 


A 4 _ (B—H)a,0, —(G@—C)a,0, = 0, 
BS _ (HA) a,a, —(C—F)a,0,=0, 
; |c5* — (A—@)o,0, — (F—B)a,0, =0, 
" pis — (B—C) a,0, — (G—H)o,0, = 0, 


“*% _ (CA) @,a, — (H—F)o,0,=0, 





| oe —B) 0,0, — (F—G@)a,0, = 0, 


nelle quali le @ sono le sei velocité angolari del corpo rispetto ai sei 
spigoli di un tetraedro, legato invariabilmente al corpo, ed A, B, C, F, G, H 
coefficienti costanti, dipendenti dalla massa del corpo, tra cui sussistono 
le relazioni: A+ F=B+G=C+H= WM. 
L’Heath ne trovd i tre seguenti integrali: 
(2) Ao? + Ba,’ +Coa,? + Fa? +Go,? + Ho? =—2T = cost., 
(3) A®’o@,?-+ Ba,? + C*a,? + Fa, + Ga,? + H*a,? = K* = cost., 
(4) feat pe + pepo — cont, 
Noi ne abbiamo aggiunto un quarto, cioe: 
(5) AFoa,a, + BGa,a, + CHw,a, = S = cost., 
e con questo si ha un’ altra soluzione del problema, par quanto riguarda 
le caratteristiche, o velocité angolari, mediante un teorema, dovuto anche 
esso al Prof. Volterra**), che si enuncia cosi: Se oltre all’ integrale delle 
forze vive si conoscono v — 3 integrali indipendenti dal tempo delle equazioni 
dun moto spontaneo a caratteristiche indipendenti d’ordine v, ed wno di 
esst € un integrale di 2° grado (la cui equazione determinante abbia radici 
diseguali), la determinazione delle caratteristiche si riduce alle quadrature. 
In questo teorema il numero v rappresenta il numero delle caratteristiche, 
che nel nostro caso @ 6, mentre si hanno oltre l’integrale delle forze vive 


*) Sul moto spontaneo di un corpo rigido in wno spazio di curvatura costante. 
Nota 1°. Atti delle R. Acc. delle Scienze di Torino, vol. 35°, 1899. 

**) Sopra una classe di equazioni dinamiche. Atti delle R. Acc. delle Scienze di 
Torino, vol. 33°, 1897—98. 
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(2) gli altri tre integrali (3), (4) e (5). Affinché perd il teorema sia 
applicabile occorre che i prodotti AF’, BG, CH siano diseguali. Se due 
di essi sono eguali (cioe se A = B e quindi / = G; oppure se A = G; 
e quindi B= F’) le (1) danno un altro integrale (@, = cost., oppure 
@, = cost.), onde avendosi 5 integrali indipendenti dal tempo, l’equazione 
del tempo si otterra con una quadratura. 


Il. 


Una seconda Nota*) concerne il problema di posizione. Conosciute 
le w in funzione del tempo, occorre integrare sei equazioni differenziali 
che legano le @ coi sei parametri di posizione. Esprimendo che le 
quantita di moto di tutti i punti del sistema rigido formano in ogni 
istante una Diname, le cui componenti rispetto a un tetraedro fisso sono 
quantita costanti, si trova che queste costanti non sono independenti; ma 
legate colle costanti arbitrarie degl’ integrali (3) e (5). A risolvere il 
problema di posizione occorrono quindi altri due integrali. A questi son 
giunto per una via che si riduce essenzialmente a quel che segue. Ponendo: 


{L=Fo,+ Ao, M=—Go,+ Ba,, N= Ha, + Cas, 
\p=a+o,  q=a+0, r=ato, 
le (1) si riducono a due terne della forma: 


dM 
dt 


aN 


<” — Mr + Nq=0, —Np+Lr=0, “)_1q+ Mp=0, 


e le sei equazioni che legano le coi coefficienti di posizione del corpo 
si riducono a due terne della forma: 


pdt = ydB + y' dp + y"dp", qdt=ady+a'dy + a'dy’, 
rdt = Bde + pda’ + pda’, 
ove i coefficienti «, 6, y, «’,--- formano un determinante ortogonale. 
Con tali riduzioni il problema di posizione nello spazio non euclideo 
si scinde in due problemi che si possono trattare e risolvere, come si 
tratta e si risolve il problema di posizione di un corpo non sollecitato 
da forze con un punto fisso, nello spazio euclideo. 
Questa specie di sdoppiamento del problema trae alla considerazione 
di due piani invariabili, cioe di due piani che godono proprieta analoghe 
a quelle del piano invariabile nello spazio euclideo, considerazione che 
facilita l'integrazione. I due piani invariabili perd non sussistono sempre. 
Nello spazio ellitico ne pud svanire uno, nello spazio iperbolico possono 


*, Sul modo spontaneo ecc. Nota Il. Atti delle R. Acc. delle Scienze di Torino, 
vol. 35°, 1899—1900. 
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svanire entrambi (quando sono nulle le costanti arbitrarie degl’integrali 
(3) e (5)), e cid perch? @,, @,, @, nello spazio iperbolico sono immaginarie 
pure. Le integrazioni perd si effettuano anche senza la considerazione 
dei piani invariabili. Osserveremo anche come lo sdoppiamento indicato 
trova riscontro in uno sdoppiamento analogo, quantunque in senso inverso, 
adoperato dal Sig’. Klein nella citata sua ‘Mathematieal Theory of the Top’, 
la dove ottiene le equazioni differenziali per il moto di un certo corpo 
rigido in uno spazio non euclideo, perfettamente analoghe alle equazioni 
per il moto della trottola sferica (top) nello spazio ordinario, col dare 
valori complessi al tempo ed ai tre parametri che determinano la posizione 
del corpo*). 


Til. 


In una terza Nota**) ho trattato il problema senza suddividerlo nei 
due, di velocité e ‘di posizione; e la soluzione completa deriva da una 
funzione caratteristica Jacobiana. Questa a sua volta si ottiene da una 
equazione differenziale, che soddisfa alle condizioni d’integrabilita, e include 
radicali di 2° e 3° grado. 

Si parte dalle equazioni differenziali (1) e dai quattro integrali 
quadratici scritti sotto la forma: 


(£ (Fo, +Ao,)—(Gas+ Bay) (w,-+@s)-+ (Ha, +Ca,)(@;+0,)=0, 
(8) | 5 (Ga, + Bo,)— (Ha, + Cas) (+ 0,)+(F'a,+ Aa,) (+ a) =0, 
4 (Ha,tCa,)—(Fo,—Aa,)(as+0,) + (G'005-+ Boy) (,--a,)=0, 


{ (Fa, + Aa,)(@,+ @,)+(Gas+Ba,)(;-+-0,) + (Ho, + Cas) (44+ ) 
+ (Fo,—Aa,)(o,—o,)+(Go;,—Ba,)(@;— a.) 











9) | + (Ho,—Cs)(@,—@s) = 4h, 
Aa,? Ba,? Ca,* 
t B-Ht0—Fta—G7% 


(10) (Foa,+ Aa,)? + (Ga,+Ba,)? + (Ha,+ Cas)? shag K,’, 
(Fa,—Aa,)’ + (Ga,—Ba,)’ + (Ha,—Ca,)* = K,”. 
*) Lectures, p. 54. — Solo da pochi giorni sono venuto a cognizione di queste 
importanti lectwres. Mi sembra che, seguendo questi concetti del Sig’. Klein, si potrebbe 
trovar la via per integrare anche le equazioni del moto della trottola non sferica in 
spazi non-euclidei. 
**) Sull’ integrazione delle equazioni differenziali del moto spontaneo di un corpo 
rigido in wno spazio di curvatura costante — Rendiconti della R. Acc. dei Lincei, 
vol. IX, serie V, 1900. 


Mathematische Annalen. LV. 37 
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Ii primo integrale @ quello delle forze vive, la cui somma J @ = h. 
Supponiamo K, e K, entrambe diverse da zero, e poniamo: 


Fa,+A,o,——K,sen6,seng,, /Fa,—Aw,——K,sen6,seng,, 
(11) | Fo,+ Bo, =—K,sen@,cosy,, Fa,—Bo,——K,sin®@, cosg,, 
Ho,+Ca,= K,cos0, , Ga—Ca,— K, cos, 
Queste equazioni equivalgono alle (10). Tra le @ ed i sei parametri 
9, Pir Vy» 9%, Pg, Uy che determinano ad ogni istante la posizione del 
mobile, sussistono*) altre sei equazioni di cui scriviamo solo le prime tre: 
(@,-+@, dt = sen g, sen 6, dy, — cos y, dé, 
(11’) (@;-+@,)dt = cos g, sen 0, dy, + sen g, 4,, 
(a,-+-@,)dt = dg, — cos 0, dy,, 
le altre si deducono da queste cambiando le somme dei primi membri 
nelle differenze, e nei secondi membri l’indice 1 nell’ indice 2. Queste 
sel equazioni d’altronde, insieme alle sei precedenti, soddisfano identicamente 
le equazioni differenziali (8). 
Con queste sostituzioni l’integrale (9) delle forze vive diviene: 
(12) K, cos 0,dg, + K, cos 0,dy, — K, dy, — K, dy, = 4hdt; 
e si pud dimostrare che il primo membro di queste equazioni @ un dif- 
ferenziale esatto; cioe che se si esprimono K, cos 6, e K, cos 6, in funzione 
di g, e€ g, per mezzo degli integrali (9), si ha: 
0(K, cos) __ (K, cos 0) 
O®s i Ov, 





Ponendo adunque: 
f (K, cos 6, dg, + K, cos 0, dg,) = 2, 


Vequazione (12) da: 
2V — K,v, — Ky, = 4ht + cost. 
Ponendo poi: 


3 
V—+K,4,—+ Kv,—ht=W, 


W @ la funzione caratteristica del problema, poiché soddisfa alle condizioni: 


dw ow 
(13) ar = T+ U, 3 = T+ YG, 
essendo 7’ la forza viva (—h) ed U la funzione delle forze (—0), e 
contiene tante costanti arbitrarie (h, g, K,, K,) quante sono le variabili 


(1, Pe» Vi, Ve). Si avra dunque: 


*) Sul moto spontaneo ecc. Nota II citata. 








~~ Pr =e O bet OU Ol CUM 








Sul moto di un corpo rigido in uno spazio di curvatura costante. 579 





14 oe 15 ix, 
(14) TD a 
ag =, : ok, 2? 


essendo h’, g’, K,’, K,’ quattro nuove costanti arbitrarie. Questi integrali 
insieme cogi’ integrali (9) e (10) danno la risoluzione completa del 
problema. Infatti le (14) danno g, e g, in funzione del tempo e delle 6 
arbitrarie K,, K,, h, g, h’, g’: le (3) per mezzo delle (11) danno @, e 6, 
in funzione di g, e m, e quindi in funzione del tempo e delle stesse 6 
costanti, e le (11) danno le sei velocité . Finalmente le (15) daranno 
w, @ w, di cui le m non sono funzioni, ma che servono insieme alle altre 
quattro variabili g,, p,, 0,, 6, a determinare la posizione del corpo. 

La soluzione del problema di posizione non contiene che otto costanti 
arbitrarie, ma essa @ generale, poiché quattro costanti sono nulle per la 
posizione degli assi, cid che non implica alcuna restrizione nelle condizioni 
iniziali del moto. 

Quanto alla funzione V, osserviamo che per ottenerla bisogna esprimere 
per mezzo delle (9) K, cos 6, e K, cos 6, in funzione di g, e g,. Ora 
queste equazioni, eliminando 6,, danno una risultante di 4° grado rispetto 
a sen? 6,. Quindi cos 6, e cos #, possono ottenersi esplicitamente in 
funzione di g, € g, per mezzo di radicali di secondo e terzo grado. 


La soluzione data non regge quando una delle K, o entrambe siano 
nulle. Il primo caso non pud verificarsi che nello spazio ellittico, il 
secondo non pud verificarsi che nello spazio iperbolico. 

Nel primo caso (p. es. quando K,=0) si ha: 

Fa,— Ao, = Ga, — Bo, = Ho, — Ca, = 0, 
e ridotte le m a tre, le (8) si riducono a tre equazioni euleriane che 
esprimono la rotazione intorno a un punto, di un corpo avente per momenti 
FY 2G 68 
A+F’ B+G@’ C+H 
Nel secondo caso ,, @,, @, essendo immaginarie, si porra: 
Fa, + Ao, = K(i cos 6, sen gp, + cos g,)e“™, 
Ga, + Bo, = K(i cos 6, cos p, — sen g,)e~™, 
Hao, + Ca, = Ki sen 6,e-™, 


principali d’inerzia 


16 
(9) Fa, — Ao, = K’(—i cos 6, sen g, + cos g,)e™, 


Ga, — Bo, = K’(—i cos 0, cos y, — sen g,)e”, 
Ho, — Co, = — K’isen 0,¢%, 
essendo K e K’ due costanti immaginarie coniugate come 6, e 6,, g, & M,- 


37* 
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L’integrale delle forze vive diviene: 
Ke-'[i sen 0,dy, —d0,| — K’é™[i sen 0,dg, + d0,] = 4hdt, 
onde ponendo: 
do, 
sen@, 


K ie~™ sen 0, = 9, 9, +? Uy, 
e 


vis -f dé 
Kiem sen 8, — 0 Ef se => 


si ha: 
. 0, du, + o,du, = 4hdt, 
e 

Fa,+ Ao,=—o,icosu,, Fa,—Aa,— 0,708 us, 
(17) ({Go,+ Bo,= o,isenu,, Ga, — Bo, = — Qe, isen wm, 

Lahis 4:00 M1, Ha,—Ca,= , 
e per mezzo di queste sostituzioni sulle (9), 9, e @, divengono funzioni 
di u, ed u,, e si trova i = as - Ponendo adunque: 
fe du, + Q, dus) = 2V, 

si ha: 


V = 2ht + cost., 
e la funzione caratteristica sara: 
W=V—At, 


Essa infatti soddisfa alle condizioni (13) e contiene tante costanti 

arbitrarie (h,g), quante sono le variabili (w,,,). Si avra dunque: 
ow , ow , 

(18) on h, iy 9; 

essendo h’ e g’ due nuove costanti arbitrarie. 

Le (18) danno wu, ed uw, in funzione del tempo e di quattro costanti 
arbitrarie h, g, h’, g’: gl’imtegrali (9) daranno og, e g, in funzione di ¢ e 
delle stesse costanti: finalmente le equazioni (17) forniranno le sei @ in 
funzione sempre di ¢, h, g, h’, g’. 

Per avere V bisogna esprimere per mezzo delle (9) e delle (17) 9, 
e g, im funzione di u, ed u,. L’equazione risultante, che si ottiene, 
eliminando g,, @ di seconco grado rispetto a g,*. Quindi g, e @, possono 
ottenersi esplicitamente per mezzo di radicali di secondo grado. 


La posizione del corpo in questo caso si determina nel modo indicato 
nella Nota II. 
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IV. 


Del moto di corpi rigidi e di altre questioni di Meccanica in spazi 
non euclidei ho anche discorso in alcune Memorie o» Note, presentate alla 
R. Accademia delle Scienze di Napoli, delle quali mi permetterd anche 
di dar conto brevemente ai lettori dei Math. Annalen*). 

Nelle prime due ho cercato di esporre in modo sistematico un metodo 
elementare di trattazione di Meccanica non euclidea, metodo, del resto, 
non diverso da quello che si segue nei corsi ordinari di Meccanica. 

La prima Memoria @ dedicata ad alcuni problemi di Statica. Rap- 
presentando la forza col seno iperbolico di un segmento, preso sulla linea 
dazione della forza stessa, si stabilisce facilmente l’equaziove dei lavori 
virtuali. Applicando questa equazione ad un sistema rigido, ne scaturis- 
cono col metodo dei moltiplicatori, e nel modo pid semplice, le sei 
caratteristiche, e quindi gl’invarianti e l’asse centrale. Coll’ introduzione 
poi di un nuovo ente meccanico, il comomento di una forza, il problema 
delle Dinami divien suscettibile di trattazione geometrica alla maniera di 
Poinsot, trasportando cioe tutte le forze ad un punto. Gl invarianti sono 
due. Questi nello spazio ellittico non possono essere nulli entrambi, che 
nel caso di equilibrio; ma nello spazio iperbolico la nullitaé di entrambi 
non implica l’equilibrio. Questo caso singolare, dai luogo a particolarita 
geometriche che non hanno riscontro nella Meccanica ordinaria. 

Quanto ai sistemi non rigidi mi sono limitato alle curve funicolari, 
determinandone l’equazioni differenziali, ed integrandole nel caso di forze 
centrali e di forze parallele. [1 problema delle funicolari in spazi non 
euclidei non era stato, ch’io sappia, ancora trattato da altri. 

La seconda Memoria @ dedicata alla Dinamica. Nella prima parte, 
premesse le espressioni della velocita e dell’ accelerazione di un punto, 
e dei relativi momenti e comomenti rispetto agli assi, e quindi le equazioni 
differenziali del moto di un punto libero, le ho integrate in alcuni casi, 
tra cui quello in cui la forza @ costantemente parallela ad una retta, e 
quello in cui la forza @ perpendicolare ad un piano: casi che non mi 
consta siano stati ancora trattati. 

La seconda parte @ dedicata esclusivamente al moto dei corpi rigidi. 
Decomposto il moto istantaneo in tre velocita di scorrimento secondo tre 


*) I. Aleuni problemi di Meccanica in wno spazio a tre dimensioni di curvatura 
costante. Mem. I. Atti della R. Acc. delle Scienze di Napoli, vol. X, 1899. 

Il. Alcuni problemi di Meccanica in uno spazio a tre dimensiont di curvatnra 
costante. Mem. Il. Atti R. Acc. delle Scienze di Napoli, vol. X, 1900. 

Il. Sw aleuni problemi di Meccanica in uno spazio pseudosferico analiticamente 
equivalenti a problemi nello spazio ordinario. — Rendiconti R. Acc. delle Scienze di 
Napoli, 1901. 
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assi, ed in tre velocita di rotazione intorno agli assi stessi, si trova una 
diname che, come nella Meccanica ordinaria, si pud ridurre in generale 
ad uno scorrimento e ad una rotazione secondo un asse centrale, il quale 
perd non esiste sempre; non esiste quando il moto risulta da uno scorri- 
mento e da una rotazione, rappresentate da vettori uscenti dallo stesso 
punto, eguali e perpendicolari tra loro. Questo caso @ analogo a quello 
rilevato nella Memoria I, in cui la diname si riduce ad una forza e ad 
una coppia, eguali e perpendicolari tra loro. 

Considerando le quantita di moto, se ne presentano i momenti e i 
comomenti rispetto a tre assi d’inerzia, espressi dalle tre velocita di rota- 
zione, e dalle tre velocita di scorrimento, rispettivamente moltiplicate per 
quantita costanti (momenti e comomenti d’inerzia), dipendenti dalla distri- 
buzione delle masse. 

Le sei equazioni dinamiche si stabiliscono facilmente, per mezzo del 
principio di Hamilton, usando il metodo dei moltiplicatori. I moltiplicatori 
si possono eliminare in due modi. In un modo, i secondi membri delle 
sei equazioni differenziali rappresentano i momenti e i comomenti delle 
forze applicate, rispetto agli assi d’inerzia; nel secondo modo, li rappresen- 
tano rispetto ad assi fissi. 

Quando le forze direttamente applicate siano tutte nulle, i sei inte- 
grali che risolvono il problema delle velocita, e gli altri sei che risolvono 
quello della posizione del corpo, si possono trovare coi due metodi che 
abbiamo pid innanzi indicato. 

Ma, se il problema pud ritenersi cosi risoluto per quanto riguarda 
le integrazioni, dal punto di vista geometrico si @ ancora ben lontani da 
una soluzione che abbia la perspicuita propria ai teoremi di Poinsot. 
Cid che rende negli spazi di curvatura costante singolarmente complicato 
il problema @ la inseparabilita del moto di rotazione da quello di tras- 
lazione. Questa inseparabilita s’incontra anche nei casi pid semplici 
com’ @ quello, a cui in questa Memoria mi sono limitato, il caso cioé 
di un corpo rigido che ha inizialmente una velocité di rotazione intorno 
ad un asse principale d’inerzia, e nel suo centro d’inerzia una velocita 
di scorrimento perpendicolare all’ asse di rotazione. Questo problema, 
che nella Meccanica ordinaria @ risoluto appena sia enunciato, in uno 
spazio iperbolico da luogo ad una traietioria del centro d’inerzia bensi 
piana, ma curvilinea, mentre l’asse di rotazione si mantiene bensi, qual’ era 
al principio, perpendicolare al suddetto piano, ma la rotazione ha valore 
variabile, e pud divenire una semplice oscillazione. Le equazioni differen- 
ziali si riducono a tre, che hanno la stessa forma di quelle che governano 
il moto di un corpo intorno ad un punto nello spazio ordinario. S’integrano 
nello stesso modo, ma per il segno negativo che porta un momento d’inerzia, 
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e per una costante d’integrazione (la costante delle quantita di moto), la 
quale pud essere positiva, negativa o nulla, mentre @ sempre positiva nel 
caso della rotazione di un corpo intorno ad un punto nello spazio euclideo, 
danno luogo ad una varieta di casi che non si trovano nell’ equazioni 
euleriane e che si rispecchiano in singolari proprieta tanto della rotazione 
quanto della traslazione. 

Finalmente nella Nota «Su alcuni problemi in uno spazio pseudosferico 
analiticamente equivalenti*) a problemi nello spazio ordinario» mi sono 
proposto di ricercare quali moti di un corpo rigido e libero, in uno spazio 
iperbolico, siano rappresentati dalle stesse equazioni differenziali, che rap- 
presentano nello spazio euclideo il moto di un corpo rigido, legato a un 
punto fisso, e sollecitato da forze qualunque; ed in particolare quali siano 
le forze che riproducono il caso di Lagrange e della Kowalewski; ed ho 
dimostrato che se un corpo rigido, in uno spazio iperbolico, ha inizial- 
mente una rotazione intorno ad uno dei tre assi principali d’ inerzia, ed uno 
scorrimento del centro d’inerzia nel piano degli altri due assi, e le forze che 
lo sollecitano trovansi sempre su questo piano, questo piano scorre sopra 
un piano fisso, e la rotazione continua intorno al medesimo asse. Il moto 
in tal caso @ retto dalle tre equazioni euleriane. Questo risultato pud del 
resto prevedersi osservando, che in questo moto il polo (ideale) del piano, 
contenente le forze e lo scorrimento iniziale @ un punto fisso, onde il 
moto stesso pud considerarsi come una rotazione intorno a tale punto. 

Quando le forze sul piano si riducono ad una, applicata ad un punto 
fisso del corpo, diretta ad un punto fisso del piano, e proporzionale al 
seno iperbolico della distanza tra questi due punti, le equazioni del moto 
libero sono quelle stesse del moto di un corpo pesante, legato ad un 
punto fisso. 

Nel caso particolare in cui la forza @ applicata al centro d’inerzia 
del corpo, e lellissoide centrale d’inerzia @ di rivoluzione intorno all’ asse 
della rotazione iniziale, si ha il caso d’integrabilita di Lagrange. 

Le condizioni analitiche che producono il caso d'integrabilita della 
Kowaleski, tornano a queste condizioni meccaniche: I’ellissoide centrale 
d’inerzia @ di rivoluzione ed ha gli assi condizionati come quelli della 
Kowaleski; la forza @ perpendicolare ad uno dei piani principali passanti 
per l’asse di rivoluzione, ed @ proporzionale al coseno iperbolico della 
distanza. Ho considerato anche altri due casi particolari, cioe quando la 
forza, applicata al centro d’inerzia del corpo, @ perpendicolare ad un piano 





*) Sull’ equivalenza analitica di problemi dinamici veggasi Stickel, Ueber die 
Differentialgleichungen der Dynamik und der Begriff der analytischen Aequivalenz 
dynamischer Probleme, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik Bd. 107, 1891. 
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fisso, e proporzionale al coseno iperbolico della distanza del centro d’inerzia 
da esso; e quando la forza @ parallela ad una retta fissa e funzione della 
distanza del centro d’inerzia da un’ orisfera qualunque avente il centro 
sulla retta fissa. 

Il primo di questi casi, con un semplicissimo cambiamento di varia- 
bili, si riporta immediatamente al caso d’integrabilita di Lagrange. Il 
secondo non mi pare abbia riscontro nei casi d’integrabilita conosciuti 
dello spazio euclideo; @, se non erro, un nuovo caso d’integrabilita delle 
formole euleriane, che trova una rappresentazione solo nella Geometria 
iperbolica. 


Napoli, Maggio 1901. 
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-Ueber Bewegungen und complexe Zahlen. 


Von 


K. Tu. Vanuen in Kénigsberg i./Pr. 


Um die Drehungen in einem n-dimensionalen Raume darzustellen, hat 
Lipschitz complexe Zahlen eingefiihrt, die den Quaternionen analog sind*). 
Dass man vermittelst derselben Zahlen auch die Bewegungen und zwar in 
einem elliptischen, parabolischen oder hyperbolischen Raume durch An- 
wendung linearer gebrochener Substitutionen darstellen kann, soll im 
Folgenden gezeigt werden. Nur fiir den parabolischen Fall der Ebene**) 
und des Raumes***) ist das Resultat bisher bekannt7). 

1) Es sei n=p-+1; die p Primitiv-Einheiten 7, geniigen den Re- 
lationen 

Wt1=0,; tig + igi, =O. (a, B=1,2,--,p; «= B) 
Die beiden 2”-gliedrigen Zahlen 


B= Oy + Ast, ++ + Ayygth ty + +++ + y.. pity s+ +t, 
= Oy — A,t, — +++ + yy tty + +++ + (—1)? ay. paged 


heissen ,,conjugirt“. Kine (p-+-1)-gliedrige Zahl = a + 2,%,-+---+ 2,3, 


*) Lipschitz, Comptes Rendus XCI (1880) p. 619, 660; Untersuchungen iiber die 
Summen von Quadraten, Bonn, 1886. Unabhiingig von Lipschitz und zum Theil 
anders habe ich die Hauptsitze hieriiber bewiesen in den ,,Schriften der physikalisch- 
ékonomischen Gesellschaft zu Kénigsberg i. Pr.“, Jahrgang 38 (1897) p.[72]. Die Zahlen 
selbst ohne die Darstellung der Bewegungen durch dieselben finden sich schon bei 
Clifford, Math. pap. 26, 30, 43. 

- **) Study, Complexe Zahlen und Transformationsgruppen, Leipz. Ber., Math.- 
phys. Cl. 41 (1889) p. 177. Wiener Monatshefte I (1890) p. 283. 
***) Study, Von den Bewegungen und Umlegungen, Math. Ann. 39 (1891) 
p. 441—566 spec. p. 526. Math. pap. from the Chicago Congress, New York 1896, 
pag. 376. 

+) Vgl. die weitere Litteratur hierzu bei Study, Theorie der gemeinen und 

hdheren complexen Zahlen. Enc. d. Math. I, p. 147, speciell p. 177 ff. 
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heisst ein ,,Vector“. Es giebt Zahlen (z. B. Vectoren, s. u.) a, so dass 
die 2” aus 
arya’ 


durch Vergleichung der Coefficienten von 1, %,,---,%,, %%,,+++, 44, -++@, 
folgenden Gleichungen bei variablen 2, 7,,---, xz, und davon linear ab- 
hiingigen ¥,, ¥,,---,¥y, coexistiren kénnen. Alsdann gehen die y aus den 
x durch eine allgemeine orthogonale Substitution hervor; denn das Ent- 
fernungsquadrat (7)—§,)* + --- + (%,—&,)? =(#—&) (x’—&’) der Punkte 


(a; Tyy**"y 1) und (Eo, g oe g,) 
wird transformirt in 
a(a—)a’-!. a’ (a’—€’)a-! = a(x—8) (2 —#')a“!,, 
bleibt also unverindert, da sich a gegen a~' wegen der Realitit von 
(x—£) (w’—’) forthebt. Da die Substitution schon durch die p+1 
ersten der 2” Gleichungen gegeben ist, in denen nur die Coefficienten 


My, My,***; My, Mg,°** @,_y,) Vorkommen, so sind die iibrigen Coefficienten 


der Zahl a von diesen 1 + p+ ee ersten (rational) abhiingig. Eine 


1 
solche Zahl a heisse ein ,,Transformator“, r = (a3 + a? +---+-als...p)? 
ihr ,,Tensor“ und “ ihr ,,Versor“. Der zu a ,reciproke“ Transformator 
= = a~" ist gleich 


1 { a =v 29+) a 
FOO tg ty ty Em HF ttigg ty fy tg FF (— 1) 7 Ais... ghrty ip}. 


Jeder Vector, also auch jedes Vectoren-Product*) ist ein Transformator, 


denn in S!ayi,- >) mi, >) avis, (lo= 1), hat tipi, (h<k<D) den Coef- 
0 0 0 


a, a, | 
ficienten | 27, 2% 42, |. Die Producte ab und ba, und die Quotienten 
a, a, | 
. == ab-!, = = ba-', a~'b, b-'a der Transformatoren a, b sind Trans- 
formatoren; und es ist (ab)-'—6-'a~*. Der Zusammensetzung orthogonaler 
Substitutionen entspricht die Multiplication ihrer Transformatoren. 
2) Dies vorausgeschickt suchen wir die Bedingungen unter denen 
_ az+v 
I= Poata 
b und b’ conjugirte Transformatoren, j* eine vorliufig beliebige reelle Zahl 


ein Vector ist. Hier ist x ein variabler Vector, a und a’, 


*) Dass es keine andern Transformatoren giebt, wird in (10) bewiesen. 
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einschliesslich der Null. Fiir = 0 ergiebt sich als nothwendig, dass 
, ein Vector v ist. Dies ist hinreichend, denn es folgt daraus durch Trans- 


formation mit a-', dass auch a-'b’-a’-'a’ = a-1b’ = wu ein Vector ist. 
Setzt man also 
v=au, b=au, 
so wird 
y = a(e fu) (d+ ju’)! = a(a-+u) (14 jue) ta’; 
es miisste also auch (x-++u) (1-+-j?w’x)-', demnach der reciproke Werth 
(1+ j*w x) @ + w) 
(eu) (@+w) ? 
also, nach Weglassung von Vectoren und reellen Factoren: 





wow =w'cu-)- uu’ 
ein Vector sein, was offenbar der Fall ist. 
Eine solche Transformation y = pain soll eine ,,Vector-Trans- 
formation“ heissen. 
3) Die Vector-Transformationen bilden eine Gruppe. Denn 
= sf at SEL 
zusammengesetzt ergiebt: 


2—={claz +b) +a'(Pba-+a)}(j*2-+a)! 
‘{[Pd(ax+b’) + ¢(jba + a’)] (Pbx+a’)*}-? 
= (Aa + BY) (je a'*(Pba +a’) (PBa+ Ay? 
_ Ar+B . 
~ pBa+ A? 
A=ca+jd'b, A’= ca’ + j*db,, 
B=da+e¢eb, B=d'a+cl’ 
gesetzt ist. Dies ist natiirlich eine Vector-Transformation, wie auch daraus 
folgt, dass A und A’, ebenso B und B’ conjugirt, dass 
A= c(ab-'+ )%c-'d’)b, B=d(ab-'+d-'c’)b 


Transformatoren, und 





wo 





. 
Pe 5 dee 
a neta 


ein Vector ist. 
4) Nunmehr sei j eine neue Primitiv-Einheit, deren Quadrat reell 
ist, und die den Gleichungen 


tg) + jt, = 9 (o==1,2,-++p) 
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also 


aj = ja’ 
geniigt. 
Alsdann componiren sich die Vector-Transformationen 


—— cy+a’ _ ax+0b’ 
pdy+e? y pboe+a 


wie die ,,Bi-Transformatoren“ c + d’j, a+ b’j. Denn es wird 
(c+-a’j) (a+B'j) = ca + ja’b + cb'j + d'a’j = A+ BY. 
5) Fiir 7? = 0 repriisentirt die Transformation 
xi|lxa+uv 


eine Verschiebung, die Transformation 
1 
x\|azx a 


eine Drehung, also die aus beiden zusammengesetzte: 
P | ax = v 
| a 
eine Bewegung im parabolischen Raum. Fiir p=2 werden die Bewegungen 
abhingig von den parabolischen Bi-Quaternionen*) 
Oy Hy ty Ag tg $F Aygty Hy Hj (by + 0,4, + Dyig + Di9%, 49), 
mit den Relationen 
P+l=if2+1—/?=0; tj=—ji, QIJ=—jh, 4E=— GK. 
Die acht Parameter a,---b,. miissen aber der Relation 
ab-* 
gleich einem Vector, also 
Ag, + a,b, — agb, + aygby = 0 
geniigen. 


6) Fiir 7? -+ 1 beweisen wir zunichst, dass eine Vector-Trans- 
formation die Gleichung 


a + ai +--+ + a=j* 


oder 
j? 
t=> 
zx 
i ; 
in sich transformirt. Setzt man namlich « = 2- in y= ent. ein, so 
x pboa+a 


erhalt man 


*) Mit den drei Arten von Biquaternionen haben sich Clifford (Math. pap. Nr. 20, 
41, 42) und Buchheim (Amer. J. 7 (1885) p. 298) beschiftigt, ohne die Darstellung der 
Bewegungen durch dieselben zu finden; vgl. Study, Math. Ann. 39 (1891) p. 520 
Anm. *). 
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a (2 + u) (1 + sy" a’~* = fa(1 + jPus’)a’-'.2'(x’ +u')-1a’-! 
= Pao tw) (1+ jue tet} fy- qed. 


7) Untersuchen wir die Verinderung, die das Doppelverhiltniss von 
vier Vectoren 2, y, 2, t: 


(w—2) (@—t)-* : (y—z) (y—t)-* = (@—2) (et) *(y—8) (y—2)-* 
bei einer Vector-Transformation erleidet. Es geht x tiber in: 








1 
<a (1+-72u' 2) + u— = 
eeu jeu i a 1 
“T+? iwe*e  —™S- 1+j*w x oe ag + §)a 
wenn zur Abkiirzung ( — =a) (1+ j?w’ax)-! = € gesetzt wird. Fiihrt 


man entsprechend », €, r ein, so wird: 


a —2\|aE—§)a’-?, 


2—t ||a(§é—rt)a’- 
also 


(@—2) (@—#)-* | a(€—9a'-t-a (G—1)-4a-? = a($—8) (2) 
Ebenso 
(y—2) (y—#)-* || a(n—8) (n—1)-*a7?, 
also 


(w—2) (@—t)-* (y—t) (y—2)-* | a(E—8) (E—2)-* @—12) (98-27. 
Ferner wird: 
b—¢ —("—x2) ( Tie ry FP v7) 
=f — Fa)’ (14-jPu’2)- "(1+ fPu’2)— (1 +f? u'a))- (1+ Pua)? 


=v-Zj*u'(e—z)X, 


1 
pu? 





wenn v = u— X = (1+)*w'z)-' u. s. w. gesetzt wird. Also wird: 


(E- §) @—1)"! = oF ju (ea) X X-Mas 280! 


= oZ)*u («—z) (a—t)“(vZjPw’)-! 

= Ue—s) (e910, 
also 
(E—&) (E—r1)-* (q—1) (n—£)-' = U(a—z) (@—t)-*(y—¥) (y—2)-* U3, 
und schliesslich: 


a—s. yess. yY—2 sii 
pent on} eae (aU). 


Das Doppelverhiltniss bleibt nani im pa lee dann und nur dann 
ungeandert, wenn es reell ist; dann hebt sich nimlich aU gegen (aU)~* 
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fort. Sind P, Q, R, S die Endpunkte der Vectoren x, y, 2, t, so liegen 
—2 y—2 
—e" =F 
das Verhiltniss von zwei Quaternionen, deren Versoren die Winkel 
SPR und SQR haben; diese miissen also gleich sein und in derselben 
Ebene liegen. Also: Bei einer beliebigen Vector-Transformation bleibt 
das Doppelverhiltniss von vier Vectoren dann und nur dann ungeindert, 
wenn die vier Endpunkte derselben auf einem Kreise (oder einer Geraden) 
liegen. 

8) Definirt man also als Entfernung zweier Punkte P, Q den Loga- 
rithmus des Doppelverhiltnisses der zu P, Q, R, S gehérigen Vectoren, 
wo R,S die Schnittpunkte der Geraden PQ mit aj + --- + 22=)* sind, 
so bleiben bei einer Vector-Transformation die rege ungeandert; 
dieselbe repriisentirt daher die Bewegung fiir 7? — 1 im elliptischen, 
fir j? = + 1 im hyperbolischen Raum*). 

9) Hin beliebiger Punkt &, &,---, § 4, der stint Mannig- 
faltigkeit* & + &? + ----+ &3,,—1 liegt mit dem ,,Pole“ 

& = =---=§,=—0, b41=1 
und dem Punkte 
&) = %, &, = %,°-+,&,=2,, bo41 = 0 


in einer Geraden, wenn sich verhilt: 


M+ im +---+4,2,:1 wie & +48 +--- +48 :1—8,;, 
wie man aus einem ebenen Schnitt durch die &,,,-Axe und die beiden 
Punkte erkennt. Hierdurch wird die ebene Mannigfaltigkeit & ,,— 0 


auf die sphirische ein-eindeutig stereographisch = Demnach 





P, Q, R, S in einem dreidimensionalen Raume; demnach ist = 











ergiebt eine elliptische (j?—-—1) Bewegung y = - —— fn der ersteren 
fiir die letztere die Transformation: 
1 n _ 8 + HA —8 4) 
(1) ea el —b§+a (— —{, +) 
Setzt man 
. a, 
° 1 Ty 41 c* §§e S 


ein, und geht dann zur conjugirten und reciproken Gleichung iiber, so 
kommt: 


*) Legt man, allgemeiner, 72 einen der drei Werthe +1, 0, —1 bei, so sind 
die Vector-Transformationen die automorphen Transformationen von 
xg —ai—--- — Bat = j?; 


z. B. im Raume die Bewegungen mit festem Kreiscylinder. 





a 











———aes 
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(2) 9 an ee 
ifn,, vét+eate 


p+1) 





. 


— 
Setzt man in (1) und (2) »= itt und geht zu den reciproken 
Gleichungen iiber, so erhilt man: 








(3) <li: ip ee 
‘+, Ses 

(4) 1. on ee. 
itn, —¥d+e, +a 


Beseitigt man in (1), (2), (3), (4) die Nenner, was wegen der Realitiit von 
Np +1 keine Schwierigkeiten hat, so ergiebt die Differenz der aus (1) und 
(2) folgenden Gleichungen: 

(5) ag ri bE 4s — na’ + Np 410 

und die Differenz der aus (3) und (4) folgenden 

(6) b§ +E, =— + Hye’. 

(5) und (6) kann man zusammenfassen in: 

(7) (a+b'j) (E+3€,41) = (n +3 %p41) (a’—bj). 

Diese Transformation der sphirischen Mannigfaltigkeit reprisentirt 
(nach 1)) eine Drehung derselben, um den Nullpunkt 

& = 0,& = 0,--- 84,5 = 0") 

16) Die elliptischen Bewegungen des (p-+1)-dimensionalen Raumes 
sind also auf die Drehungen des (p-+-2)-dimensionalen abgebildet; a + b’j 
muss ein Transformator fiir p+ 2 Dimensionen sein. Da aber $ a ein 
Vector ist, so wird a + bj das Product aus einem Vector 

Up41 a On +10 + peas + i ili + Ups1:p% + psi pei» 
den man als Einheits-Vector (v)+1)41== 1) annehmen kann, und einem 
Transformator fiir p-+1 Dimensionen. Recursiv folgt daraus unschwer die 
Darstellung eines Transformators fiir » +- 1 Dimensionen als Product des 
Tensors r und der Hinheitsvectoren: 
Vy = Vago + Varh + = + Sect, 
namlich als 
TU; Uh, °° "ry » 


wo h,,h,-++,h, eine beliebige Permutation von 1, 2,---, p ist. 





*) Fiir p=1 ergiebt sich die Cayley’sche Darstellung der Drehung einer Kugel 
durch eine linear-gebrochene Substitution; s. Cayley, On the correspondence of 
Homographies and Rotations, Math. Ann. 15 (1879) p. 238. Aus diesem Resultat 
hiitte die Darstellung der Bewegung in der elliptischen Ebene abgeleitet werden 
kénnen. 
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Diese Darstellung eines Transformators ist nach Festsetzung der 
Reihenfolge der 7,---%, und Wahl einer Indexfolge h,---h, eine villig 
bestimmte*). 

11) Wir wollen insbesondere an die Darstellung des Transformators als 


v v, 

-3 -1 

fF 2 +S 1¥ tee < ee se 
P-1 Pp © 0 

p-2 P 


ankniipfen und eine andere Darstellung desselben daraus herleiten. 

Eine Quaternion mit dem Tensor r, dem Drehungswinkel 2, den 
Stellungscosinussen der Ebene desselben ¢,, ¢, ¢,., ist bekanntlich gleich 
r (cos p + (1,6 + ty¢ + 4, %,¢,) sin ), 
oder wenn man cosq und sing durch ihre Potenzreihen ersetzt und 

beachtet, dass (i,¢, + i,¢, + i, i,¢,.)? = — 1 ist, gleich: 
r(1 + G+ Ms + 4, 4, Fis) + 1%: tants 4, P12)” +.. ‘), 





WO 1, Po, Pig die Componenten (gy, = ¢,g u. s. w.) von @ in den Co- 
ordinatenebenen sind; diese Darstellung ist analog der Darstellung einer 
gewodhnlichen complexen Zahl als re'?. 

Fiir mehr als drei Dimensionen stellt der entsprechende Ausdruck 
zwar einen Transformator, aber, wie schon die Parameter-Abzihlung erkennen 
lisst, nicht einen allgemeinen Transformator dar. 

Es seien a und b zwei vom Nullpunkt ausgehende Gerade, deren 
letztere in x, = 0 liege; ab = gq der Winkel derselben, 

a,=cosax,, b, = cos bx, (a =0,1,--+,p) 
ihre Richtungscosinusse; also 


aj+---+ap—1, be+---+b5-1—1, b, = 0, 
Ayby + 4,5, +--+ + a,b, = cosy, 

ferner, nach einer bekannten Formel fiir vier Punkte einer Kugel: 

a,b, — a3b, = sin &,%,- sin ab - cos ab|x,7, = c,, 8in y, 
wenn mit ¢,,—=cosab|xz,x, der Cosinus des Winkels bezeichnet wird, 
den die Ebene von g mit der Ebene X,Xy bildet. Nunmehr sei 

Upis = bg + bt, + > +O it, Mp =A +t, +--+ +4,%,. 

Dann wird: 


v 


= = Up Up = (Dg +0, 4, ++ +b, 23 ty_ 1) (Go — 4 4, — + — yt) 








*) Die Darstellung einer Quaternion als Product (oder Quotient) von p = 2 
Vectoren findet sich bekanntlich schon bei Hamilton, Elements of Quaternions, II. 
art. 108. 
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gleich 
COS @ + (6,0, Fo + A,6, Ay tg +4,_ 14,6, 1,9) sin 9; 
WO Cy, = C, gesetzt ist. Ersetzt man cos m und sin » durch ihre Potenz- 
reihen und beachtet, dass 
(6, Cy gy + + 8,6, +4, 14,6y 1,9)” 
zufolge der Relationen 
+--+ hay =, 
Cap yd pa Cay 3d + Cod "py = 0 
gleich —1 ist, so erhilt man den Versor v,_,v, = V, in der Form 
(5,9, +: * +8 14,%p-1, 5) , (6,9 +°-* + 4-14, %p_1, 5)" 
V,=1+ 473 7 p-1,p + 11 > Fee ae 
Wo @,; die Componente von p in der x,7,-Ebene ist. 

Dieses ist aber kein allgemeiner Versor; ein allgemeiner stellt sich 
vielmehr nach Obigem als ein Product von solchen speciellen, etwa als 
--+ ViVi V, dar. 

Es ist beachtenswerth, dass sich die beiden Darstellungen eines all- 
gemeinen Transformators oder Versors ergeben haben ohne Benutzung der 
zwischen den Coefficienten desselben bestehenden Relationen, allein auf 
Grund der Eingangs (s. 0.) festgesetzten Definition. 





Kénigsberg i. Pr., April 1901. 


Mathematische Annalen. LY. 38 
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Zur geometrischen Deutung der Invarianten ebener Collineationen. 
Von 
P. Murn in Osthofen (Rheinhessen). 


Im Folgenden will ich zeigen, wie mittelst einer gewissen quadratisch- 
reciproken Verwandtschaft, die eine ebene, nicht perspective Collineation 
in sich selbst transformirt, aus jeder bekannten Deutung ihrer Invarianten 
eine im Allgemeinen neue Deutung, bei welcher (im Allgemeinen) der 
Begriff des Netzes*) der betreffenden Collineation auftritt, auf durchaus 
rationalem Wege abgeleitet werden kann. 


1. Wir betrachten eine ebene, nicht perspective Collineation K. Durch 
zwei beliebig in der Ebene liegende Punkte a, b geht im Allgemeinen ein 


Kegelschnitt des Netzes von K, den wir mit ‘ab bezeichnen wollen. Zwei 
Kegelschnitte «, 6 des Netzes von K haben im Allgemeinen einen Punkt, 
ausser den Doppelpunkten gemein; wir bezeichnen ihn mit «f. Ferner 
bezeichnen wir die zu den Punkten a, a’, a’,--- homologen Punkte all- 
gemein mit a’, a’, a’’,---; Analoges gilt fiir die Geraden. 

Wir ordnen nun jeder Geraden u der Ebene bez. denjenigen Punkt x 
von « zu, fiir welchen die Gerade xx’ mit wv zusammenfillt; dann sind u 
und x homologe Elemente einer quadratisch-reciproken Verwandtschaft R 
unserer Ebene. Beschreibt uw ein Strahlenbiischel mit dem Centrum p, so 
bewegt sich « auf einem Kegelschnitt 2 des Netzes der Collineation. So 
entspricht vermége R jedem Punkt p der Ebene ein Kegelschnitt a des 
Netzes von K. Durchliiuft p eine Gerade uw, so bilden die zugeordneten 
Kegelschnitte zx ein Biischel. Ausser den Doppelpunkten von K haben 
diese Kegelschnitte im Allgemeinen einen Punkt x gemein, der auf u liegt, 
und zwar sind w, x homologe Elemente von R. 


*) Vergl. meine Note: Ueber Covarianten ebener Collineationen, diese Annalen 
(1892) Bd. 4¢, S. 89ff. § 1, Art. 1. 
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Ist xz’ = u, so ist 2’x” = uw’, d. h, sind w und x homologe Elemente 
von Rk, so sind es auch uw’ und 2’. Die Beziehung R wird durch die 
Collineationen K in sich selbst transformirt, und wmgekehrt. 

2. Die Collineation K sei durch die Gleichung 


> an 2:% = 0 (i,k =1,2,3), 
die zu ihr inverse durch die Gleichung 
> Hint U; = 0 (i,k = 1,2,3) 


algebraisch gegeben. Befindet sich die Collineation K in umschriebener 
Dreieckslage, verschwindet also die Invariante 


ig = Oy + Ogg + trys 
derselben*), so giebt es, wenn ABCD, A’ B’C’D’ homologe Vierseite der 
Collineation bedeuten, ein und im Allgemeinen nur ein Viereck abcd, 
welches dem Vierseit ABCD verkehrt umschrieben, dem Vierseit A’ B’C’ D’ 
aber eingeschrieben ist**). Nun seien vermége der Beziehung R den 
Geraden A, B, C, D bez. die Punkte a, b, c,d zugeordnet, dann entsprechen 
den Geraden A’, B’, C’, D’ vermige R bez. die Punkte a’, b’, c, d’ (1). 
Den vier Punkten a, 6, ¢, 0 entsprechen vermige R vier Kegelschnitte 
«, B, y, 8 des Netzes von K. Da die Gerade A’ durch den Punkt a geht, 
so ist a’ ein Punkt des Kegelschnitts a; ebenso liegt b’ auf p, c’ auf y, 
ad’ auf 6. Der Geraden cd entspricht in R der Punkt yd; die Geraden 
A, B, cd gehen durch einen Punkt, also liegen die Punkte a, b, yd auf 
einem Netzkegelschnitt. Analog ergiebt sich, dass a, ¢ und Bd, a, d und 
By u. s. w. auf je einem Kegelschnitt des Netzes von K liegen. Wir 
wollen unter Zugrundelegung des Netzes der Collineation sagen, dass das 


aoe, 
Kegelschnittquadrupel afyd des Netzes dem Viereck abed ver- 


kehrt eingeschrieben sei, wenn «f auf cd, ay auf bd u. s. w. liegt. 
Beriicksichtigen wir dann, dass abcd und a’b'c'd’ zwei beliebige homologe 
(eigentliche) Vierecke von K vorstellen, so kénnen wir unserem Resultate 
die einfache Fassung geben: 

Sind abed und a’'b'c'd’ zwei homologe Vierecke einer in wmschriebener 
Dreieckslage befindlichen, nicht perspectiven Collineation, so giebt es im Netze 
der Collineation ein Kegelschnittquadrupel «By, welches dem Viereck 


° 47’ 7 9 
abed verkehrt eingeschrieben und gleichzeitig dem Viereck aVc'd’ wum- 
schrieben ist. 


*) M. Pasch, Math. Ann. (1884) Bd. 23, S. 426 ff. 
**) M. Pasch, Math. Ann. (1886) Bd. 26, 8. 211ff., § 4. 


38* 
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Analog folgert man mittelst der Entwickelungen in 1 aus jeder 
irgendwie bekannten Deutung eine (im Allgemeinen) neue Deutung. Bei 
i = yy + Ag + G33 =O gehen bekanntlich allemal die Geraden «, «”, «’” 
durch einen Punkt*); daher liegen bet i = 0 allemal die Punkte a, a”, a” 
auf einem Netzkegelschnitt, wihrend, wie bekannt, die Punkte a, a’, a” in 
gerader Linie liegen. Ferner ergiebt sich aus der bekannten Thatsache, 
dass bei 7,0 eine Quadrupelserie von Dreiseiten ABC in der Ebene 
der Collineation auftritt, welche ihren homologen A’ B’C’ eingeschrieben 
sind*), sofort die neue Thatsache, dass alsdann auch eine Quadrupelserie 


° . . - , a . ~ , 
von Dreiecken abe existirt, fiir welche c’ auf dem Netzkegelschnitt ab, a 
auf be, b auf ca liegt, sodass man das Dreieck abe als seinem homo- 


logen abe umschrieben bezeichnen darf. Man kann diesem Resultate 
aber auch die Fassung geben (siehe meine oben citirte Note a. a. 0.): 

Befindet sich eine ebene, nicht perspective Collineation in wmschriebener 
Dreieckslage, so giebt es eine Quadrupelserie von Dreiecken abe derart, dass 
die Dreiecke abc’ und a'b'c’, bea’ und b'c'a’, cab’ und ca’b” perspectiv 
liegen; die drei Centren der Perspectivitat biiden jedesmal ein Dreieck, das 
seinem homologen eingeschrieben ist. 


Osthofen (Rheinhessen), Januar 1900. 


*) M. Pasch, a. zuerst c. O. 
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Das Streckenabtragen. 
Von 


Joser Kirscudx in Budapest. 


Herr D. Hilbert hat in seiner Festschrift ,,Grundlagen der Geometrie“ 
bewiesen, dass diejenigen ebenen Constructionsaufgaben, die unter aus- 
schliesslicher Benutzung seiner fiinf Axiomgruppen lésbar sind, sich mittels 
Lineals und Streckeniibertragers ausfiihren lassen. (Kap. VII, Satz 40.) 

Es soll nun gezeigt werden, dass — bei Beniitzung des Lineals — 
der Streckeniibertrager sich durch ein Aichmass ersetzen lisst, welches 
nur das Abtragen einer ge- 


wissen, durch jenes Aichmass wr g 

bestimmten, Strecke a ermig- K 

licht. Po | 
Von einer Aufgabe, dem BY \ 


Parallelenziehen, ist es allge- / 
mein bekannt, wie sie mit \ 
Lineal und Aichmasse zu lésen 
ist. Soll man namlich durch \p B 
einen gegebenen Punkt zu a 
einer Geraden eine Parallele 
ziehen, so wird man auf der 
gegebenen Geraden aus einem 
ihrer Punkte nach beiden 4 
Seiten hin mit Hilfe des Aich- 
masses die Strecke a abtragen, und dann die Aufgabe mittels Lineals lésen *). 
Dies beniitzend, kénnen wir eine beliebige Strecke AB in folgender 
Weise auf gy von P aus abtragen. Wir verbinden P mit A durch eine 
Gerade, und ziehen durch B eine Parallele zu AP, wie auch durch P eine 
Parallele za AB. Schneiden sich letztere in C, so ist PC = AB. 








*) Siehe z. B. Steiner, die geometrischen Constructionen, Seite 15. 
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Nun werden wir auf PC und g mittels des Aichmasses die Strecken 
PD= PE=a 
abtragen, und durch C eine Parallele zu DE ziehen. Schneidet diese die 
Gerade g im Punkte Q, so ist 
PQ = PC= AB. 

Liegt zufillig AB auf g, oder ist AB parallel zu g, so kann AB 
vorerst auf eine zu AB nicht parallele Gerade abgetragen werden, und von 
hieraus auf g. Man kann aber natiirlich in diesen Fallen auch einfacher 
zum Ziele gelangen. 


Budapest. 
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Bemerkung zu meinem Aufsatz ,,Ueber partielle Integration“ 
(Band 55, Heft 2 dieser Zeitschrift). 


Von 


Martin Brenvet in Géttingen. 


Herr E. Lampe war so freundlich, mich darauf aufmerksam zu machen, 
dass bereits Worpitzky in einem in der Zeitschrift fiir Mathematik und 
Physik (Band 23, 1878) abgedruckten Brief an Schliémilch und in seinem 
Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung (Berlin 1880) von der 
»Verallgemeinerung der partiellen Integration“ handelt. In der That ist 
die von Worpitzky in seinem Lehrbuch, Seite 73, gegebene Formel mit 
der ersten von mir gegebenen identisch, wenn er auch den Gegenstand 
nicht ganz so ausfiihrlich behandelt und namentlich die von mir in Nr. 7 
eingefiihrte willkiirliche Function nicht hat. 

Ebenso schreibt mir Herr W. Scheibner, dass er schon in den Jahren 
1856—1857 (vgl. Berichte iiber die Verhandlungen der K. Sichsischen 
Gesellschaft der Wissenschaften, Bd. 7, Seite 45—46 und 192) gewisse 
Ausdehnungen des Principes der partiellen Integration angewandt hat, die 
ebenfalls den von mir erwihnten zum Theil analog sind. 

Es ist wohl nicht zweifelhaft, dass Mancher bei Ausfiihrung der einen 
oder anderen Integration darauf gekommen sein mag, Verfahren anzuwen- 
den, die im Grunde nichts anderes als die genannte allgemeine Methode 
der partiellen Integration sind. Es méchte sich aber doch wohl empfehlen, 
dem Gegenstande, speciell in den Lehrbiichern, die ihm gebiihrende Auf- 
merksamkeit zuzuwenden und namentlich ein Zeichen fiir die partielle 
Integration einzufiihren, dessen Fehlen auch Worpitzky bemerkt und das 
ein Analogon zu dem Zeichen der partiellen Differentiation wiire. 


Géttingen 1901, November. 
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